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Vzorcéenje
Populacija . . . velika koli¢ina podatkov ... N
Vzorec ... majhna podmnoZica podatkov ... n

Slu¢ajni vzorec . . .vsak vzorec iste moci ima isto verjetnost, da bo
izbran

Slu¢ajni vzorec s ponavljanjem . . .dovolimo, da se podatki v vzorcu
ponavljajo

Cilj statisticnih metod: na podlagi analize vzorca Zelimo sklepati
na celotno populacijo.

Zgledi
» Volitve.
» Kontrola izdelkov.
» Studenti.
» Psevdonaklju¢na Stevila.



Ponavljanje, da ali ne

N .. .velikost populacije
n ...velikost vzorca

Trditev

Ce je N velik v primerjavi z n, potem je $tevilo vzorcev brez
ponavljanja priblizno enako kot Stevilo vzorcev s ponavljanjem.

Ponavljanje, naceloma da, v praksi ne.

Zgled: Ocene %estih Studentov so 10,7,7,8,6,10. Vzoréimo brez
ponavljanja, vzorci so velikosti 2. Koliko je vzorcev? Kaj lahko
poves o povpreéni oceni vzorca?



Kvantili, mediana, kvartili, percentili
Naj X doloca slu¢ajno spremenljivko - vrednost parametra na
populaciji.
Izberimo g € (0,1). Vrednosti a pravimo g-kvantil za X, &e je

P(X<a)>qginPa<X)>1-—q.

Mediana je 0,5-kvantil.
0,25, 0,5 in 0,75-kvantilom pravimo kvartili.
0,01,..., 0,99-kvantili so percentili.

Vzoréno povpregje
Naj bo Y spremenljivka na populaciji. Izberemo vzorec velikosti n,
pridobimo vrednosti Y7, Y2, ..., Y,.

Vizoréno povpredje je Y = %(Yl + Yo+ ...+ Y).
|zrek
Matemati¢no upanje vzorénega povprecja je enako povprecni

vrednosti (matematiénemu upanju) na celotni populaciji:

E(Y) = E(Y).



Vzoréno povpregje

lzrek

Naj bo Y spremenljivka na populaciji velikosti N, u = E(Y),

02 = D(Y). Vzoré&imo brez ponavljanja, vzorci velikosti n. Velja:

@) EV)=E(XV)=n
(b) D(Y) = D(Y) - s =T 1D(y) = 102

ino(Y) ~ %0

(c) Ce je Y na populaciji normalno porazdeljena z N(y, o), potem
je Y na vzorcih tudi normalno porazdeljena z N(p, %)

(d) Cetudi Y na populaciji ni normalno porazdeljena, je Y na
populaciji priblizno normalno porazdeljena z N(p, %)

Vzoréno povpregje
Naloga: Populacija $teje 3000 Studentov (moskih). Predpostavimo,
da so njihove visine porazdeljene s popvre¢jem 180 cm in
standardno deviacijo 5 cm.

Naklju€no izberemo vzorec 25 Studentov in izmerimo povpre¢no
visino vzorca.

» Dolo¢i matemati¢no upanje za povprecno viSino vzorca.
» Dolo¢i standardno deviacijo za povpreéno viSino vzorca.
» Oceni verjetnost, da bo imel naklju¢no izbrani vzorec
povprecje visin
» med 178 in 182 cm.
» vel kot 183 cm.
» manj kot 175 cm.



Disperzija vzorca
Vzorec velikosti n z vrednostmi Xy, ..., X, in vzorénim povprecjem
X. Vzoré¢no disperzijo s in popravljeno vzoréno disperzijo §2
definiramo kot
, (X1 —X)? 4.+ (X, — X)?

S —
n
o (X=X 4+ 4 (X — X)?
B n—1
|zrek
N -1 N
E(52):N_1-”n o in E(®) =g
Zgled

Naloga: Vzorec ocen Studentov vsebuje ocene
7,9,10,10,6,10,8,8,7,7,7,7. lzratunaj vzoréno povpredje,
vzoréno disperzijo in popravljeno vzoréno disperzijo.



Porazdelitev vzorénega povpredja

Naj bo 1+ matemati¢no upanje na populaciji. Potem je:

_X—p _X-—n
~oyn MO NG

Ce o ne poznamo, jo nadomestimo z 5. Ce je vzorec dovolj velik
(n > 30), je tudi T ~ N(0,1).

Z

Ce je n < 30, potem je potrebno uporabiti Studentovo
porazdelitev.

Zgled

Merimo Zzivljensko dobo Zarnic; N = 1.000.000 in n = 100. Na
VZOrcu izmerimo

500 1000 1500 2000 2500 3000
10 5 5 65 10 5

Dolodi X, s2, 2. Dolo& T in oceni interval za L.



Ocenjevanje parametrov

Naj bo A parameter, odvisen od slu¢ajne spremenljivke X.

| je interval zaupanja za vrednost parametra \ pri stopnji zaupanja
v, €e velja naslednje:

» Verjetnost, da parameter A pripada intervalu / je (ne glede na
porazdelitev X) vsaj 7.

» Interval | je najmanjsi mozen.

Ocenjevanje

CX—p
~a/Vn
Torej je X na vzorcih je porazdeljen priblizno kot N(, %)
Recept:

1. Izberi stopnjo zaupanja ~y (tipi¢no 0,9, 0,95, 0,99 ali 0,999).

2. Doloti ¢ za katerega velja ®(c) = v/2.
c-o

7

4. Interval zaupanja je | = [X — k, X + k].

Z

N(0,1)

3. lzratunaj X in k =



Ocenjevanje

Kaj ¢e o ne poznamo?
Kaj &e je vzorec majhen (n < 30)7

Porazdelitev y?

Naj bodo slu¢ajne spremenljivke Xi, Xo, ..., X, porazdeljene
standardno normalno in neodvisne.

x2(n) = X2+ X2 + ...+ X,°

Slu¢ajna spremenljivka x?(n) hi-kvadrat z n-prostostnimi stopnjami
je vsota n kvadratov neodvisnih standardno normalno porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk.

P(x* < a

%)

Ce je a > 0.



Porazdelitev 2

Za izratun verjetnosti slu¢ajne spremenljivke x? uporabimo tabele.
Fiksirajmo Stevilo prostostnih stopen].

X,2, je vrednost, pri kateri je P(x? < X,%) = p.

Interval zaupanja za standardno deviacijo

lzrek

5 2. NX2(n_1)

Radi bi dolotili interval [c1, cp] za katerega velja, da je
Plaa<o<a)>7vy

kjer je v izbrana stopnja zaupanja.



Interval zaupanja za standardno deviacijo
IS¢emo interval, za katerega je
> P(x2 < szn) za p1 = HTV
1—
> P(X* < Xp,) za p2 = —5*
Potem je
14~ B 1—7
2 2

P(xp, <X° < X3,) = =

Zarnice, znova

N = 1.000.000, n = 100, 5 = 591, 92, 5% = 350379
Naloga: Dolo&i interval zaupanja za o pri stopnjah zaupanja
~v=10,99, 0,95 in 0, 90.



Zarnice, znova

99 prostostnih stopen;:
1. X2 lahko izra¢unamo:
X%,OOS — 667 57 X%,025 - 73; 4, X(2),05 = 77, 0,
X%,95 =123,2, X(2),975 = 128, 4, X(z),995 = 138,9

2. X2 lahko ocenimo z linearno interpolacijo:
X%,OOS = 66,5, X%,ozs =13,7, X%705 =177,0,
X%,QS — 122797 X(2),975 — 128,8, X%’995 = 138,8

3. x? lahko ocenimo s pomo&jo centralnega limitnega izreka:
X%,OOS — 627 87 X8,025 — 717 47 X%705 = 75, 9,
X%,95 - 1227 17 X(2_)’975 — 126767 X%’995 = 135,2

Zarnice, primerjava

Intervali zaupanja za o, glede na razli¢ne metode izratuna x2(99).

stopnja zaupanja vy 1. 2. 3.
0.99 [500,722] [500,722] [506,743]
0.95 [520,678] [519,687] [523,697]
0.90 [631,671] [531,671] [533,676]



Statisti¢ne hipoteze

Statisti¢na hipoteza je hipoteza o porazdelitvi slu¢ajne
spremenljivke.
Statisti¢ni test je bodisi
» parametri¢en ...znan je tip porazdelitve, hipoteza govori o
parametru.
» neparametri¢en ... porazdelitev je neznana, hipoteza govori o
vrsti porazdelitve. Parametrini testi so enostranski in
dvostranski.

Statisti¢ne hipoteze

Ho ni¢elna hipoteza o porazdelitvi slu¢ajne spremenljivke.

... Slu¢ajna spremenljvka je porazdeljena normalno.

... Slu¢ajna spremenljvka ima matemati¢no upanje enako 2.

H,: alternativna hipoteza o porazdelitvi slu¢ajne spremenljivke.
... Slu¢ajna spremenljvka ni porazdeljena normalno.

... Slu¢ajna spremenljvka ima matemati¢no upanje razli¢no od 2.

S statisti¢nim testom testiramo nicelno hipotezo Hy proti
alternativni hipotezi H,;.



Napake, ki jih lahko naredimo

Napaka 1. vrste nicelna hipoteza je pravilna, s testom jo
zavrnemo.

Verjetnost, da naredimo napako 1. vrste je merljiva
in jo lahko poljubno zmanj$amo.

Napaka 2. vrste nielna hipoteza je napacna, s testom jo
sprejmemo.

Verjetnosti, da naredimo napako 2. vrste ni mogoce
oceniti. Zato napak 2. vrste ne delamo.

To pomeni, da nicelnih hipotez nikoli ne sprejmemo.

Stopnja znacilnosti testa je verjetnost, da zavrnemo pravilno
hipotezo (naredimo napako 1. vrste).

Stopnja znadilnosti « je tipi¢no 0,1, 0,05 ali 0,01.

Parametri¢ni test — dvostranski

Naloga: Imamo vzorec n = 3000 otrok, od katerih je 1578 deckov.

Pri stopnji znadilnosti o« = 0, 01 testiraj ni¢elno hipotezo
Ho verjetnost rojstva decka je enaka %

proti alternativni hipotezi

H.: verjetnost rojstva decCka je razlicna od %



Parametri¢ni test — enostranski
Naloga: Imamo vzorec n = 3000 otrok, od katerih je 1578 delkov.
Pri stopnji znadilnosti oo = 0, 01 testiraj ni¢elno hipotezo
Ho verjetnost rojstva decka je vecja ali enaka %
proti alternativni hipotezi

H.: verjetnost rojstva decka je manjsa od %

Neparametri¢ni test x?
Naj bo X,er znana slu€ajna spremenljivka. Poznamo njeno
verjetnostno shemo.

Xref N (Xl X2 ... Xk)
P p2 ... Pk
Naj bo X opazovana slu€ajna spremenljivka.
Z neparametri¢nim testom 2 testiramo niZelno hipotezo
Ho sluc¢ajna spremenljivka X je porazdeljena enako kot
slu¢ajna spremenljivka X, ef.

proti alternativni hipotezi
H.: slu¢ajna spremenljivka X ni porazdeljena enako kot

slu¢ajna spremenljivka X,ef.



Neparametri¢ni test x?

|zberemo X-vzorec velikosti n in sestavimo tabelico :

X:

Dogodek X=x1 | X=x X = xi
|lzmerjena frekvenca X1 X5 X
Pri¢cakovana frekvenca n-pi n- po n- pg
|zra¢unamo statistiko
k
»  (X1—np1)? (Xo— np2)? (Xk — npk)® (Xi — np;)?
+ +oo+ =>
np1 np2 NPk np;

pri Cemer je X1 + Xo 4+ ...+ X = n.

Neparametri¢ni test x?

lzrek

=1

Pri veljavni ni¢elni hipotezi, dovolj velikem vzorcu (n > 30) in &e je
n-p; > 5 za vsak i, je statistika x? porazdeljena pribliZzno kot

hi-kvadrat s (k — 1) prostostnimi stopnjami x?(k — 1).

|zberemo stopnjo znacilnosti « .

Ce je x% > X%_a(k — 1), potem hipotezo zavrnemo.
1), potem hipoteze ne zavrnemo.

Ce je x? < X%_a(k —



Neparametri¢ni test x?

Naloga: Kocko vrzemo 600 krat. Padlo je 105 enic, 99 dvojk, 102
trojki, 104 Stirice, 93 petic in 97 Sestic. Pri stopnji zaupanja
a = 0,05 testiraj ni¢elno hipotezo “Kocka je postena.”

Test y? za testiranje neodvisnosti

V prodajalni bureka vzor¢imo kupce in spremljamo njihova
narocila. Dobili smo naslednjo kontingen&no tabelo.

starost/vrsta | mesni | sirov | pizza
mladi 25 17 18
mlajsi 42 25 23
starejsi 33 25 22
stari 12 10 8

Naloga: Testiraj ni¢elno hipotezo “Izbira vrste bureka je neodvisna
od starosti kupca.”



Test y? za testiranje neodvisnosti
Kot v prejSnjem primeru izracunamo koli¢ino

5 Z (izmerjena vrednost — pri¢akovana vrednost)?
X p—

T leah pri¢akovana vrednost
PO vsen celica

|zrek

Pri veljavni nielni hipotezi , dovolj velikem vzorcu (n > 30) in &e
je vsaka pri¢akovana vrednost > 5, je statistika x° porazdeljena
priblizno kot hi-kvadrat s (r — 1)(s — 1) prostostnimi stopnjami.

Test y? za testiranje neodvisnosti

Naj bosta X in Y slu€ajni spremenljivki.

Test y° uporabljamo za testiranje ni¢elne hipoteze
Ho X in' Y sta neodvisni.

proti alternativni hipotezi
H,; X in'Y sta odvisni.



Test z znaki

Naj bosta X in Y slu€ajni spremenljivki.

Test z znaki uporabljamo za testiranje nielne hipoteze
Ho P(X >Y)=05.

proti alternativni hipotezi
H., P(X > Y) 75 0.5.

Potrebujemo isto Stevilo meritev X1, X5, ..., X, in Y1, Y2, ..., Y,

Mann-Whitneyev test

Naj bosta X in Y slu€ajni spremenljivki.

Mann-Whitneyev test uporabljamo za testiranje nielne hipoteze
Ho X in' Y sta enako porazdeljeni.

proti alternativni hipotezi
H.: X in Y nista enako porazdeljeni.



