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1 Statistika

Ce bi mi dejali, da bom Zivel le $e en dan, bi ga Zelel preZiveti pri
pouku statistike — ta dan bi se mi zdel toliko daljsi.

Zapis iz Studentskega koledarja

Statistiko uporabljamo tako, kot pijanec uporablja obcestno sve-
tilko: da bi se podprli, ne pa, da bi se razsvetlili.

Andrew Lang

Najprej zberi podatke, potem pa jih spreminjaj po mili volji!
Mark Twain

Statistika je veda o obravnavanju mnozice podatkov. S statistiko podatke zberemo, razvrstimo, uredimo
in na osnovi doloCenih pravil sprejemamo zakljucke. Matemati¢na osnova statistike je verjetnostni racun.

InZenir se pri svojem delu nenehno srecuje z veliko mnoZico podatkov, ki so bolj ali manj urejeni. Vsak
mora biti sposoben te podatke urediti in se na osnovi izsledkov odlociti za pravilen ukrep.

Drugi pomemben dejavnik v inZenirstvu je dejstvo, da je vecina koli¢in, ki jih obravnava, nakljucne
narave. InZenir se mora vcasih odlo€iti na osnovi zelo omejenih podatkov. Oglejmo si zanimiv problem.

Primer 1.1: Avtobusno podjetje je lastnik N avtobusov, ki so vsi oznaceni z zaporednimi Stevilkami od
1 do N. Na cesti naletimo na avtobus s stevilko 22. Koliko avtobusov ima to podjetje?

Resitev: Pravilnega oziroma zanesljivega odgovora seveda ni, razen v izjavi, da ima avtobusno podjetje
vsaj 22 avtobusov. Ali smo lahko bolj dolo¢ni? Ker je verjetnost za sreCanje s katerimkoli avtobusom
enaka, bi se pri mnogoterih srecanjih v povprecju srecali z avtobusom, oznacenim s Stevilko na sredini



2 1 Statistika

zaporedja Stevil. Tako lahko izracunamo, da je Stevilo IV, ki ga lahko v povprecju pricakujemo, enako
N =21+1+21=43. (1.1)

Ce nas ne zanima, kateri odgovor bi bil v povprecju najbolj pravilen, temve¢ bi radi s ¢im vecjo verje-
tnostjo dolo¢ili to¢en odgovor, bi bil pravi odgovor N = 22.

Ta primer morda zgleda nenavadno, vendar se s podobnimi problemi inZenir zelo pogosto srecuje, ko
mora na osnovi pomanjkljivih podatkov sprejeti odlocitve.

Podrobneje se bomo s tem primerom spoznali v poglavju 9 oziroma natancneje v primeru 9.6.



2 Opisna statistika

Ce obravnavamo vegje Stevilo podatkov, jih posami&no ne moremo opazovati, saj nam posamezni poda-
tek premalo pove. Te podatke lahko bolje predstavimo grafi¢no ali pa Steviléno z dolocenimi znacilnimi
vrednostmi vzorca podatkov.

Skupino podatkov z;,7 = 1, ..., n imenujemo vzorec, posamezni podatek x; je element vzorca, Stevilo
n pa je Stevilo elementov v vzorcu oziroma velikost vzorca.

2.1 Graficne predstavitve vzorcev

Obravnavajmo najprej grafi¢ne predstavitve. Vzemimo, da imamo en stolpec s Stevilénimi podatki.
Prikazemo jih lahko s ¢rtnim diagramom, s katerim grafi¢no prikaZemo vse posamezne vrednosti. Pri
velikem Stevilu podatkov nam tak diagram ne pojasni znacilnosti vzorcev. Bolje je, da podatke zdruZimo
oziroma uredimo v razrede in za vsak razred izra¢unamo relativno frekvenco, ki je kvocient med Stevilom
podatkov v doloCenem razredu ter vsemi podatki. Vsota relativnih frekvenc vseh razredov je seveda
enaka ena. Te rezultate obicajno grafi¢no prikaZzemo s histogramom oziroma stolpénim diagramom.

Drugi nacin je, da podatke razvrstimo po velikosti in po vrsti nariSemo njihove vrednosti. Pri tem po-
datkov ni potrebno razporejati v razrede. Tako dobimo diagram kumulativnih frekvenc oziroma graf
empiri¢ne porazdelitvene funkcije .

Histogram relativnih frekvenc in diagram kumulativnih frekvenc sta dobra pokazatelja lastnosti vzorca
podatkov. Slabost histograma je, da moramo izbrati Stevilo oziroma velikost razredov in pri razporeditvi
elementov v razrede potrebujemo vec podatkov.

Véasih nas zanima, kolikSna je odvisnost ene koli¢ine od druge. Grafiéno to najlazje prikaZemo s
tockovnim diagramom, kjer vsak par vrednosti dveh koli¢in prikaZzemo kot to¢ko v koordinatnem sis-
temu, pri cemer na absciso nanasamo eno koli¢ino, na ordinato pa drugo.



2 Opisna statistika

Primer 2.1: Obdelajmo mesecne podatke o padavinah, odtoku vode, temperature reke in izhlapevanju
za obdobje med letoma 1953 in 1972 v kraju Clayton na reki Chattooga v zvezni driavi Giorgia (ZDA)."

Ti podatki so zajeti v preglednici (2.1) s Stirimi stolpci podatkov. V vsakem stolpcu je 216 stevil.

Preglednica 2.1: Podatki o padavinah, odtoku, temperaturi in izhlapevanju

se nadaljuje...

Leto Mesec Padavine Odtok Temp. Izhlap. Leto Mesec Padavine Odtok Temp. Izhlap.
[cm]  [em]  [°C]  [cm] [ecm]  [em] [°C]  [em]
1953 10 8.9 2.5 15.4 10.0 1957 1 26.9 7.9 6.2 43
11 12.0 32 9.3 53 2 19.2 13.7 9.4 4.6
12 26.2 10.2 4.8 7.1 3 8.8 11.2 9.1 8.1
1954 1 30.3 16.2 59 5.4 4 21.2 16.2 15.8 13.5
2 12.3 9.2 7.4 7.9 5 145 7.8 18.7 16.1
3 18.8 10.9 9.1 8.5 6 18.6 9.3 222 154
4 11.6 11.0 16.2 12.5 7 49 6.0 233 19.2
5 6.7 7.9 15.6 13.2 8 5.5 3.6 224 18.0
6 10.8 5.8 21.9 19.0 9 21.1 4.5 20.6 10.6
7 9.3 3.6 25.0 20.9 10 16.7 7.5 12.6 7.0
8 10.7 2.9 24.4 16.2 11 30.0 12.7 10.1 4.7
9 1.1 1.7 222 15.6 12 17.2 132 6.3 34
10 0.8 14 16.3 11.6 1958 1 12.5 11.5 22 3.7
11 9.0 2.1 8.1 4.8 2 16.1 10.7 1.4 6.1
12 21.4 52 4.6 33 3 15.7 11.6 7.4 7.1
1955 1 6.8 4.3 5.4 2.9 4 23.1 14.9 14.1 11.2
2 22.8 9.0 6.3 6.0 5 12.8 154 18.7 13.8
3 11.8 7.8 10.7 8.5 6 6.1 7.3 21.9 18.4
4 17.0 114 16.2 15.1 7 324 11.8 232 10.7
5 21.6 12.9 19.4 17.0 8 14.5 6.6 23.1 15.0
6 134 7.3 19.7 17.7 9 3.1 39 19.7 13.7
7 24.2 7.5 24.0 16.2 10 1.0 35 15.1 8.4
8 8.6 6.0 243 15.8 11 8.5 29 12.5 5.5
9 7.4 32 21.3 14.7 12 7.8 3.5 44 2.7
10 3.7 3.0 14.5 10.0 1959 1 15.1 6.7 4.5 33
11 7.1 2.6 9.5 59 2 15.0 6.4 7.1 4.0
12 5.0 2.6 4.4 3.6 3 18.5 7.8 8.6 9.1
1956 1 5.7 22 44 4.1 4 18.5 10.9 12.7 11.3
2 324 10.7 8.0 6.5 5 30.2 13.3 19.2 15.1
3 13.5 8.8 9.7 10.9 6 3.0 13.0 21.6 14.7
4 24.6 12.0 13.3 14.7 7 24.1 8.2 22.8 18.5
5 7.4 7.1 19.2 16.1 8 8.2 5.1 239 15.0
6 6.9 44 21.3 19.1 9 20.8 7.6 19.7 10.0
7 20.6 5.0 229 17.4 10 354 14.8 16.0 8.1
8 6.9 2.7 23.3 16.5 11 74 8.8 8.3 4.3
9 152 2.4 19.1 13.7 12 14.2 9.7 5.6 4.1
10 7.7 29 15.7 8.3
11 6.5 32 8.8 4.7
12 18.3 7.1 10.4 3.8

"McCuen, R. H., Snyder, W. M., Hydrologic Modeling: Statistical Methods and Applications, Prentice-Hall, 1986.



2.1 Graficne predstavitve vzorcev

Preglednica 2.1: Podatki o padavinah, odtoku, temperaturi in izhlapevanju (nadaljevanje)

Leto Mesec Padavine Odtok Temp. Izhlap. Leto Mesec Padavine Odtok Temp. Izhlap.
[cm] [cm] [°C] [cm] [cm] [cm] [°C] [cm]

1960 1 19.7 11.4 4.7 33 1964 1 26.5 13.8 4.6 8.5
2 20.7 16.7 4.3 59 2 15.2 10.4 2.9 3.3

3 214 14.6 2.7 10.0 3 31.6 18.7 8.8 134

4 8.3 15.4 14.3 14.1 4 29.6 22.4 14.2 12.6

5 7.3 8.8 14.8 15.9 5 8.5 14.1 18.6 15.0

6 11.1 6.8 20.8 16.8 6 11.5 7.2 22.3 19.0

7 12.6 6.1 22.5 19.9 7 17.3 6.1 22.4 14.4

8 21.3 7.8 23.5 14.0 8 20.8 6.5 22.2 139

9 22.5 6.1 20.5 11.3 9 15.6 8.0 19.6 12.1

10 15.0 8.6 15.9 6.8 10 27.2 21.6 12.3 9.1

11 3.6 5.5 9.3 4.8 11 10.8 8.3 11.2 6.5

12 8.2 5.0 2.7 6.9 12 17.8 12.9 6.3 6.1

1961 1 9.0 5.9 2.5 5.1 1965 1 10.2 11.7 49 8.5
2 27.9 12.5 7.6 4.1 2 18.2 14.1 5.3 11.7

3 16.3 13.8 10.4 7.9 3 20.9 15.9 8.3 9.2

4 14.2 13.1 11.2 124 4 12.5 13.6 15.8 12.5

5 8.2 8.6 16.3 12.2 5 11.8 11.2 19.8 17.9

6 24.0 9.0 20.6 14.6 6 16.6 11.1 20.9 14.2

7 16.1 7.5 222 16.1 7 8.8 8.1 23.5 14.8

8 22.8 8.6 22.5 13.2 8 8.7 6.6 22.9 13.2

9 6.7 6.5 21.0 12.7 9 15.6 5.4 20.7 11.7

10 4.0 4.3 13.8 10.4 10 11.5 10.5 13.7 8.4

11 14.8 5.7 11.7 6.9 11 7.9 4.5 10.3 6.0

12 37.7 19.2 5.8 5.8 12 2.4 3.9 6.3 5.0

1962 1 20.0 14.8 4.7 5.0 1966 1 17.3 6.5 3.0 5.5
2 17.5 12.3 9.3 6.7 2 26.9 17.9 5.1 5.8

3 20.0 15.0 8.1 8.8 3 10.9 15.6 8.8 10.5

4 15.4 18.2 11.8 10.6 4 23.7 10.8 13.1 11.4

5 5.1 8.9 21.1 17.8 5 214 13.9 17.8 12.7

6 17.2 8.9 21.9 14.7 6 8.0 8.3 20.9 16.3

7 11.6 4.8 23.6 16.5 7 8.4 5.9 23.8 16.5

8 11.5 3.8 22.9 16.9 8 19.9 6.5 23.1 13.6

9 14.1 33 19.7 11.8 9 11.9 4.7 19.2 10.6

10 11.2 5.2 152 8.8 10 15.6 6.6 13.8 8.5

11 12.2 4.5 8.8 52 11 14.2 12.0 9.7 6.7

12 10.5 4.7 3.6 53 12 11.0 7.9 5.3 4.9

1963 1 13.0 6.7 2.7 39 1967 1 10.7 10.4 54 5.1
2 7.9 6.2 2.8 5.3 2 12.3 8.7 4.1 5.7

3 27.9 18.0 10.8 11.5 3 10.1 10.1 12.0 10.4

4 17.8 9.0 15.6 14.9 4 9.5 6.7 16.1 15.0

5 11.2 8.8 17.9 16.1 5 17.2 7.4 17.6 15.3

6 25.5 7.5 20.6 15.8 6 19.3 16.3 20.7 14.2

7 18.1 10.0 22.2 15.6 7 23.3 12.4 21.7 13.9

8 6.9 6.1 22.6 15.8 8 40.7 13.3 21.6 12.8

9 8.0 4.4 19.9 12.9 9 8.9 10.9 17.4 10.8

10 0.8 3.5 149 10.8 10 14.7 8.4 13.6 9.2

11 16.9 5.0 9.1 6.3 11 15.3 9.1 7.2 7.3

12 11.2 6.4 1.6 6.3 12 28.0 16.9 7.3 7.4

se nadaljuje...




2 Opisna statistika

Preglednica 2.1: Podatki o padavinah, odtoku, temperaturi in izhlapevanju (nadaljevanje)

Leto Mesec Padavine Odtok Temp. Izhlap. Leto Mesec Padavine Odtok Temp. Izhlap.
[cm] [cm] [°C] [cm] [cm] [cm] [°Cl [cm]
1968 13.6 15.0 3.6 6.1 1970 10.0 8.6 1.1 4.7

1 1

2 3.6 8.2 22 6.4 2 7.8 7.7 55 7.8
3 19.9 12.0 9.3 13.6 3 13.1 8.7 9.6 10.5
4 11.7 10.8 14.2 10.2 4 12.6 9.0 15.2 10.6
5 12.2 8.2 16.8 15.4 5 9.8 6.2 18.4 13.3
6 9.9 8.7 20.8 14.0 6 20.2 7.6 21.0 134
7 12.0 52 222 14.7 7 19.6 5.1 232 16.3
8 3.6 39 22.7 16.8 8 14.8 55 22.8 133
9 9

14.6 39 17.2 10.9 73 3.4 21.8 13.4

10 11.1 43 134 8.2 10 25.0 6.2 15.6 8.0
11 15.5 53 8.2 4.7 11 12.2 7.3 6.2 4.2
12 16.9 7.6 2.8 5.6 12 8.9 52 53 5.6
1969 1 14.7 8.8 34 6.9 1971 1 20.1 8.6 49 4.8
2 14.7 12.4 5.1 54 2 20.7 12.4 52 8.7
3 12.1 10.2 6.3 8.2 3 18.4 135 72 8.9
4 17.7 133 14.6 133 4 8.3 9.3 13.1 13.9
5 14.5 11.3 17.4 14.7 5 10.4 8.2 16.8 134
6 17.0 133 224 16.1 6 17.4 5.6 222 15.6
7 12.3 6.4 24.0 17.9 7 22.0 6.9 21.9 11.6
8 214 10.6 21.3 12.4 8 9.9 11.1 222 13.3
9 22.5 9.9 18.6 10.9 9 17.4 5.6 20.1 9.7
10 7.9 7.8 15.0 8.1
11 152 9.2 9.5 4.6

12 133 8.7 3.6 6.7




2.1 Graficne predstavitve vzorcev 7

Podatke o temperaturi in padavinah lahko grafi¢no prikazemo s ¢rtnim diagramom (slika 2.1). Iz ¢rtnega

diagrama lahko razberemo, da se temperatura zelo znacilno periodi¢no spreminja, medtem ko za pada-
vine tako izrazite periodi¢nosti ni.
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Slika 2.1: Crtni diagram podatkov o temperaturi in padavinah

S histogramom frekvenc na sliki 2.2 in kumulativnim frekvenénim diagramom na sliki 2.3 prikazujemo
podatke o padavinah. Pri pripravi histograma podatke razvrstimo v 18 enako velikih razredov: 0 — 2.5,

2.5—5,...,42.5—45. Nasslikah lahko vidimo, da iz ¢rtnega diagrama ne moremo sklepati o znacilnostih
podatkov, medtem ko nam druga dva diagrama o padavinah povesta Ze nekaj vec.
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1z histograma frekvenc po razredih (slika 2.2) lahko vidimo, da so bile mese¢ne padavine ve¢inoma med
10 in 20 cm. Iz te slike vidimo tudi, da so padavine okoli 40 cm zelo redek pojav. 1z kumulativnega dia-
grama relativnih frekvenc (slika 2.3) lahko zaklju¢imo, da je bila polovica mesecnih padavin manjsa od
priblizno 15 cm. Kot bomo prikazali pozneje, je ta koli¢ina ena izmed mer pri¢akovane vrednosti (medi-
ana). Kumulativni diagram relativnih frekvenc je primeren tudi za ugotavljanje, ali podatki ustrezajo eni
izmed poznanih porazdelitev, kar bomo spoznali v Poglavju o preizkuSanju domnev.

40

(O8]
S

Velikosti razredov

[\
(=)

40
Padavine [cm]
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Slika 2.2: Histogram frekvenc podatkov o padavinah
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Slika 2.3: Kumulativni diagram relativnih frekvenc podatkov o padavinah

Odvisnost med padavinami in odtokom padavin lahko prikaZemo v tockovnem diagramu, ki ga prikazu-
jemo na sliki 2.4.
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Slika 2.4: Toc¢kovni diagram podatkov o padavinah in odtoku

2.2 Numericne predstavitve vzorcev

Numeri¢ne predstavitve vzorcev so mere pri¢akovane vrednosti (imenujemo jih tudi mere centralne ten-
dence, mere srednje vrednosti ali mere matemati¢nega upanja), mere razprSenosti oziroma variabilnosti,
mere asimetri¢nosti in mere sploS¢enosti.

Najbolj obi¢ajna mera pri¢akovane vrednosti je aritmeti¢na sredina ali povpre¢je X, ki jo izra¢unamo po
enacbi

X:lei. (2.1

Druga mozna mera srednje vrednosti je mediana X ali Mex, ki predstavlja tisto vrednost koli¢ine X,
da je 50 % elementov vzorca manjSih od nje. Mediano vzorca dolo¢imo tako, da elemente x; najprej
razvrstimo po velikosti. Ce je velikost vzorca liho $tevilo n = 2m + 1, je mediana kar element 2,41,
¢e pa je velikost vzorca sodo Stevilo n = 2m, mediano dolo¢imo kot povpre¢je med srednjima dvema
elementoma ,, in Ty,+1

X = Mex = { ffm+1 za liho velikost vzorca. 22)

5(Tm + Tmy1)  zasodo velikost vzorca

Mera srednje vrednosti je tudi geometrijska sredina X g ali Mgx, ki jo izraCunamo po enacbi

1

X, = Mgx = (H x) . (2.3)

=1
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Tudi mer razprSenosti je ve¢. Najbolj preprosta je srednja vrednost absolutnih odklonov od srednje
vrednosti,

1 « _
dx = n;m—)q. (2.4)

Verjetno najpogosteje uporabljena je varianca S2, ki predstavlja srednjo vrednost kvadratov odklonov
od povprecja

52 = % D (zi— X)% (2.5)

Za izracun variance vecjega vzorca je bolje, da zadnjo enacbo nekoliko preuredimo:

n

1 - 1 [ - TR
2 _ 2 4 2y _ & 2 _ . 2
SX—EE (27 — 20, X + X )—n<§1xi 2X Elzﬁx E 11). (2.6)
i= 1= 1=

i=1

Ce upostevamo (2.1), lahko zadnjo enabo zapisemo v obliki
1 _
Sk=-> a7 - X% 2.7
Kot bomo pokazali v poglavju Vzor€enje, varianca Sg( v povprecju nekoliko podcenjuje varianco celotne

populacije, zato moramo vpeljati varianco S}?, ki je nepristranska

n

1 _
SX n—lSX n_lél(l’ ) (2.8)

Standardni deviaciji Sx oz. S% vzorca imata bistveno prednost pred variancama v tem, da ju merimo z
istimi enotami kot vrednosti same. Zato je pomen standardne deviacije bolj nazoren. Standardni deviaciji
izraCunamo po enacbah

Sx =4/5% oziroma S% = /S (2.9)

Naslednja mera disperzije je brezdimenzionalna, izracunamo jo po enacbi

S
Vy = 7)( (2.10)

imenujemo pa koeficient variacije.

RazprSenost lahko opiSemo tudi z obmocjem, v katerem leZijo vse vrednosti vzorca. Spodnja meja ob-
mocja je najmanjsi ¢len vzorca, zgornja meja pa najvecji len vzorca. To obmocje imenujemo variacijski
ali totalni razmik VR x in prikaZemo z dvema mejama

n

VRx = nli{l($i),m§1>((xi) : (2.11)
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Mero asimetrije izraCunamo po enacbi

gx1 = —= . (2.12)

Mera asimetrije gx je enaka ni¢, &e so podatki razporejeni simetri¢no okoli srednje vrednosti X.
Mero za konigastost oziroma splog¢enost imenujemo koeficient kurtosis” in jo izratunamo po enacbi
n
1 _
- E (.TZ - X)4
n
=1

- = . 2.13
gx2 ST (2.13)

Obicajno gxo primerjamo s Stevilko 3, ki je znacilna za normalno porazdelitev podatkov, ki jo bomo
spoznali v naslednjih poglavjih. Zato lahko definiramo mero za splos¢enost tudi z drugim koeficientom
kurtosis po naslednji enacbi:

gxo = —= S —3=gx2— 3. (2.14)

Povezavo med dvema skupinama podatkov lahko dolo¢imo s kovarianco vzorca, ki jo izracunamo po
enacbi

n

D (#i = X)(yi —Y)

Sxy = = (2.15)
n
Tudi to enacbo lahko zapiSemo v drugi obliki:
n
S
Sxy = =L - XY. (2.16)

Brezdimenzionalna mera povezanosti med dvema skupinama podatkov je korelacijski koeficient R xy

_ Sxy
Sx Sy

Rxy .17

Vrednost korelacijskega koeficienta je med —1 in 1, pri ¢emer vrednosti blizu ena pomenijo mocno line-
arno povezavo (oziroma korelacijo) med dvema skupinama podatkov, kar pomeni, da vecja vrednost ene

Yzraz izvira iz grike besede kyrtosis, ki pomeni konveksnost.
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koli¢ine pogojuje vecjo vrednost druge. Negativna korelacija pomeni, da vecje vrednosti ene kolicine
pogojujejo manjSe vrednosti druge. Ce je vrednost R xy okoli ni¢, pomeni, da linearne povezave med
podatki ni.

Primer 2.2: Doloc¢imo vse nastete numeri¢ne mere za podatke iz primera 2.1. Izracunajmo tudi kovari-
ance med vsemi koli¢inami!

ReSitev: Z racunalniskim programom EXCEL smo dolocili numeri¢ne predstavitve podatkov za vse Stiri
obravnavane podatke, kar prikazujemo v naslednji preglednici. Pri tem smo uporabili naslednje ukaze:

AVERAGE povprecje,

MEDIAN mediana,

GEOMEAN geometrijska sredina,

MIN in MAX najmanjsa in najvecja vrednost,

STDEV standardni odklon oziroma standardna deviacija,
GEOMEAN  geometrijska sredina,

SKEW koeficient asimetrije,

KURT koeficient sploscenosti,

COVAR kovarianca,

CORREL korelacijski koeficient.

1z preglednice lahko od¢itamo mere srednje vrednosti, razprSenosti, asimetri¢nosti in sploS¢enosti.

Preglednica 2.2: Numeri¢ni opis podatkov

Mere za opis podatkov | Padavine | Odtok | Temperatura | Izhlapevanje
[cm] [cm] [°C] [cm]
povprecje 14.76 8.72 13.89 10.62
mediana 14.20 8.20 14.53 10.66
geometrijska sredina 12.66 7.71 11.55 9.52
najmanjSa vrednost 0.79 1.40 1.06 2.67
najvecja vrednost 40.67 22.35 25.00 20.88
standardna deviacija 7.34 4.13 7.03 4.55
koeficient variacije 0.497 0.473 0.506 0.429
srednji absolutni odklon 5.81 3.30 6.24 3.96
asimetricnost g; 0.68 0.64 —-0.13 0.07
sploscenost go 0.51 0.12 —-1.39 —-1.16
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Tudi korelacijski koeficient izraCunamo s programom EXCEL in prikazujemo v naslednji preglednici.

Preglednica 2.3: Korelacijski koeficienti

Padavine | Odtok | Temperatura | Izhlapevanje
Padavine / 0.590 —0.068 —0.088
Odtok 0.590 / —0.243 —0.071
Temperatura | —0.068 | —0.243 / 0.858
Izhlapevanje | —0.088 | —0.071 0.858 /

Ocitno je, da sta temperatura in izhlapevanje mocno linearno povezana, relativno mocno sta povezana
tudi koli¢ina padavin in odtok vode. Vidimo, da linearne povezave med drugimi pari podatkov skoraj ni,
oziroma obstaja majhna negativna linearna povezava. Ali je ta povezava statisticno pomembna oziroma
znacilna, bomo bomo obravnavali v Poglavju o preizkuSanju domnev.



3 Verjetnostni racun

3.1 Uvod

Verjetnostni racun predstavlja matemati¢ne temelje za statistiko. Osnovni pojmi verjetnostnega racuna
so poskus, dogodek in verjetnost dogodka. V nadaljevanju pa spoznamo tudi pojme slu¢ajna spre-
menljivka, porazdelitvena funkcija in drugo.

Zakaj verjetnostni racun in statistika? Vecina stvari, ki jih obravnavamo, ni gotovih. Verjetnostni racun
je veja matematike, s katero obravnavamo dogodke, ki se bolj ali manj verjetno zgodijo.

Pokazimo na nekaj primerov iz vsakodnevnega (televizijskega) Zivljenja, kjer je naklju¢nost pojavov pre-
malo poudarjena:

Vremensko napoved napovedovalci obicajno podajo z izjavo, kot je na primer: ,,Jutri bo son¢no.*“ Na-
slednji dan smo vsi razo&arani, & je vreme slabo. Ce bi napovedovalec izjavil ,, Verjetno bo jutri sonéno'
ali pa ,,Jutri bo soncno z verjetnostjo 90 %, bi bila izjava ustreznejSa, saj bi s tem poudaril, da je vreme
v veliki meri nakljuCen pojav, ki ga je s popolno gotovostjo nemogoce napovedati.

gportni napovedovalci pogosto izjavijo: ,,Zapravil je 100-odstotno priloznost!* Ce bi bila priloznost
100-odstotna, bi je Sportnik ne zapravil. NatancnejSa analiza bi pokazala, da Sportniki tako imenovano
100-odstotno priloznost morda izkoristijo le v 90 % primerov. Sportni novinar bi torej moral izjaviti
»Zapravil je 90-odstotno priloZnost!“ ali pa vzklik spremeniti: ,,Zapravil je zelo lepo priloZnost!

Tudi v gradbenistvu je mnogo primerov, kjer se premalo zavedamo, da so pojavi naklju¢ni. En tak primer
je projektiranje konstrukcij, pri cemer projektant vedno uporablja deterministi¢ne podatke o konstrukciji
in obtezbi, Ceprav so predvsem podatki o obteZzbi in trdnosti materiala slu€ajne spremenljivke s soraz-
merno veliko razprsenostjo.

3.2 Dogodek

Poskus je splet pojavov, ki ga sprozimo in opazujemo ali pa le opazujemo. Rezultat poskusa je dogodek.
Enaki poskusi oziroma ponovitve poskusa lahko privedejo do razli¢nih dogodkov. Dogodke oznacujemo
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z velikimi tiskanimi ¢rkami A, B ...

Dogodek je gotov dogodek, Ce se zgodi ob vsaki ponovitvi poskusa. Tak dogodek oznac¢imo z GG. Do-
godek je nemogo¢, Ce se nikoli ne zgodi. Tak dogodek ozna¢imo z V. Vsi drugi dogodki so nakljucni.

ZapiSimo nekaj zvez med dogodki.

Nacin dogodka: Ce se dogodek B zgodi vedno, ko se zgodi dogodek A, potem je dogodek A nain
dogodka B. To zvezo oznacimo takole:

A C B.

Poglejmo primer: Ce pri metanju kocke vrzemo tri pike, je ta dogodek nacin dogodka, da vrzemo liho
Stevilo pik.

Enakost dogodkov: Ce se dogodek A zgodi vedno, ko se zgodi dogodek B, in se dogodek B zgodi
vedno, ko se zgodi dogodek A, potem sta dogodka enaka

AcCB in ADB — A=B.

Vsota dogodkov: Dogodek, da se zgodi vsaj eden od dogodkov A in B, imenujemo vsota dogodkov in
oznacimo takole:

AUB ali A+ B.

Na primeru meta kocke lahko ilustriramo pomen vsote dogodkov takole: dogodek A pomeni lihi rezultat
meta kocke {1,3,5}, dogodek B pa primer, ko vrZzemo manj kot $tiri pike {1,2,3}. Vsota AU B je
dogodek, ki ustreza naslednjim rezultatom meta kocke: {1,2,3,5}.

Poleg komutativnosti in asociativnosti dogodkov,
AUB=BUA, (AUB)UC =AU (BUCQO),
veljata Se ti zvezi:
AUN = A, AUG=G.

Produkt dogodkov: Dogodek, da se socasno zgodita dva dogodka, imenujemo produkt dogodkov in
oznacimo takole:

ANB ali AB.

Na primeru meta kocke lahko ilustriramo pomen produkta dogodkov takole: dogodek A pomeni lihi
rezultat meta kocke {1, 3,5}, dogodek B pa primer, ko vrzemo manj kot $tiri pike {1, 2,3}. Produkt
A N B predstavlja dogodek, ki vkljuCuje rezultata ena in tri.



16 3 Verjetnostni racun

Poleg komutativnosti in asociativnosti dogodkov,
ANB=BnNA, (ANB)NC=An(BNCO),
veljajo Se naslednje zveze:
ANN =N, ANG=A
in
(ANB)UC =(AUuC)Nn(BU(O), (AUB)NC=(AnC)u(BNC(O).

Nezdruzljivost dogodkov: Dva dogodka sta nezdruzljiva, Ce se ne moreta zgoditi soasno. Na primer:
¢e mecemo kocko, je dogodek, da vrzemo Stevilo tri, nezdruzljiv z dogodkom, da vrzemo Stevilo pet. To
preprosto pomeni, da ne moremo hkrati vreci Stevila tri in pet. Za nezdruzljiva dogodka velja, da je njun
produkt nemogo¢ dogodek,

ANB=N.

Nasprotni dogodek: Dogodek A je nasproten dogodku A, &e se zgodi vedno, kadar se dogodek A ne
zgodi. To pomeni, da se vedno zgodi vsaj eden od dogodkov A in A. Na primer: &e meéemo kocko, je
dogodek, da vrZzemo manj kot Sest pik, nasproten dogodku, da vrZzemo Sest pik. Za nasprotna dogodka
velja, da je njun produkt nemogoc, njuna vsota pa gotov dogodek,

ANA=N, AUA=G. 3.1

ZapiSimo Se vsoto in produkt dveh nasprotnih dogodkov:

ANB=AUB, AUB=ANB,

kar z besedami povemo takole: nasprotni dogodek vsote dveh dogodkov A in B je produkt nasprotnih
dogodkov {1 in J_}? in obratno, nasprotni dogodek produkta dveh dogodkov A in B je vsota nasprotnih
dogodkov A in B.

Elementarni dogodek: Dogodek, ki ga ne moremo zapisati kot vsoto dogodkov, je elementarni dogodek,
na primer pri metu kocke dogodek, da pade doloCeno Stevilo pik.

Popolni sistem dogodkov: MnoZica n dogodkov je popolni sistem dogodkov, ¢e se pri vsaki ponovitvi
dogodka zgodi natanko en iz te mnozice. To pomeni, da so vsi dogodki v popolnem sistemu nezdruZzljivi,
njihova vsota pa je gotov dogodek,

AiNA;j =N, i#7, AjUAU---UA, =G.

Enega od znacilnih popolnih sistemov dogodkov sestavljata poljubni dogodek A in njemu nasprotni
dogodek A (glej enac¢bi (3.1)).
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Za prikaz dogodkov v mnozici dogodkov pogosto uporabimo diagram Johna Venna! (Vennov diagram).
Primere Venovega diagrama za dva nezdruZljiva, dva zdruZljiva dogodka, za nasprotni dogodek in tri
zdruzljive dogodke prikazujemo na sliki 3.1.

Vsoto vseh moznih dogodkov, ki je seveda gotov dogodek, imenujemo tudi verjetnostni prostor.

a) b)

N
2

Slika 3.1: Diagrami Johna Venna: a) dva zdruZljiva dogodka
b) dva nezdruzljiva dogodka
c¢) dogodek in njemu nasprotni dogodek
d) trije zdruZzljivi dogodki

3.3 Verjetnost dogodka

Poznamo vec definicij verjetnosti dogodka.

Statisticna definicija verjetnosti dogodka: Opazujemo zaporedje enakih poskusov in zapisujemo Stevilo
ponovitev dogodka n 4 glede na vse ponovitve dogodka n. Kvocient n 4 /n se pri velikem Stevilu pono-
vitev poskusa ustali pri nekem Stevilu, ki ga definiramo kot verjetnost dogodka A in oznacimo s P[A]:

P[A] = lim "4, (3.2)

n—oo n

!John Venn, angleski matematik (1834-1923).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Venn.html
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Najbolj znan je poskus z zaporedjem metanjem kovanca. Naredili in dokumentirali so ga znani mate-
matiki, zaetniki verjetnostnega racuna in statistike: Buffon?, Morgan® in Pearson.* Rezultate njihovih
poskusov prikazujemo v preglednici 3.1.

Preglednica 3.1: Rezultati metanja (in lovljenja) kovanca

Izvajalec Stevilo | Stevilo | Stevilo | Relativna frekvenca
poskusov metov grbov | Stevilk | grbov Stevilk
Buffon (1707-1788) 4040 2060 1980 | 0.5100 | 0.4900
Morgan (1806-1871) 4090 2047 2043 | 0.5005 | 0.4995

Pearson (1857-1936) 12000 6019 5981 | 0.5016 0.4984
Pearson (1857-1936) 24000 | 12012 | 11988 | 0.5005 0.4995
Mathematica (1998) | 1000000 | 500274 | 499726 | 0.5003 0.4997

S programom Mathematica® smo simulirali metanje kovanca. Opravili smo 1000 000 ponovitev poskusa
in vsakih 1000 ponovitev izracunali relativno frekvenco dogodka, da smo vrgli Stevilko, in dogodka,
da smo vrgli grb. Na sliki 3.2 vidimo, da se relativna frekvenca bliza 0.5, vendar tudi po tolikSnem
Stevilu ponovitev ni natanno 0.5. Ceprav je statistiGna definicija verjetnosti pomembna za razumevanje
verjetnosti, ni primerna za osnovo verjetnostnega racuna.

Tako definirana verjetnost dogodka, da smo vrgli Stevilko, ni doloceno Stevilo, saj predstavlja n ponovitev
tega poskusa le vzorec iz neskoncno velike populacije. Koli¢ine, ki jih doloCimo iz vzorca, ki ne zajema
celotne populacije, so tudi nakljucne.

Drugace bi bilo, Ce bi bila populacija konc¢no velika, kot je na primer koncno Stevilo n izdelkov neke
tovarne. Ce vse te izdelke pregledamo in ugotovimo, da je n.4 pokvarjenih, lahko zapiSemo verjetnost
dogodka A, da je poljubni izdelek te tovarne pokvarjen,
na

P

P[A] = 3.3)

Klasicna definicija verjetnosti dogodka: Opazujemo poskus, ki ima lahko n izidov, ki so vsi enako ver-
jetni in nezdruZljivi elementarni dogodki. Vsi moZni izidi poskusa sestavljajo popolni sistem dogodkov.

2Georges Louis Leclerc Comte de Buffon, francoski matematik (1707—-1788).
3 Augustus De Morgan, angleski matematik (1806-1871).

“Karl Pearson, angleski matematik (1857-1936).

3 Simulacije, izvedene s programom MATHEMATICA:

stevilk=0; grbov=0; wvseh = 1000000;

Do [dogodek=Random[Integer]; If[dogodek==1,stevilk++,grbov++],{i,vseh}]
Print["Stevilk -> ", stevilk," Grbov -> ", grbov];
Print["P[stevilk] = ", N[stevilk/vseh]," P[grbov] =

" ,N[grbov/vseh] ]

Stevilk -> 500274 Grbov -> 499726
P[stevilk] = 0.500274 P[grbov] = 0.499726


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Buffon.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/De_Morgan.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Pearson.html
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Slika 3.2: Relativna frekvenca pojava Stevilke in grba

Vzemimo, da dogodek A predstavlja vsoto n 4 izidov. V tem primeru definiramo verjetnost dogodka A
z enacbo

nA
o

P[A] =

Recemo lahko, da je verjetnost dogodka kvocient za dogodek A ugodnih izidov n 4 in vseh moZnih izidov
n. Pomanjkljivost te definicije verjetnosti je v predpostavki, da so izidi enako verjetni in nezdruZljivi
dogodki. V nekaterih primerih je to sicer upravi¢eno predpostaviti, v vseh pa ne.

Aksiomatic¢na definicija verjetnosti dogodka: Za verjetnostni racun je ta definicija najpomembnejsa.
Definicija vkljucuje sistem treh aksiomov:

1. Verjetnost poljubnega dogodka leZi med ni€ in ena:
0 < P[A4] < 1.

2. Verjetnost gotovega dogodka je enaka ena:
P[G] = 1.

3. Verjetnost vsote dveh nezdruZljivih dogodkov A in B je vsota njunih verjetnosti:
P[AU B] = P[A] + P[B].

Na osnovi teh aksiomov, lahko dokaZzemo vrsto izrekov, povezanih z verjetnostjo dogodkov. Na primer:
Verjetnost vsote poljubnih dveh dogodkov A in B zapiSemo z naslednjo enacbo

P[AUB] = P|A] + P[B] — P[AN B. (3.4)
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To zvezo dokazemo tako, da vsoto dogodkov A in B zapiSemo kot vsoto dveh nezdruzljivih dogodkov
takole:

AUB=AU(ANB) — P[AUB]=P[A]+ P[ANB]. (3.5)
Nadalje zapiSimo dogodek B kot vsoto nezdruZljivih dogodkov:

B=GNB=(AUA)NB=(ANB)U(ANB)

_ 3.6
— P[B]=P[ANB]+ P[ANB]. .0
S primerjavo enacb (3.5) in (3.6) dobimo kon¢no enacbo (3.4).

Enacbo lahko razsirimo za verjetnost vsote treh dogodkov P[A U B U C]. Enacbo izpeljemo tako, da
vsoto dogodkov A in B ozna¢imo z D = A U B ter zapiSemo verjetnost vsote dogodkov D in C":

P[AUBUC] = P[DUC] = P[D] + P[C] — P[DNC). 3.7)
Sedaj zapisimo Se verjetnosti dogodkov D = AUBinDNC =(ANC)U(BNC):

P[D] = P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B,

PI[DNC]=P[(ANC)U(BNC)] =P[ANC]+ P[BNC] - P[ANnBNC]. 0.8
Enacbi (3.8) vstavimo v (3.7) in dobimo konc¢ni izraz
P[AUBUC] = P[A] + P[B] + P|C]
3.9

—P[ANB]-P[ANnC]|—-P[BNC|+P[AnBNC].

Na podoben nacin lahko izpeljemo izraz za verjetnost vsote poljubnega Stevila dogodkov.

Pokazimo e, kako verjetnost nasprotnega dogodka P[A] izrazimo z verjetnostjo P[A]. UpoStevamo, da
je vsota dogodka A in nasprotnega dogodka A gotov dogodek G in da sta dogodka A in A nezdruzljiva,
ter zapiSemo

P[G] = P[AUA] = P[A] + P[A]=1 — P[A]=1- P[A] (3.10)

Zadnja definicija verjetnosti je izkustvena oziroma subjektivna. Ceprav je s stali¥¢a verjetnostnega
racuna najmanj uporabna, je zelo pogosto uporabljena. Pogosto re¢emo, da je en dogodek bolj ali manj
verjeten od drugega. Veckrat je taka izjava Cisto subjektivna, vCasih pa temelji na analizi podobnih
dogodkov v preteklosti.

Primer 3.1: Hkrati mecemo dve posteni igralni kocki. Dolo¢imo verjetnost, da je vsota pik na kockah
enaka Stiri po vseh Stirih definicijah verjetnosti.

Resitev: Najprej dolo¢imo verjetnost po statisticni definiciji. Kocki vrzemo mnogokrat (na primer mi-
lijonkrat). Prestejemo, kolikokrat je bila vsota enaka Stiri, in uporabimo enacbo (3.2). Pri zelo velikem
Stevilu ponovitev meta in z zelo postenimi kockami dobimo verjetnost P[A] ~ 1/12. To smo naredili s
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programom MATHEMATICA® in za 1 000 000 ponovitev poskusa meta dveh kock izra¢unali, da je verje-
tnost, da je bila vsota enaka Stiri, enaka 0.0838, medtem ko je teoreti¢na vrednost enaka 1/12 = 0.0833.

Klasi¢na definicija: Vseh moznih izidov metanja dveh kock je N = 62 = 36. Vsi izidi, pri katerih je
vsota enaka 4, so (1, 3), (2,2) in (3, 1). Stevilo izidov z iskanim rezultatom je torej N4 = 3. Po enacbi
(3.3) izratunamo verjetnost P[A] = 3/36 = 1/12.

Aksiomati¢na definicija: Dogodek A, da je vsota pik na obeh kockah enak Stiri, je sestavljen iz treh
med seboj nezdruZljivih dogodkov: A; — na obeh kockah sta dve piki, A3 — na prvi je ena pika, na
drugi pa tri pike in A3 — na prvi kocki so tri pike in na drugi ena. Verjetnost vsakega od treh do-
godkov je enaka P[A4;] = 1/36. Po tretjem aksiomu velja, da je verjetnost sestavljenega dogodka

Subjektivna definicija: 1zkuSen kockar bo brez obotavljanja in racunanja dejal: ,,Verjetnost je nekaj vec
kot 8 %.*

3.3.1 Pogojna verjetnost

Vzemimo, da imamo dva dogodka A in B, ki se zgodita z verjetnostima P[A] in P[B] > 0. Verjetnost,
da se zgodi dogodek A, ob pogoju, da se je zgodil dogodek B, imenujemo pogojna verjetnost in jo
oznalimo z izrazom P[A|B]. Podobno P[B|A] predstavlja pogojno verjetnost dogodka B ob pogoju, da
se je zgodil dogodek A.

Izraz za dologitev pogojne verjetnosti P[A|B] lahko izpeljemo na ve¢ nacinov. Pri uporabi aksiomati¢ne
definicije verjetnosti, reCemo, da e se je zgodil dogodek B, potem ni ve¢ nakljucen, ampak gotov,
torej ima verjetnost ena. Lahko reCemo, da se je verjetnostni prostor skr¢il na dogodek B, kar grafi¢no
prikazujemo na sliki 3.3.

®Simulacije, izvedene s programom MATHEMATICA:

Vsotaje4 = 0; Vsehposkusov = 1000000;
Do[Prvimet = Random[Integer,5]+1; Drugimet = Random[Integer,5]+1;

Vsota = Prvimet + Drugimet; If[Vsota==4,Vsotajed++], {i,Vsehposkusov}];
Print["P[Vsota je 4] = ", N[Vsotajed/Vsehposkusov]];

P[Vsota je 4] = 0.083795
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:

Slika 3.3: Verjetnostni prostor se je skrcil na dogodek B

Zato verjetnost, da se zgodi dogodek A, ob pogoju, da se je zgodil dogodek B, dolo¢imo tako, da
verjetnost, da se zgodi produkt dogodkov A in B, delimo z verjetnostjo dogodka B:
P[ANnB
P[A|B] = g —  P[A|B]P[B] = P[AN B. (3.11)
P[B]
Pri uporabi klasi¢ne definicije verjetnosti recemo, da je moZnih n izidov. Denimo, da se dogodek B
zgodi n g-krat, produkt dogodkov A N B pa n 4 p-krat. Verjetnosti dogodkov B in A N B sta

pB)="Z PlANB] = "B, (3.12)

n n

Verjetnost, da se je zgodil dogodek A pri pogoju, da se je zgodil dogodek B po klasi¢ni definiciji verje-
tnosti lahko zapiSemo z izrazom

NAB
NAB
PlAB) = "2 —
n

ob upostevanju (3.12) pa s kon¢no enacbo

P[AN B]

PIAIB) = =5

Neodvisnost dogodkov. Dva dogodka sta medsebojno neodvisna, ¢e je njuna pogojna verjetnost enaka
brezpogojni verjetnosti

PJA] = P[A|B], P[B] = P[BJA.

Iz izraza (3.11) in pogoja za neodvisnost dogodkov sledi, da je verjetnost produkta dveh neodvisnih
dogodkov produkt verjetnosti teh dveh dogodkov,
PIANB
P[A] = P[A|B] = g — P[ANB] = P[A] P|B].
P[B]
Primer 3.2: Vzemimo, da je verjetost dogodka A enaka 0.6 (P[A] = 0.6), verjetnost vsote dogodkov
AUBpa0.8(P[AUB] =0.8).
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a) Dolocimo verjetnost dogodka B, e sta dogodka A in B nezdruZljiva.
b) Dolocimo verjetnost dogodka B, e sta dogodka A in B neodvisna.
ReSitev:

a) Zaradi nezdruzljivosti dogodkov A in B lahko verjetnost vsote dveh dogodkov izra¢unamo kot
vsoto verjetnosti teh dveh dogodkov (3. aksiom),

P[AUB] = P[A]+ P[B] — P|[B]=P[AUB]— P[A]=0.8—0.6=0.2.

b) Za poljubne neodvisne dogodke moramo verjetnost vsote dveh dogodkov zapisati po enacbi (3.4),
pri Cemer pa upostevamo, da je zaradi neodvisnosti dogodkov verjetnost produkta dveh dogodkov
enaka produktu verjetnosti,

P[AU B] = P[A] + P[B] — P|AN B] = P[A] + P[B] — P|A] P|B]

_ P[AUB]- P[4 _08-06
i A w = 7 R e YA

Vidimo, da je verjetnost dogodka B v prvem in drugem primeru druga¢na. Pomembno je, da vemo, ali
so dogodki neodvisni ali pa nezdruzljivi in to pravilno uposStevamo.

3.3.2 Popolna verjetnost dogodka

Vzemimo, da B;, (i = 1,...,n) sestavljajo popolni sistem dogodkov. Dogodek A lahko zapi§emo kot

vsoto nezdruzljivih dogodkov (glej sliko 3.4):

A:ﬁéAmBi — fﬁﬂ:ﬁiPMmBJ
i=1 i=1

B, |B, |B; |B,

AnB, BT

A

B,

Slika 3.4: Dogodek A lahko sestavimo iz posameznih dogodkov A N B;

ODb upostevanju izraza (3.11) lahko enacbo za dolocitev verjetnosti dogodka A zapiSemo z izrazom za
popolno verjetnost dogodka,

Hmzjéﬂmﬁnwm. (3.13)
=1
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3.3.3 Bayesov obrazec

Vzemimo, da B;, (i = 1,...,n) sestavljajo popolni sistem dogodkov. Ugotovimo, kolik$na je verjetnost
dogodka B, pri pogoju, da se je zgodil dogodek A. Pogojna verjetnost P[B;|A] je
P[B] N A]

PIB;|A] = =50

in ob upostevanju izrazov (3.11) in (3.13)

P[A|B,] P[B)]

n .

Z P[A|B;] P|B;]

P[Bj|A] =

(3.14)

Enacbo (3.14) imenujemo Bayesov obrazec.’

Primer 3.3: Okuzenost s HIV (human immunodeficiency virus). Testiranje okuZenosti je na prvi pogled
izredno zanesljivo. Le v enem izmed 20000 testiranj se zgodi, da je rezultat pozitiven, bolnik pa ni
okuZen. Podobno se zgodi le enkrat v 30 000 primerih, da je test negativen, bolnik pa je okuZen. Vzemimo,
da je v testirani populaciji okuzen eden na 10000 [judi. Ugotovimo, koliksna je verjetnost, da je bolnik
okuZen, e je test pozitiven.

Resitev: Zapisimo dogodke in njihove verjetnosti:

dogodek A: bolnik je okuzZen P[A] =1/10000 = 0.000100
dogodek T'|A: test je negativen ob tem, P[T|A] = 1/30000 = 0.000033
da je bolnik okuZen
dogodek T'|A: test je pozitiven ob tem, P[T|A] =1 —1/30000 = 0.999967
da je bolnik okuzen
dogodek T'|A: test je pozitiven ob tem,  P[T'|A] = 1/20 000 = 0.000050
da bolnik ni okuZen

dogodek T test je pozitiven P[T) =?
dogodek A|T: bolnik je okuzen, PlA|T] =7
e je test pozitiven

Najprej izraCunajmo verjetnost, da je test pozitiven P[T'] ob predpostavki, da je verjetnost okuZenosti
v testirani populaciji le 0.000100. Uporabimo izraz za popolno verjetnost (3.13), kjer popolni sistem
dogodkov predstavljata dogodka A in A:

P[T] = P[T|A] P[A] + P[T|A] P[A] = P[T|A] P[A] + P[T|A] (1 — P[A])
= 0.999967 x 0.000100 + 0.000050 x (1 — 0.000100) = 0.000150.

"Thomas Bayes, angleski matematik (1702-1761).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Bayes.html
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Vidimo, da je verjetnost, da je test pozitiven (dogodek T'), vec¢ja od verjetnosti, da je bolnik okuzen
(dogodek A).

Verjetnost, da je bolnik okuZen, Ce je test pozitiven (dogodek A|T’), izratunamo z Bayesovim obrazcem
(3.14):
P[T|A] P[A]
[T'|A] P[A] + P[T|A] (1 — P[A])
B 0.999967 x 0.000100
©0.999967 x 0.000100 + 0.000050 x (1 — 0.000100)

PIAIT] =

= 0.667.

Dobili smo relativno majhno verjetnost. Velja torej, da je verjetnost, da je bolnik okuZen, Ce je test
pozitiven, le 0.667. Ta rezultat je posledica verjetnosti, da je bolnik okuzen (dogodek A), ki je zelo
majhna. Ce bi bila ta verjetnost vedja, bi se tudi verjetnost dogodka A|T povecala. Ce bi bila ta verjetnost
P[A] = 0.5, bi bila verjetnost, da je bolnik okuZen, Ce je test pozitiven, enaka P[A|T] = 0.99995.
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Sluc¢ajna spremenljivka lahko zavzame razlicne vrednosti. Katero vrednost v obravnavanem dogodku
oziroma trenutku zavzame, je odvisno od nakljucja. Slucajne spremenljivke oznacujemo z velikimi ti-
skanimi ¢rkami X, Y, Z,..., vrednosti, ki jih le-te zavzamejo, pa z malimi ¢rkami z, y, z,... ReCemo
lahko na primer, da slu¢ajna spremenljivka X zavzame vrednost z.

Primer: Vzemimo, da je Stevilo pik, ki jih lahko vrzemo s kocko, slu¢ajna spremenljivka X. Ta sluc¢ajna
spremenljivka ima lahko vrednosti x = 1, 2, 3, 4, 5 ali 6.

Vse vrednosti, ki jih slu¢ajna spremenljivka lahko zavzame, sestavljajo zalogo vrednosti slucajne spre-
menljivke. Zaloga vrednosti je lahko kon¢no ali neskoncno Stevilo diskretnih vrednosti ali pa koncni ali
neskon¢ni interval realnih Stevil. V prvem primeru govorimo o diskretni slu¢ajni spremenljivki, v dru-
gem pa o zvezni sluc¢ajni spremenljivki. V nekaterih primerih je sluCajna spremenljivka kombinirana,
torej diskretno-zvezna.

Primeri diskretne slucajne spremenljivke so:
— Stevilo pik pri metu kocke,
— Stevilo vozil, ki peljejo v dolo¢enem ¢asovnem obdobju po doloceni cesti,
— Stevilo poplav v nekem kraju na dolo¢eno ¢asovno obdobje,

— Stevilo parcel v naklju¢no izbrani katastrski obCini in drugo.
V vseh primerih diskretne slu¢ajne spremenljivke vrednosti Stejemo.

Primeri zvezne slucajne spremenljivke pa so:

koli¢ina padavin v nekem kraju v nekem daljSem casovnem obdobju (na primer leto),

¢as, ki mine med dvema zaporednima poplavama,

najvecja hitrost vetra na nekem mestu v dolo¢enem casovnem obdobju,

— tla¢na trdnost betona,

razdalja, izmerjena z razdaljemerom in drugo.

V vseh primerih zvezne slu€ajne spremenljivke vrednosti merimo.
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Primer diskretno-zvezne spremenljivke je koli¢ina padavin v nekem kraju v dolo¢enem kratkem Casov-
nem obdobju (na primer en dan). Zaloga vrednosti te slucajne spremenljivke zajema diskretno vrednost
ni¢ za dneve, ko ni padavin, in zvezno obmocje koli¢ine padavin za dneve, ko so padavine.

Podoben je primer Skode, ki v nekem obdobju nastane zaradi naravne nesrece (poplava, zemeljski plaz,
potres, ...). Verjetnost, da §kode ni, je na sreo ve&ja od ni¢. Ce se §koda zaradi naravne nesreée zgodi,
seveda lahko zavzame poljubno zvezno vrednost, ve¢jo od ni¢, ¢e pa Skode ni, slucajna spremenljivka
zavzame diskretno vrednost nic.

Vsaki vrednosti ali obmocju vrednosti sluajne spremenljivke lahko priredimo verjetnost, da bo sluc¢ajna
spremenljivka imela to vrednost. Predpis, ki doloca te verjetnosti, imenujemo porazdelitveni zakon
oziroma porazdelitev slucajne spremenljivke.

4.1 Diskretne slu¢ajne spremenljivke

Zaloga vrednosti diskretne slucajne spremenljivke X so doloCene diskretne vrednosti z;, ¢ = 1,...,n,
lahko pa so tudi nesteviléne oznake, na primer barve, tipi vozila in drugo. Porazdelitev te spremenljivke
opiSemo z verjetnostmi p;, da sluajna spremenljivka X zavzame vrednost x;:

px(wi) = pi = P[X =z, i=1,...,n 4.1

Funkcijo px (x;) imenujemo verjetnostna funkcija ali verjetnostna masna funkcija (angl. probability
mass function — PMF). Ker slucajna spremenljivka ne more imeti socasno dveh vrednosti in ker ne
more imeti nobene druge vrednosti razen ene od z;, so dogodki, da ima slu€ajna spremenljivka doloCene
vrednosti, medsebojno nezdruzljivi. Vsota dogodkov, da slucajna spremenljivka zavzame katerokoli
vrednost iz zaloge vrednosti, je gotov dogodek.

1. Iz 1. aksioma sledi, da je p; vecja ali enaka ni¢ in manjsa ali enaka ena,

0<p <1

2. Verjetnost vsote nezdruZljivih dogodkov je enaka vsoti verjetnosti nezdruZljivih dogodkov (3.
aksiom). Verjetnost vsote vseh moznih dogodkov je enaka ena (2. aksiom),

n n
=1 =1

Posledica 3. aksioma je tudi zveza med verjetnostjo, da X zavzame vrednost med a in b, in verjetnostno
funkcijo:

Pla<X <= > p

a<z;<b
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Grafi¢no lahko verjetnosti v enacbi (4.1) prikazemo s ¢rtnim diagramom, kar bomo prikazali v primerih
4.21in 4.3.

Porazdelitveno funkcijo F'x (x) oziroma kumulativno porazdelitveno funkcijo (angl. cumulative di-
stribution function — CDF) definiramo kot verjetnost, da slu¢ajna spremenljivka zavzame vrednost, ki je
manjSa ali enaka z:

Fx(z) = P[X < z]. (4.2)

Pri diskretnih slu¢ajnih spremenljivkah je vrednost porazdelitvene funkcije F'y (z) enaka vsoti verjetno-
sti, da slu¢ajna spremenljivka X zavzame vrednost, manjSo ali enako =z,

Fx(z) =Y pi- (4.3)
x; <z

Graf porazdelitvene funkcije diskretne slu¢ajne spremenljivke je stopniCasta Crta, kar bomo prikazali v
primerih 4.2 in 4.3.

Za vse porazdelitvene funkcije velja, da so nepadajoce funkcije, ki so za x — —oo enake ni¢, za r — o0
pa ena,
lim Fx(z)=P[X < —o0] =0, lim Fx(z) = P[X <oo] =1. (4.4)

r——00 Tr—00
Primer 4.1: Izrazimo verjetnost, da slucajna spremenljivka X zavzame vrednost med a in b, kjer je
a < b, s porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke Fx (x). Nato dokaZimo, da je porazdelitvena
funkcija nepadajoca.
Resitev: ZapiSimo verjetnost Pla < X < b] = P(a < X) N (X < b)] z verjetnostjo nasprotnega
dogodka:

Plo<X < =1-Plla<X)N(X £0)| =1~ Plla= X)U(X >D)].
Ker sta dogodka (a > X) in (X > b) nezdruZljiva, lahko uporabimo tretji aksiom in zapiSemo
Pla< X <b=1-P[X<a]-P[X>b=1-P[X <a-(1-P[X <V]).
Ob upostevanju definicije kumulativne funkcije sedaj napiSemo kon¢no enacbo:
Pla < X <b] =P[X <b] — P[X <a]=Fx(b) — Fx(a). 4.5)

Z enacbo (4.5) lahko pokaZemo, da je porazdelitvena funkcija nepadajoca. Vzemimo, da je b = a + h,
kjer je h > 0, in to vstavimo v enacbo (4.5). UpoStevamo Se prvi aksiom verjetnosti, ki zagotavlja, da je
verjetnost poljubnega dogodka nenegativna,

Pla< X <a+h]=Fx(a+h)— Fx(a) > 0.
1z zadnjega izraza sledi neenacba
Fx(a+h) > Fx(a) za h >0,

ki nam pove, da je porazdelitvena funkcija nepadajoca.
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Primer 4.2: Vzemimo, da slucajna spremenljivka X predstavlja izide metanja postene kocke. Doloc¢imo
porazdelitev te slucajne spremenljivke in narisimo grafa verjetnostne in porazdelitvene funkcije.

ReSitev: Kot smo Ze omenili, zalogo vrednosti te slu¢ajne spremenljivke sestavljajo naravna Stevila 1,
2, 3,4, 5in 6. Ker so vsi izidi poStene kocke enako verjetni, lahko porazdelitev zapiSemo z verjetnostno
funkcijo takole:

porazdelitvena funkcija je stopnicasta funkcija, ki ima vrednost 0 za x < 1 in vrednost 1 za x > 6. Grafa
verjetnostne in porazdelitvene funkcije prikazujemo na sliki 4.1.

Dx Fy Lr —
5/6 —
2/3
1/2 ‘

1/3 —

1

1

/6 ——

|
0 1

1 2 3 4 5 6
x; xr

¢ ¢ ¢ ¢ ¢
i i i i i
i i i i i
i i i i i
i i i i i
i i i i i
i i i i i
i i i i i
i i i i i
i i i i i
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
i i i i i
2 3 4 5 6

—_r——————————————— @

Slika 4.1: Verjetnostna funkcija px (z;) in porazdelitvena funkcija Fx ()

Primer 4.3: Vzemimo, da slucajna spremenljivka X predstavija Stevilo avtomobilov, ki se zaradi rdece

vvvvv

med 0 in 7. Tudi verjetnosti teh dogodkov so ocenili na podlagi opazovanj:

0.11 =0

018 z=1

032 z=2

0.14 r=3

Px(@) =9 009 r—4
007 x=5

006 x=6

L 003 z=T.

Doloc¢imo porazdelitveno funkcijo te slucajne spremenljivke in narisimo graf verjetnostne in porazdeli-
tvene funkcije.
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Resitev: Dolo¢imo najprej vrednosti porazdelitvene funkcije po enacbi (4.3):

0.00 xz <0
0.11 0<x<1
0.29 1<x<?2
0.61 2<z<3
Fx(x)=<¢ 075 3<zx<4
0.84 4<xr<bh
0.91 5<zr<6
097 6<z<7
1.00 7T <z

Grafa verjetnostne in porazdelitvene funkcije prikazujemo na sliki 4.2. S slike 4.2 lahko na primer
preberemo, da je verjetnost, da slu¢ajna spremenljivka X zavzame vrednost 2, enaka 0.32 (P[X =
2] = px(2) = 0.32) in da je verjetnost, da je sluCajna spremenljivka X manjsa od 2.6, enaka 0.61
(P[X <2.6] = Fx(2.6) = 0.61).

Odf———————————————— —— Pl e
Px ° o8}b-———————— — — — ]
03F————— T ************ :—‘
; 06————— —t =
02— ———5— 1 |
Tl . 04 ————— e —
| | | ‘_l
R i e 02— — b
! } | } ! I ? —
| | | | | | | L] |
0 \ I ‘ i \ \ I ol w \ \ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6 7 60 1 2 3 4 5 6 7
XT; X

Slika 4.2: Verjetnostna funkcija px (x;) in porazdelitvena funkcija F'x (x)

4.2 Zvezne slucajne spremenljivke

Porazdelitveno funkcijo F'x(x) zvezne slucajne spremenljivke lahko definiramo na enak nacin kot v
enacbi (4.2), ki smo jo zapisali za diskretne slucajne spremenljivke:

Fx(z) = P[X < z].

Zaloga vrednosti zvezne slucajne spremenljivke je omejeno ali neomejeno obmocje oziroma obmocja
Stevil. Zato je verjetnost, da slucajna spremenljivka X zavzame eno to¢no doloceno vrednost, enaka nic,

in verjetnostne funkcije ne moremo definirati kot v primeru diskretnih slu¢ajnih spremenljivk.
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Verjetnost, da slucajna spremenljivka zavzame vrednost znotraj nekega obmocja, je lahko razli¢na od
ni¢. Izrazimo jo s porazdelitveno funkcijo F'x (), kot smo izpeljali v primeru 4.1 (enacba (4.5)):

P x—A2:C<X§x+A2ﬂ :Fx<x+A2x>—FX<x—M).

Ce zadnjo enatbo delimo z Az in limitiramo z Az — 0, lahko zapi§emo

oy Ex (@45 - Fx (@—5F) _ dFx(x)

kjer odvod porazdelitvene funkcije ozna¢imo s fx (x) in imenujemo gostota verjetnosti ali tudi funkcija
gostote verjetnosti (angl. probability density function — PDF). Iz enacbe (4.6) lahko ob upoStevanju
enacbe (4.4) izraCunamo obratno zvezo med porazdelitveno funkcijo in gostoto verjetnosti:

Fx(m

AFx(z) = fx(z)de  — /ﬁﬁ:/h@%
) —00

Fx(—oc0

Za spodnjo mejo integriranja v zadnji enacbi smo izbrali —oo, ker vemo, da gre vrednost porazdelitvene
funkcije za x — —oo proti ni¢. Sedaj lahko zapiSemo koncéno enacbo

&m:/k@ﬁ. @7

Analogno s pogoji, ki jim mora ustrezati verjetnostna funkcija, lahko na osnovi (4.4) in (4.7) zapisemo
pogoje, ki jim mora ustrezati gostota verjetnosti.

1. Iz 1. aksioma sledi, da je fx (x) ve¢ja ali enaka nic,

2. Verjetnost, da slu€ajna spremenljivka zavzame poljubno vrednost, je enaka verjetnosti vsote vseh
moZnih dogodkov, ki jo dolo¢imo z integriranjem:

oo
/ fx(x)de =1. (4.8)
—0oQ
Podajmo $e zvezo med verjetnostjo Pla < X < b] in gostoto verjetnosti ter porazdelitveno funkcijo,

b
Pla < X <b| = /fX(:U) dx = Fx(b) — Fx(a),

kar sledi iz enacb (4.5) in (4.7).
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Primer 4.4: Doloc¢imo gostoto verjetnosti enakomerno porazdeljene slucajne spremenljivke na obmocju
od a do b. Narisimo Se graf gostote verjetnosti, dolo¢imo porazdelitveno funkcijo in narisimo graf
porazdelitvene funkcije.

Resitev: Gostoto verjetnosti enakomerno porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke lahko zapiSemo z enacbo

0 z<a
fx(x)=¢ ¢ a<zxz<b 4.9)
0 b<ux.

Konstanto ¢ v zadnji enacbi dolo¢imo iz 2. lastnosti za gostoto verjetnosti, da je integral gostote verje-
tnosti po celotnem obmocju enak ena:

00 a b 00 b
/fX(x)dx:/Oda:—i-/cdac—l—/Oda::/cdx:c(b—a):1.
— 00 —00 a b a

1z zadnje enacbe sledi, da je c = 1/(b — a). Gostoto verjetnosti lahko sedaj zapiSemo takole:

0 r<a
1
fx(z) = a<z<b
b—a
0 b<u.

Porazdelitveno funkcijo dolo¢imo iz enacbe (4.7)

T

/Odic—() r<a

I - ’ 1 - r—a
FX(:B): /Oda:+/b_ad:n: T a<zr<b (4.10)

T

a b
/Odi—l—/biadi—i—/Odaﬁ:l b<ux.
—00 a

b

Grafa gostote verjetnosti in porazdelitvene funkcije za enakomerno porazdeljeno slu€ajno spremenljivko
podajamo na sliki 4.3.
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fx
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Slika 4.3: Gostota verjetnosti in porazdelitvena funkcija

4.3 Slucajni vektorji

Ce hkrati obravnavamo dve ali ve¢ slutajnih spremenljivk, jih lahko obravnavamo kot slu¢ajni vektor.
Slu€ajni vektor X n slucajnih spremenljivk zapiSemo takole:

X ={X1,Xo,..., Xy}

Tako kot slu¢ajna spremenljivka je lahko tudi slucajni vektor diskreten ali zvezen. MoZno je tudi, da je
nekaj koli¢in v slucajnem vektorju zveznih, druge pa so diskretne slu¢ajne spremenljivke.

Porazdelitveni zakon slucajnega vektorja podajamo podobno kot porazdelitev slucajnih spremenljivk z
verjetnostno funkcijo, porazdelitveno funkcijo ali z gostoto verjetnosti. V nadaljevanju bomo obravnavali
slucajne vektorje dveh spremenljivk X, Y.

Zalogo vrednosti za slucajne vektorje z dvema spremenljivkama lahko grafi¢no prikaZzemo v ravnini. V
primeru, da je slucajna spremenljivka diskretna, predstavljajo zalogo vrednosti to¢ke v ravnini, e pa je
slu¢ajna spremenljivka zvezna, zalogo vrednosti predstavlja obmocje v ravnini.
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Y‘ Diskretni slucajni vektor % Diskretni slucajni vektor
0 0

X X
Y‘ Zvezni slucajni vektor v Diskretno—zvezni slucajni vektor
0 0

X X

Slika 4.4: Zaloge vrednosti razli¢nih sluc¢ajnih vektorjev

4.3.1 Diskretni slucajni vektor

Diskretni slucajni vektor, ki ga sestavljata slucajni spremenljivki X in Y lahko opiSemo z verjetnostno
funkcijo, ki je definirana kot verjetnost, da ima slucajna spremenljivka X vrednost z;,2 = 1,...,nx, in
slu¢ajna spremenljivka Y vrednost y;, 7 = 1,...,ny,

pxy (Ti,y;) = P[(X = z;) N (Y = yj)].

Podobno kot pri verjetnostni funkciji ene slu€ajne spremenljivke mora tudi verjetnostna funkcija slu¢ajnega
vektorja ustrezati pogojem aksiomov verjetnosti.

1. Verjetnost posameznega dogodka je nenegativna in manjsa ali enaka ena (1. aksiom),

0 < pxv(wiy;) < 1. (4.11)

2. Ker so dogodki, da slucajni vektor zavzame doloCene vrednosti, nezdruzljivi in je vsota dogodkov,
da slucajni vektor zavzame poljubno vrednost iz zaloge vrednosti, gotov dogodek, sledi po 2. in 3.
aksiomu, da je vsota vseh pxy (x;, y;) enaka ena,

nx ny

S pxy(miy) = 1. (4.12)

i=1 j=1
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Porazdelitveno funkcijo definiramo kot verjetnost, da je slucajna spremenljivka X manjSa od vrednosti
x in slucajna spremenljivka Y manjSa od vrednosti y,

Fxy(z,y) = P[(X <) N (Y <y)]. (4.13)

Ker je verjetnost, da je X ali Y manjSa od minus neskon¢no, enaka ni€ in je verjetnost, da sta obe man;jsi
od neskoncno, enaka ena, sledijo naslednje lastnosti porazdelitvene funkcije:

lim Fxy(z,y) =P[X <—-0conNY <y] =0,
T——00

,m, Fxy(e,y) = PIX <2 Y < —oo =0, @.14)

lim Fxy(z,y) =P[X <oconNY <oo] =1.
Tr—0Q0
y—00

Zvezo med verjetnostno in porazdelitveno funkcijo izpeljemo iz definicije porazdelitvene funkcije (4.13)
in z upoSstevanjem, da so dogodki, da sluajna spremenljivka zavzame dolo¢eno vrednost, nezdruZljivi:

Fxy(z,y) =P[(X <2)n (Y <)l = > pxv(@iy). (4.15)
r;<x
y;i <y

Robne porazdelitve

Robna ali delna porazdelitev sluCajnega vektorja X = {Xi, Xs,..., X,,} je porazdelitev poljubnega
dela vektorja, na primer porazdelitev sluajnega vektorja { X1, X}, vektorja { X1, Xo,..., X,,—1} ali pa
porazdelitev ene od slucajnih spremenljivk Xj;.

Robna porazdelitev slucajnega vektorja X,Y je porazdelitev ene od slucajnih spremenljivk, ki sesta-
vljata slucajni vektor. Robni verjetnostni funkciji slu¢ajnega vektorja X, Y sta px (x;) in py (y;), robni
porazdelitveni funkciji pa sta F'x (x) in Fy (y).

Robno verjetnostno funkcijo px(x;) dolo¢imo tako, da dogodek X = z; zapiSemo kot vsoto ne-
zdruzljivih dogodkov:
ny
px(zi) = PIX = 2] = P (X =2:) n (Y = y))]
j=1
! (4.16)
ny ny
=Y P(X =z)n(Y =yl = > pxv(ziy)
j=1 j=1

Robna verjetnostna funkcija py (y;) je

py (W) = > pxv (i y)). (4.17)
i=1
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Na podoben nacin izpeljemo tudi enacbo za robno porazdelitveno funkcijo. Upostevamo, da je produkt
poljubnega dogodka z gotovim dogodkom enak samemu dogodku. Gotov dogodek, da je ¥ manjsi od
neskon¢no, pomnoZimo z dogodkom X < x in dobimo:

Fx(w) = PIX < a] = P[(X <2) 1 (Y < 00)] = lim Fxy (a,y). (4.18)

Robna porazdelitvena funkcija Fy (y) je
Fy(y) = lim Fxy(z,y). (4.19)
r—00

Sedaj je morda razumljivejsi tudi izraz robna porazdelitev, saj robni porazdelitveni funkciji Fy () in
Fy (y) predstavljata vrednosti porazdelitvene funkcije F'xy (z,y), ko gre x oziroma y proti neskon¢nosti,
kar pravzaprav predstavlja robova ravnine.

Pogojne porazdelitve

Vzemimo, da nas zanima verjetnost, da je X = x; ob pogoju, da je Y = y;. To opiSemo s pogojno
verjetnostjo, s katero definiramo tudi pogojno verjetnostno funkcijo:

PIX =a;NY =yj] _ pxv(iy;)

PX =x|Y =y, = =p Ti, Yq). (4.20)
Podobno lahko zapiSemo tudi obrnjeno pogojno verjetnostno funkcijo:
Pxy\Zi, Yj
PIY = gyl X = o = P (o) @an)
px ()

Slu€ajni spremenljivki X in Y sta medsebojno neodvisni, ¢e je pogojna verjetnostna funkcija enaka
robni,

B PXY(UCz‘,yj)

by = - ; 4.22
px|y (i, vj) oy (W) px(w;) (4.22)
oziroma
o pxy (@Y ,
PY|X(33“y]) - pX(xz) - pY(y]) (423)

Iz enacb (4.22) in (4.23) sledi pomembna lastnost slucajnih vektorjev, sestavljenih iz neodvisnih slu¢ajnih
spremenljivk, ki pravi, da je verjetnostna funkcija slucajnega vektorja enaka produktu robnih verjetno-
stnih funkcij,

pxy (zi,y5) = px(2:) py (¥;)-

V tem primeru velja tudi, da je porazdelitvena funkcija Fxy (x, y) produkt robnih porazdelitvenih funkcij
FX (:L‘) in Fy(y),

Fxy(2,y) = Fx (z) Fy (y)-
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Primer 4.5: Avtomatski Stevec prometa Steje vozila, ki se v casovnem intervalu 3 sekund peljejo mimo
Stevca po doloceni cesti. Pretekla opazovanja so pokazala, da dejansko stevilo vozil ni enako izmer-
jenemu. Vzemimo, da je dejansko stevilo vozil slucajna spremenljivka X, izmerjeno stevilo vozil pa
slu¢ajna spremenljivka Y. Verjetnostno funkcijo sluc¢ajnega vektorja X,Y podamo s preglednico 4.1.

Preglednica 4.1: Verjetnostna funkcija slu¢ajnega vektorja X, Y

1131:0 132:1 :L'3:2 1'4:3
y1 =0 0.22 0.06 0.02 0.00
Yo =1 0.05 0.18 0.03 0.01
ys =2 0.02 0.04 0.13 0.04
Ys =3 0.01 0.02 0.03 0.10
ys =4 0.00 0.00 0.01 0.03

Preverimo, ali vrednosti v preglednici 4.1 ustrezajo pogojem verjetnostne funkcije. Narisimo graf verje-
tnostne funkcije pxy (z;,y;) v aksonometricni projekciji. Dolo¢imo Se robni verjetnostni funkciji px (x)
in py (y). Dolocimo pogojni verjetnostni funkciji px |y (zi,y;) in py|x (i, y;)- lzratunajmo vrednosti
porazdelitvene funkcije Fxy (x,vy), nari§imo njen graf v aksonometric¢ni projekciji. Izracunajmo verje-
tnost, da je avtomaticni Stevec pravilno izmeril Stevilo avtov P|X = Y|. Izracunajmo tudi verjetnost, da
je bila napaka stevca vecja od ena P[| X — Y| > 1].

ReSitev: Zelo primeren racunalniski program za reSevanje te naloge je EXCEL. V skupini preglednic 4.2
prikazujemo reSevanje naloge, kot smo ga izvedli s tem racunalniSkim programom.

Verjetnostno funkcijo prikazujemo na sliki 4.5.

Slika 4.5: Verjetnostna funkcija pxy (2, y;)

V preglednici Verjetnostna funkcija skupine preglednic 4.2 smo izracunali, da je vsota vseh vrednosti
verjetnostne funkcije pxy (zi,y;) enaka 1. Vidimo tudi, da so vse vrednosti pozitivne, zato lahko za-
klju¢imo, da funkcija pxy ustreza pogojem za verjetnostno funkcijo (pogoja (4.11) in (4.12)). Tudi
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robni porazdelitveni funkciji smo izrac¢unali v isti preglednici po enacbi (4.16) oziroma (4.17):

(030 2=0
030 z=1
Px(@) =9 099 4_9
018 z=3
in
030 y=0
027 y=1
py(y)) =4 023 y=2
016 y=3
0.04 y=4.

Preglednica 4.2: Dolocitev porazdelitvene in pogojnih verjetnostnih funkcij

Verjetnostna funkcija pxy (z;, y;) ter robni Porazdelitvena funkcija Fxy (z,y) ter
verjetnostni funkciji px (z;) in py (y;) robni porazdelitveni funkciji Fx (z) in Fy (y)
0 1 2 3 (2% <0 01 12 23 >3| Fy
0 | 022 0.06 0.02 0.00]|0.30 <0000 0.00 0.00 0.00 0.00 | 0.00
1 [{0.05 0.18 0.03 0.01 |0.27 0-11]0.00 0.22 028 030 0.30|0.30
2 10.02 0.04 0.13 0.04|0.23 1-2 | 0.00 027 0.51 0.56 0.57 |0.57
3 1001 0.02 0.03 0.10|0.16 2-310.00 029 057 075 0.80 | 0.80
4 10.00 0.00 0.01 0.03|0.04 3-4 1000 030 0.60 0.81 0.96 | 0.96
px | 030 030 0.22 0.18 | 1.00 >4 1000 030 0.60 0.82 1.00 | 1.00
Fx | 000 030 0.60 0.82 1.00
Pogojna verjetnostna funkcija py | x (i, y;) Pogojna verjetnostna funkcija px |y (i, y;)
0 1 2 3 0 1 2 3
01073 020 0.09 0.00 01073 020 0.07 0.00 | 1.00
1]0.17 060 0.14 0.06 11019 067 0.11 0.04 | 1.00
21007 013 059 0.22 21009 017 057 0.17 | 1.00
310.03 0.07 0.14 0.56 31006 0.13 0.19 0.63 | 1.00
410.00 000 0.05 0.17 41000 000 025 0.75 | 1.00
1.00 1.00 1.00 1.00

Pogojni porazdelitveni funkciji izratunamo v preglednicah Pogojna verjetnostna funkcija px|y (i, y;)
in Pogojna verjetnostna funkcija py|x (x;, y;) v skupini preglednic 4.2 po enacbah (4.20) in (4.21). Na
primer: pogojna verjetnostna funkcija p x|y —o(7;) je

0.09 z=0
0.17 z=1
Pxpy=2(T) =\ o571 p=2

0.17 T =3,
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kar predstavlja tretjo vrstico preglednice Pogojna verjetnostna funkcija p x|y (xi,y;) v skupini preglednic
4.2.

V preglednici Porazdelitvena funkcija v skupini preglednic 4.2 smo izraCunali porazdelitveno funkcijo
Fxvy (z,y) po enacbi (4.15). Obravnavajmo poljubno to¢ko (z, y) v kvadratnem obmodju, ki je oznaceno
na sliki 4.5. Verjetnost, da je X < zinY < y, je vsota vseh verjetnosti pxy (s, y;), za katere velja, da
jex; <xiny; <y. Vtem primeru je

Fxy(z,y) =P X <z NY <y]

=pxv(0,0) + pxv(0,1) + pxv(0,2) + pxy(1,0) + pxv (1, 1) + pxv(1,2)
=0.224+0.05+0.024+0.06 +0.18 + 0.04 = 0.57.

Graf te funkcije v aksonometri¢ni projekciji prikazujemo na sliki 4.6.

Slika 4.6: Porazdelitvena funkcija Fyy (x,y)

Iz preglednice 4.1 lahko izpiSemo verjetnosti, da je Stevec pravilno izmeril Stevilo vozil:

PIX=Y]=P[(X=0NY=0)U(X=1NY=1)U(X=2NY=2)U(X=3NY=3)
=P X=0NY=0]+P[X=1NY=1]+P[X=2nY =2+ P[X=3NY =3]
=0.22+0.18 4 0.13 + 0.10 = 0.63.
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Na podoben nacin izraCunamo tudi verjetnost, da se je Stevec zmotil za ve¢ kot ena:

P X -Y|>1]=P[(X=0NY=2)U(X=0NY=3)U(X=0NY=4)
UX=1NY=3)u(X=1NY=4)U((X=2NnY=0)
UX=2NnY=4)U((X=3NnY=0)U(X=3NnY=1)]

=PX=0NY=2]+PX=0NY=3]+PX=0NY =4
+ P X=1NY=3|+PX=1NY=4]+ P[X=2NnY=0]
+P[X=2NY=4]+PX=3NY=0]+P[X=3NnY=1]
= 0.02 +0.01 + 0.00 + 0.02 + 0.00 + 0.02 + 0.01 4- 0.00 4- 0.01 = 0.09.

4.3.2 Zvezni slucajni vektorji
Porazdelitveno funkcijo Fxy (x,y) definiramo enako kot za diskretne slu¢ajne vektorje (enacba (4.13))
Fxy(z,y) = P[(X <2)N (Y <y)] (4.24)

in tudi lastnosti, opisane z enacbami (4.14) so enake.

Ker je verjetnost, da zvezni slu€ajni vektor zavzame toc¢no doloceno vrednost, enaka nic,
P[(X =z)n (Y =y)] =0,

podobno kot pri zvezni slucajni spremenljivki ne moremo definirati verjetnostne funkcije, temvec de-
finiramo gostoto verjetnosti fxy (x,y). Ta funkcija mora ustrezati pogojema, ki sledita iz aksiomov
verjetnostnega racuna.

1. Verjetnost posameznega dogodka je nenegativna (1. aksiom),
0 < fxv(z,y).

2. Ker so dogodki, da slu€ajni vektor zavzame doloCene vrednosti, nezdruZljivi in je vsota dogodkov,
da slucajni vektor zavzame poljubno vrednost iz zaloge vrednosti, gotov dogodek, sledi po 2. in 3.
aksiomu, da je integral funkcije fxy (z,y) po celotni ravnini enak ena:

—00 —O0

Zvezo med gostoto verjetnosti in porazdelitveno funkcijo slucajnega vektorja izpeljemo iz enacbe (4.24).
Na sliki 4.7 prikazujemo obmocje, ki mu ustreza pogoj (X < z) U (Y < y) in ki predstavlja obmodje,
po katerem moramo integrirati gostoto verjetnosti,

y oz
Fxy(z,y) = / /fxy(:i,g)d:fdg. (4.25)

—00 —00
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Slika 4.7: Obmocje integriranja pri dolocitvi porazdelitvene funkcije

Obratno zvezo dobimo z odvajanjem porazdelitvene funkcije

8Q-FXY(mv y)

fXY(xay) = 8138?/

Dva primera gostote verjetnosti in ustrezne porazdelitvene funkcije prikazujemo na sliki 4.8.

41
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Slika 4.8: Primer gostote verjetnosti in porazdelitvene funkcije
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Robne porazdelitve

Robno porazdelitev dobimo na podoben nacin kot pri diskretnih slucajnih vektorjih. Robno gostoto
verjetnosti dolo¢imo z integriranjem ene izmed slu¢ajnih spremenljivk, ki sestavljajo sluc¢ajni vektor:

/fXYJC y)dy,

/fxyﬂﬁy

Robne porazdelitvene funkcije dolo¢imo na enak nacin kot pri diskretnih slu¢ajnih spremenljivkah (enacbi
(4.18) in (4.19)):

Fx(z) = yli_)r};lo Fxy(z,y), Fy(y)= lim Fxy(z,y). (4.27)

(4.26)

T—00

Enacbi (4.26) lahko izpeljemo tudi iz enacb (4.27) ter zveze med porazdelitveno funkcijo Fxy (x,y) in
gostoto verjetnosti fxy (z,y) (4.25). Porazdelitveno funkcijo Fx (),

Fx(z) = yILIgOFXY z,Y) / /fXY z,9) dz dy,

odvajamo po z in dobimo

fx(x) = dFX /fxy T, 7)

Na enak nacin izpeljemo tudi enacbo za robno gostoto verjetnosti fy (y):

= /fXY(@,y) dz

Pogojne porazdelitve

Pogojno gostoto verjetnosti fy|y—, definiramo kot gostoto slu¢ajnega vektorja fxy pri neki doloeni
oziroma izbrani vrednosti Y = y,

fxly=y(x) = fxyéxy)j

kjer je C konstanta, s katero moramo deliti vrednosti fxy (z,y), e Zelimo, da bo funkcija fx|y—,(z)
ustrezala pogoju za gostoto verjetnosti (4.8):

/fley(l‘)de: / Wdl": 1 - C= /fXY(fE»y)de:fY(y)'
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Sedaj lahko zapiSemo enacbo za dolocitev pogojne gostote verjetnosti fx|y—, (),

Ix|y=y(7) = W (4.28)

in na podoben nacin Se za pogojno gostoto verjetnosti fy|x—,(v),

_ fxy(z,y)
fY|X:a:(y> = T@) 4.29)

Vidimo, da sta enacbi (4.28) in (4.29) analogni enacbama za pogojno verjetnostno funkcijo (4.20) in
4.21).

Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni, e je pogojna gostota verjetnosti enaka robni gostoti verje-
tnosti,

fxy=y(2) = fx(z), fyix=2(y) = fr(y).

Ce ta pogoj vstavimo v enacbi (4.28) ali (4.29), lahko zapiSemo pogoj za neodvisnost dveh slu¢ajnih
spremenljivk tudi takole:

fxv(z,y) = fx(x) fy(y). (4.30)

Primer 4.6: Vodoravno razdaljo od epicentra potresa oznacimo z R, magnitudo potresa pa z M. Vze-
mimo, da je gostota verjetnosti razdalje R linearna funkcija,

fr(r)=ar 0<r<rg,
gostota verjetnosti magnitude potresa M pa je kvadratna enacba,
far(m) =b(9 —m)? 5<m<9.

Predpostavimo lahko, da je razdalja do epicentra potresa neodvisna od njegove magnitude. Dolocimo
konstanti a in b. Dolo¢imo Se gostoto verjetnosti slucajnega vektorja R, M in verjetnost, da se zgodi
katastrofa: magnituda potresa je vecja od 8, epicenter pa bliZje kot o /2. Narisimo tudi zalogo vrednosti
tega slucajnega vektorja in obmocje, za katerega velja katastrofa.

Resitev: Konstanti ¢ in b dolo¢imo na osnovi enacbe (4.8)

0 0
2
/fR(r)dr—lz/ardr:aQO — a:%
—00 0 0
r h 9-m)3|”  64b 3
/fM(m)dm:1:/b(9_m)2dm:_b( _3m> = - g
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|
7@/2 To R

Slika 4.9: Zaloga vrednosti slucajnega vektorja R, M

Gostoto verjetnosti slu¢ajnega vektorja R, M zaradi neodvisnosti slu¢ajnih spremenljivk R in M izraCunamo
s produktom posameznih gostot verjetnosti:

37 (9 —m)?

327“(2) 0<r<rg, 5<m<9.

frv(r,m) =

Verjetnost katastrofe izraCunamo z integralom (glej sliko 4.9):

7‘0/2 9

P[(R < r0/2) N //3T9 ™) e dim =

32 7"0

7’0/2 9

3 3 r?
= — dr [ (9 —m)?*d —
3272 /T 7“/( mydm = e

0

8

? 1
= — = 0.00391.
] 256

Primer 4.7: Podana je gostota verjetnosti slucajnega vektorja X,Y :

X
fxy(z,y) = — 0<z<a 0<y<2m.
Ta

Dolocimo pogojni verjetnosti fx|y in fy|x. Ali sta slucajni spremenljivki X in' Y neodvisni?

Resitev: Pogojni gostoti verjetnosti fx|y in fy|x doloCimo po enacbah (4.28) in (4.29). Zato moramo
najprej izraCunati robni gostoti verjetnosti po enacbah (4.26)

o] 2T
2
= /fXY(l‘,y)dQZ/xzdy:x 0<z<a (4.31)
Ta
o0 0
in

1
/ny:Uy / —dr = — 0<y<2m. (4.32)
Ta
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Zadnji dve enacbi vstavimo v enacbi (4.28)—(4.29) in dobimo pogojni gostoti verjetnosti

x2m 2z
fxy () = fx(x) <zr<a
in
frix(y) = xaQ—l—f() 0<y<2
YIXW) = ey T on - YW =y=am

Vidimo tudi, da velja preprosta zveza med robnima in skupno gostoto verjetnosti

fxv(z,y) = fx(x) fy (v).

Ker sta pogojni gostoti verjetnosti enaki robnima gostotama verjetnosti, lahko zaklju¢imo, da sta slu¢ajni
spremenljivki X in Y neodvisni. Do istega zakljucka lahko pridemo tudi ob ugotovitvi, da je skupna
gostota verjetnosti fxy enaka produktu robnih porazdelitev.

Primer 4.8: Slucajni vektor X, Y je enakomerno porazdeljen znotraj kroga z radijem R:

fxy(z,y) = z? +y* < R*. (4.33)

mR?

Sta slucajni spremenljivki X in' Y neodvisni?

Resitev: Dolo¢imo najprej robno gostoto verjetnosti fx (z) po enacbi (4.26):

N
1 2
/nyacydy—/ ?dyzw—R2 R2 — 22 —-R<z<R
V2

Zalogo vrednosti slucajnega vektorja X, Y in nacin integriranja pri dolocCitvi robnih gostot verjetnosti
prikazujemo na sliki 4.10.

~
0
=
=
]
]
O
=
=
]
]
]
]
]
]
m|
u|
]
]
]
]
]
]
]
]
=
O
]
]
]
=
o

Slika 4.10: Zaloga vrednosti slu¢ajnega vektorja X, Y

Na enak nacin dolo¢imo tudi robno gostoto verjetnosti fy (y):
VR?—y?

2
/fXYfL’y / ey R? — 42 —-R<y<R
N
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Produkt teh dveh robnih porazdelitev ocitno ni enak skupni porazdelitvi. Zato lahko zaklju¢imo, da
slucajni spremenljivki X in Y nista neodvisni.

Primer 4.9: Velikost sile na steber je slucajna spremenljivka X, velikost sile na isti steber zaradi kori-
stne obteZbe pa oznacimo 7 Y. Podana je gostota verjetnosti slucajnega vektorja X,Y :

fxy(z,y) =3z 0<z<1, 0<y<u. (4.34)

Narisimo zalogo vrednosti slucajnega vektorja X, Y. Ali funkcija fxy ustreza pogojem gostote verjetno-
sti? Dolocimo Se robni gostoti verjetnosti fx, fy in pogojni gostoti verjetnosti fxy, fy|x. Sta slucajni
spremenljivki X in'Y neodvisni?

Resitev: Zalogo vrednosti slucajnega vektorja X, Y predstavlja trikotni del ravnine z, y, ki ga prikazu-
jemo na sliki 4.11.

Slika 4.11: Zaloga vrednosti slu¢ajnega vektorja X, Y

Da bi ugotovili, ali funkcija ustreza pogojem gostote verjetnosti, moramo preveriti, ali je fxy pozitivna v
obmodju, kjer je definirana, in ali je integral po celotnem obmocju, kjer je funkcija definirana, enak ena.
Ker je v izrazu (4.34) doloCena zaloga vrednosti le za pozitivne X, je funkcija fxy pozitivna. Integral
po celotnem obmocju izracunamo z enacbo (glej sliko 4.11)

1 z 1 1 25!
X
)d$:/3x2d$:$
0 3
0

/‘!/Bxdy dx:i/<3xy

0 0 0

=1.

0

Integral po celotnem obmocju je enak ena, zato funkcija fxy ustreza pogojem za gostoto verjetnosti
slucajnega vektorja.
Robni porazdelitvi izraCunamo z integriranjem

xT

Fx() = /fxy(xwdy:/sxdy::sw

0

T
= 322 0<z<1
0
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in (glej sliko 4.11)

1

7 2
fr(y) = /fXY(ivy)d:vz/?)xdx: 327

1

5 =-(1-y? 0<y<l.

y
Sedaj lahko izratunamo pogojni gostoti verjetnosti fx|y in fy|x z uporabo enacb (4.28)—(4.29):

2z
-y

fX|Y(xay) = 2
in

1
fyix(z,y) = = 0<z<1, 0<y<uz.
xr

Ker pogojni gostoti verjetnosti fx|y in fy|x nista enaki robnim gostotam verjetnosti fx in fy, sta
slucajni spremenljivki X in Y med seboj odvisni. Vidimo tudi, da produkt obeh robnih porazdelitev fx
in fy ni enak gostoti verjetnosti fxy, kar je tudi zadostni pogoj za odvisnost dveh slu¢ajnih spremenljivk.
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Vzemimo, da poznamo porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X. Dolociti moramo porazdelitev slucajne
spremenljivke Y, ki je znana funkcija slucajne spremenljivke X

Y =g(X). 6D
Ce je zveza (5.1) monotona funkcija, lahko zapi$emo tudi obratno zvezo
X = g_l(Y)7 (52)

kjer je g~ 1(Y") tudi monotona funkcija.

5.1 Diskretne slu¢ajne spremenljivke

Dolo¢imo najprej porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke Y, ¢e poznamo porazdelitev diskretne
slucajne spremenljivke X in zvezo med Y in X. Verjetnostna funkcija sluc¢ajne spremenljivke Y je

py(yi) = P[Y = 4] = Plg(X) =wi] = > px() i=1,...,ny. (5.3)

9(z;j)=yi
Ce je funkcija ¢(X) monotona, lahko iz enagbe (5.3) izpeljemo
py(yi) = PIY = yi] = Plg(X) = yi] = P[X = g ()] = px (97" (w))- (5.4)

Na podoben nacin lahko izpeljemo tudi porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke Y, ¢e poznamo
porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke X in zvezo med X in Y. ZapiSemo enacbo

Fy(y) = P[Y <y] = Plg(X) <y] = > px(z:).
g(zi)<y

Ce je zveza monotono nara$ajoca, lahko iz zadnje enacbe izpeljemo Se (glej sliko 5.1)

Fy(y)=PlY <y]=Plg(X) <yl =PX <g'(v)] = Fx(g~ "))
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g(Xx) g(X)

z=g y) X z=g y) X

Slika 5.1: Monotono nara$¢ajo¢a in monotona padajoca zveza med spremenljivkama X in Y

Za monotono padajoco zvezo moramo zapisati nekoliko spremenjeno enacbo (glej sliko 5.1):

Fy(y) =P[Y <y|=Plg(X) <y|=PIX 2 g ' (y)] =1 - P[X <g'(y)]
=1-Fx(g7'(y) + PIX = g7 (y)].
Primer 5.1: Dolocimo verjetnostno funkcijo slucajne spremenljivke Y, ¢e vemo, da je slucajna spre-

menljivka X enakomerno porazdeljena med vrednosti 0, 1, 2, 3, in 4 in je zveza med Y in X kvadratna
enachaY = X°.

Resitev: Verjetnostno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke X lahko zapiSemo z enacbo

px(x;) =1/5 z;=0,1,2,3,4. (5.5)
20
Y
" g(x)
10
5)
0
1 4 3 X 4

Slika 5.2: Kvadratna zveza med slu¢ajnima spremenljivkama X in Y

Na sliki 5.2 lahko vidimo, da je funkcija g(X) na obmo&ju, ki sovpada z zalogo vrednosti sluCajne
spremenljivke X, monotona. Zato lahko zapi$emo obratno zvezo X = ¢~ 1(Y) = VY in uporabimo
enacbo (5.4),

py (i) = px (97 (i) = px (V¥i)- (5.6)

S slike 5.2 vidimo, da zaloga vrednosti slutajne spremenljivke Y zajema Stevila 0, 1, 4, 9 in 16. Ce
upoStevamo zalogo vrednosti Y in enacbi (5.5) in (5.6), lahko zapiSemo verjetnostno funkcijo slucajne
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spremenljivke Y,

py(yi) =1/5 yi =0,1,4,9, 16.

Px Py

l'k ® ® ® ® — l‘k L ® ® ®—

5 | | | | 5 | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

| | | | | | | |

S | | | |

| | | | | | | |

R B R N BN I | | |

0 1 2 3 gz 4 0 1 4 9 y; 16

Slika 5.3: Verjetnostni funkciji slucajnih spremenljivk X in Y

Primer 5.2: Dolocimo verjetnostno funkcijo slucajne spremenljivke Y, ¢e vemo, da je slucajna spre-
menljivka X enakomerno porazdeljena med vrednosti —2, —1, 0, 1, 2 in je zveza med Y in X kvadratna
enachaY = X°2.

Resitev: Verjetnostno funkcijo slucajne spremenljivke X lahko zapiSemo z enac¢bo

px(x) =1/5 z;=—1,-2,0,1,2. (5.7)

6
Iy

g(X)
4
3
2
1
0

2 - 1, 2

Slika 5.4: Kvadratna zveza med slu€ajnima spremenljivkama X in Y

Na sliki 5.4 lahko vidimo, da zveza g(X) na obmo¢ju, ki vkljucuje zalogo vrednosti slu¢ajne spremen-
ljivke X, ni monotona, zato ne moremo zapisati enoli¢ne obratne zveze tako kot v primeru 5.1. S slike 5.4
lahko ugotovimo, da zaloga vrednosti slu¢ajne spremenljivke Y zajema le Stevila 0, 1 in 4. Ugotovimo
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verjetnosti, da slucajna spremenljivka zavzame eno izmed teh vrednosti:

py(0) = P[Y = 0] :P[)(2 =0] = P[X =0] =px(0) =1/5,

py(1) =P[Y =1]=P[X?=1]=P[(X =1)U (X = ~1)]
= P[X =1]+ P[X = —1] = px(1) + px(=1) = 2/5,

py(4) = P[Y =4] = P[X? = 4] = P[(X =2) U (X = -2)]
= P[X =2]+ P[X = 2] = px(2) + px(-2) = 2/5

Verjetnostna funkcija slucajne spremenljivke Y je torej enaka

1/5 y=0,
py(yi) = ¢ 2/5 y =1,
2/5 y = 4.
Px 2
= ® ®
wol |
| |
1l ) 1 | .
I A R B |
o o | |
1 1 1 1 | |
| | | | | |
O | | | | O | |
2 1 0 1 4, 2 0 1 v 4

Slika 5.5: Verjetnostni funkciji slucajnih spremenljivk X in Y

5.2 Zvezne slucajne spremenljivke

Ce poznamo porazdelitev zvezne slu¢ajne spremenljivke X ter zvezo med slu¢ajno spremenljivko X in
Y, lahko dolo¢imo porazdelitev slucajne spremenljivke Y. Izpeljimo pravilo za transformacijo zveznih
slu¢ajnih spremenljivk, ¢e je funkcija Y = ¢g(X) monotona. V tem primeru obstaja tudi enoli¢na funk-
cija X = ¢g~!(Y). Zapisimo najprej porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke Y za monotono
nara§¢ajoco funkcijo Y = g(X):

Fy(y)=PlY <y|=Plg(X)<y|=P[X <g '(¥)] =Fx (97 (v))- (5.8)

Gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y dobimo z odvajanjem porazdelitvene funkcije:

rly) = dFy(y) dFx (7' (y))  dFx(x) dg~'(y)
Ty T dy Cdw gy dy (5.9)
dg™'(y)

=fx (97 (W) 0y
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Podobno izpeljemo za monotono padajoco zvezo g(X)

Fy(y) = PlY <y]=Plg(X) <yl =P[X > g7 '(y)] =1-P[X <g ' (y)]

L o B (5.10)
=1-Fx(g~ W)+ PX =9 (] =1-Fx(g ),
saj pri zveznih slu¢ajnih spremenljivkah velja, da je P[X = g~ '(y)] = 0.
Gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y dobimo z odvajanjem porazdelitvene funkcije:
dFy(y) d _ dFx(x dg(y
frtw) = W _ Ly pygigy) = - 0D o
y y a=g~y) W (5.11)

1
=—fx (7' () dgdy(y)-

Ker je odvod dg~!(y)/dy za monotono padajo¢o funkcijo g(X) negativen, za monotono nara$¢ajoco pa
pozitiven, lahko enacbi (5.9) in (5.11) zdruzimo v eno enacbo, ki velja za poljubno monotono funkcijo:

-1
@) =fx (') ‘dgdy(y)‘ : (5.12)

Za splosne (nemonotone) funkcijske zveze med zveznima sluajnima spremenljivkama X in Y lahko
zapiSemo porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke Y takole:

Fy(y) = PIY <) = PLeX) <3l = [ fx(w)do. (513
9(x)<y
Primer 5.3: Linearna transformacija. Vzemimo, da je zveza med X in'Y linearna funkcija,
Y=a+bX.
Slucajna spremenljivka X se porazdeljuje eksponentno z gostoto verjetnosti,
fx(x)=Xe ™ x>0

Dolocimo gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y .

Resitev: Doloc¢imo najprej zalogo vrednosti slucajne spremenljivke Y:
0<z — g¢g(0)<g(z) — a+b0=a<y.
Na zgornji strani zaloga vrednosti slu¢ajne spremenljivke Y ni omejena, saj limita

lim g(z) = lim a+ bz

r—00 T— 00

nima koncne vrednosti. Ko gredo vrednosti x proti neskoncnosti, gredo tudi vrednosti y proti ne-
skon¢nosti.



54 5 Transformacije slucajnih spremenljivk

Ker je linearna funkcija y = a + bx za b # 0 monotona, lahko zapisemo inverzno funkcijo ¢~ !(y) in
njen odvod:

Zadnja izraza uporabimo v enacbi (5.12) in dobimo gostoto verjetnosti sluc¢ajne spremenljivke Y':

A

fy(y) = 36_)‘%7 Y > a.

2.0
Toly
1.5
Tx
1.0

Slika 5.6: Gostota verjetnosti dveh linearno povezanih slucajnih spremenljivk

Na sliki 5.6 prikazujemo gostote verjetnosti eksponentno porazdeljene slucajne spremenljivke X z A = 2
ter gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y = a + b X za a = 2 in b = 3. Vidimo, da parameter
a vpliva na premik gostote verjetnosti v levo ali desno, medtem ko parameter b vpliva na razprSenost.
Vedji kot je b, bolj razprSena je porazdelitev.

Primer 5.4: Vzemimo, da je zveza med slucajnima spremenljivkama X in'Y dolocena z enacbo

Gostota verjetnosti slucajne spremenljivke X je

Fxlz) = <1 — cos m) 0<z<r (5.14)

T T

Dolocimo gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y .

Resitev: Ker je zveza med X in Y monotona (glej sliko 5.7), lahko gostoto verjetnosti fy (y) dolo¢imo
z enacbo (5.12). Zato moramo dolo¢iti inverzno funkcijo g~*(Y") in njen odvod,

dg~'(y)

=2Ay. 1
&y Y (5.15)

=g y) = Ay’
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1.0
Y

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1.0 1.5

2.0

Slika 5.7: Zveza med slu€¢ajnima spremenljivkama X in Y’
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Zalogo vrednosti slucajne spremenljivke Y dolo¢imo tako, da neenacbo v (5.14) transformiramo s funk-

cijo g(X),
0<x<r —

Uporabimo oznake (5.14) in (5.15) v enacbi (5.12) in dobimo

2A 21 A y?
) = y(l—ms” y) 0<y< /o

r T — VA

9(0) < g(z) < g(r) —

0<y<

r

T

(5.16)

(5.17)

Gostoti verjetnosti obeh slucajnih spremenljivk prikazujemo na sliki 5.8. Vidimo, da je slucajna spre-
menljivka Y porazdeljena nesimetri¢no, slucajna spremenljivka X pa simetri¢no.

1.4
fr g Fros
1.0 2.0
0.8 L5

0.6
1.0

0.4
0o 05
% 05 1.0 15 0 9%

X

0.2

0.4

0.6

Slika 5.8: Gostoti verjetnosti fx(z)in fy(y) zar =2in A = 2

0.8

Primer 5.5: Vzemimo, da med slucajnima spremenljivkama X in'Y velja sinusna zveza

Y =¢g(X)=sinX.

Gostota verjetnosti slucajne spremenljivke X je

fx@) =+  o0<z<m

Y

1.0
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Dolocimo porazdelitveno funkcijo in gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y .

Resitev: Na sliki 5.9 vidimo, da funkcija na obravnavanem obmoc¢ju ni monotona. Zato moramo najprej
dolo¢iti porazdelitveno funkcijo Fy (y) po enacbi (5.13) ter nato z odvajanjem Se gostoto verjetnosti

fr(y).

Inverzna funkcija funkcije sin z ni enoli¢na, lahko pa definiramo glavne vrednosti inverzne funkcije, ki
obsegajo le vrednosti od —7/2 do 7 /2. ZapiSemo lahko

xr = arcsiny.

V nasem primeru je 0 < z < 7/2in 0 < y < 1. Sedaj lahko uporabimo enacbo (5.13) (glej tudi sliko
5.9)

arcsiny T
1 1
Fy(y) = / fx(x)de = / ;da: + / ;dw
g(z)<y 0 m—arcsiny (5.18)
1 . . 2 arcsiny
= —(arcsiny + 7 — 7 + arcsiny) = ——.
us m
1.0 fe o5
Y
0.8 0.4
0.6 0.3 |
\
0.4 0.2 |
777777777777777777 Y |
0= | arcsiny m—arcsiny., | 0.1 \
o/ N\ 0 |
0 us Ll 3m T 0 s i 3 _m
4 2 4 x 2 <X

Slika 5.9: Sinusna zveza med spremenljivkama X in Y ter gostota verjetnosti fx (x)

Zalogo vrednosti slu¢ajne spremenljivke Y najlaZje dolocimo s slike 5.9, na kateri lahko vidimo, da

obmocju od 0 do 7 za slucajno spremenljivko X ustreza obmocje od 0 do 1 za slucajno spremenljivko
Y.

Z odvajanjem enacbe (5.18) dolo¢imo Se gostoto verjetnosti slucajne spremenljike Y,

fy(y)z# 0<y<l.

/1 —y?

Na sliki (5.10) prikazujemo gostoto verjetnosti fy (y) in porazdelitveno funkcijo Fy (y) sluCajne spre-
menljivke Y.
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Frs! B 1.0f
X 0.8}
3t 0.6}
2t 0.4f
i 0.2}
O 05 0 1s 20 % Tos 0 s 0
y y

Slika 5.10: Gostota verjetnosti fy (y) in porazdelitvena funkcija Fy (y)

5.3 Funkcije ve¢ spremenljivk
Vzemimo, da je sluajna spremenljivka Z funkcija slucajnih spremenljivk X in Y,
Z =g(X,Y).

Porazdelitveno funkcijo slu€ajne spremenljivke Z dolo¢imo z enacbo

Fo2) = PIZ <3 =Pl Y) <2 = [ [ povtepdody (5.19)
g(z,y)<z

NajpreprostejSa, a tudi najpomembnejsa zveza med slucajno spremenljivko Z in slucajnima spremen-
ljivkama X in Y je linearna funkcija:

Z=g(X,Y)=X+Y.

Porazdelitveno funkcijo Fz(z) dolo¢imo po enacbi (5.19). Narisimo najprej obmocje, po katerem mo-
ramo integrirati za neki doloceni Z = z (slika 5.11),

oo 2—Y
o) =Pz < = PX+y <d= [ [ poegdiag

—0o0 —00

Gostoto verjetnosti fz(z) dolo¢imo tako, da odvajamo porazdelitveno funkcijo po z. Pri odvajanju
funkcije, podane z integralom, kjer je zgornja meja odvisna od spremenljivke, po kateri odvajamo,
upostevamo izrek (glej Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matemati¢ni priro¢nik, TehniSka zalozba
Slovenije, 1997, str. 341)

B(y)

B(y)
jy (/) fayde= [ 4 SZ?J) dz+ () - F(Bly).y) — '(y) - Flaly), ),
ay

a(y)
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pri cemer upostevamo, da je le zgornja meja odvisna od spremenljivke, po kateri odvajamo:

_ dFz(2)
 dz

fz(2) = / fxy(z—19,7)dy.

X+Y<z—

Slika 5.11: Obmocdje integracije za neki doloCeni Z = z

Ce zamenjamo vrstni red integriranja, dobimo podobno enacbo:

fz(z) = dsz(z) = / fxy(&,z —2)dx

Zgornji dve enacbi predstavljata izraz za doloCitev gostote verjetnosti slucajne spremenljivke Z, ki je
vsota dveh slucajnih spremenljivk X in Y. Ta proces imenujemo konvolucija, integrala pa konvolu-
cijska integrala. V primeru, da sta slucajni spremenljivki medsebojno neodvisni, dobita konvolucijska
integrala naslednjo obliko:

fZ(Z)_/fX(Z—Q)fY(ﬂ)dﬂ_ /fX(@fY(Z—fc)d@- (5.20)

Uporabo konvulucijskega integrala bomo spoznali v poglavju Verjetnostne porazdelitve — porazdelitev
gama in normalna porazdelitev.
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Do sedaj smo slucajne spremenljivke v celoti opisovali z njihovimi porazdelitvenimi zakoni, ki jih ma-
temati¢no zapiSemo z verjetnostno funkcijo ali gostoto verjetnosti oziroma porazdelitveno funkcijo.

Mnogokrat se zgodi, da imamo na voljo premalo podatkov, da bi lahko v celoti dolo¢ili porazdelitveni
zakon. Poleg tega je za inZenirja pogosto dovolj, da pozna le doloCene lastnosti porazdelitvenega zakona.

Tem lastnostim pravimo momenti porazdelitve. Poimenovanje je nastalo po analogiji z mehaniko, kjer
neko telo lahko v celoti opiSemo tako, da za vsako tocko, ki jo telo zavzema, zapiSemo gostoto, lego,
hitrost, temperaturo ... Po drugi strani pa lahko isto telo zelo dobro opiSemo tudi z njegovimi lastnostmi,

Vv

kot so masa, staticni momenti (lega tezisca), vztrajnostni momenti ...

6.1 Momenti in centralni momenti slucajne spremenljivke

Definirajmo moment r-tega reda za diskretno in zvezno sluc¢ajno spremenljivko X:

) =Y wipxGe),  m = [ o fxlo)d ©.1)
i=1 %

1z lastnosti verjetnostne funkcije in gostote verjetnosti sledi, da je moment nictega reda vedno enak 1.
n o0
0 0
mg() = pr(xi) =1, mg() = / fx(x)de =1. (6.2)
i=1 oo

V analogiji z mehaniko moment nictega reda ustreza masi telesa. Zelo pomemben je moment prvega
reda, ki predstavlja pricakovano vrednost ali matemati¢no upanje ali srednjo vrednost sluc¢ajne spre-
menljivke X. Moment prvega reda oznacimo z mx ali E[X]

m§) =my =E[X] =Y 2;px(x:), my) =myx =EB[X] = / z fx(z)dz. (6.3)
i=1
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Oznaka E[X] predstavlja pri¢akovano vrednost slu¢ajne spremenljivke X (angl. expected value). V ana-
logiji z mehaniko pri€akovana vrednost sluajne spremenljivke predstavlja lego teZis¢a telesa. Pomen
pri¢akovane vrednosti pri neki zvezni slucajni spremenljivki prikazujmo na sliki 6.1.

Jr ‘srednja vrednost mx1<Mmys<Mxs3
0.6f 1
0.4} mx1 myo Mxs
0.2
070 2 T4 6 8, 10
0.8— ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

i o Fmmrsenost) [\ oncomcon |
0.4+
02 Oxz

9x3
0.0b—=——"

S0 5 A 6 8

0.8 \ \
fx simetri¢nost

Y1x1 <0

0.2t

20 5 A 6 8

0.8—
fx sploscenost
0.6

0<y2x3 (3
0.2+ r
0.0 ‘72 0

Slika 6.1: Pomen razli¢nih vrednosti mx, ox, y1x in Yo x

+ 10

Momenti viSjega reda po enacbi (6.1) nimajo neposrednega pomena, zato jih tukaj ne obravnavamo.
Sedaj, ko poznamo pri¢akovano vrednost myx slucajne spremenljivke X, lahko definiramo centralni
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moment r-tega reda

WD =S (- mxYox(e), Q) = / (& — mx)" fx (2)da. (6.4)
i—1 e

Centralni moment nictega reda je enak ena, saj velja enacba (6.2) tudi za centralni moment ug?) . Dolo¢imo

centralni moment prvega reda! Zaradi preglednosti izpeljujemo le za primer zvezno porazdeljene slucajne
spremenljivke. Iz enacbe (6.4) sledi

o0 oo oo

W =i = [@=m) fx@ydo= [ fe@de = [ mx fri)ds

—0o0 —0o0

(6.5)

o0

= /xfx(l’)df—mx ffx(ﬁ)df-

—00

Ce v enalbi (6.5) uposStevamo enacbi (6.2) in (6.3), lahko zaklju¢imo, da je centralni moment prvega
reda enak nic:

1
Mg() =mx —mx = 0.
Najpogosteje uporabljeni centralni moment je centralni moment drugega reda, s katerim opiSemo razpr-
Senost oziroma variabilnost slucajne spremenljivke. Centralni moment drugega reda imenujemo vari-
anca in ozna¢imo z var[X], D[X] ali 0%

n

p§) = var[X] = D[X] = 0% = > (zi — mx)? px (i),

. (6.6)
(2 _ _ 2 _ 2
1Y) = var[X] = D[X] = 0% = /(x mx)? fx(z) da.

Standardni odklon ali standardna deviacija je definiran kot pozitivni kvadratni koren variance
ox = y/var[X]. Pomen ox pri zvezni sluajni spremenljivki prikazujmo na sliki 6.1. Pogosto Zelimo
razprSenost opisati z brezdimenzijsko oziroma relativno mero razprsenosti, ki jo definiramo z enacbo

0Xx
mx

Vx = 6.7)

in imenujemo koeficient variacije.
Slucajno spremenljivko X lahko povsem opisemo le s porazdelitvenim zakonom ali pa z momenti vseh

redov. Za prakti¢no uporabo je obicajno dovolj Ze podatek o pri¢akovani vrednosti E[X] = mx in
razprsenosti var[X| = ag( slu¢ajne spremenljivke X . Geometrijski pomen imata Se dva vi§ja centralna
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momenta slucajne spremenljivke X. Centralni moment tretjega reda ,ug?) je mera za simetri¢nost, cen-

tralni moment Cetrtega reda ,ug?) pa je mera za splo$Cenost oziroma konicastost. Koeficient asimetrije
~v1x definiramo z enacbo
3)
Hx
VX = 3~ (6.8)
Ox
Pri simetri¢nih porazdelitvah je v x enak 0. Gostoto verjetnosti dveh nesimetri¢nih in ene simetri¢ne

zvezne slucajne spremenljivke prikazujemo na sliki 6.1.

Koeficient sploscenosti oziroma konicastosti o x, ki ga imenujemo tudi koeficient kurtosis, definiramo
z enacbo

N(4)
Yox = %‘ (6.9
Ox

Splos¢enost obravnavane porazdelitve primerjamo s sploS¢enostjo normalno porazdeljene slucajne spre-
menljivke, ki jo bomo podrobneje obravnavali v nadaljevanju in katere koeficient kurtosis je enak 3. Za
porazdelitve, ki imajo koeficient kurtosis vecji od 3, velja, da so bolj konicaste, vrednosti, manjSe od 3,
pa predstavljajo bolj splos¢ene porazdelitve. Glej sliko 6.1.

6.2 Pricakovana vrednost funkcije slucajne spremenljivke

Vzemimo, da poznamo porazdelitev sluajne spremenljivke X in vemo, da je slu€ajna spremenljivka Y
funkcija slu¢ajne spremenljivke X

Y =g(X).

Dolo¢iti Zelimo pri¢akovano vrednost E[Y] sluCajne spremenljivke Y, ne da bi dolodili porazdelitev
slucajne spremenljivke Y. Obravnavamo zvezno slucajno spremenljivko, Ceprav iste lastnosti veljajo
tudi za diskretno. Pricakovano vrednost slu¢ajne spremenljivke Y dolo¢imo po naslednji enacbi

B[] = / y fy(y) dy = / 9(x) fx(x) dz = Elg(X)). (6.10)

Vidimo, da lahko pri¢akovano vrednost slucajne spremenljivke ¥ dolo¢imo tako, da integriramo funk-
cijo g(x) fx(x) in nam ni treba dolociti gostote verjetnosti slu¢ajne spremenljivke Y. Izpeljimo nekaj
lastnosti pri¢akovanih vrednosti funkcij slu€ajnih spremenljivk. PriCakovana vrednost konstante c je

E[c] = /cfx(m)d:v:c/fx(a:)dm:c, (6.11)



6.2 Pricakovana vrednost funkcije slucajne spremenljivke 63

kar je seveda logicen rezultat, saj konstanta c ni slu¢ajna spremenljivka in ne more zavzeti druge vredno-
sti kot c. Pricakovana vrednost linearne funkcije a + b X slucajne spremenljivke X je

Ela+bX] = /(a+bx)fx(x)d:)::a/fx(x)dx—i-b/:Cfx(m)d:v:a—i—bE[X]. (6.12)

Pri¢akovano vrednost vsote dveh funkcij slu¢ajne spremenljivke X dolo¢imo na podoben nacin

Elg1(X) + g2(X)] = / (01(2) + 02()) fx () da
- . (6.13)
- / 01(2) fx () da + / 02() fx(2) dx = B[gy (X)] + E[ga(X)].

Ce primerjamo enacbi (6.6) in (6.10), vidimo, da lahko varianco slu¢ajne spremenljivke var[X] uposte-
vamo kot pri¢akovano vrednost funkcije g(X) = (X — mx)?

var[X] = B[(X — mx)?. (6.14)

1z enacbe (6.14) lahko izpeljemo obrazec, ki nam v dolocenih primerih poenostavi racunanje variance
slucajnih spremenljivk. Ob upostevanju enacb (6.3), (6.11) in (6.12) lahko iz enacbe (6.14) dobimo

var[X] = B[(X — mx)?] = B[X? — 2 X mx + m%]

:E[XQ] —2mxE[X] +m§( :E[XQ} *E[X]2. (6.15)

Prednost uporabe enacbe (6.15) pred (6.14) bomo prikazali v racunskem primeru 6.1. Izpeljimo nekaj
lastnosti variance slu€ajne spremenljivke. Varianca konstante c je ob upoStevanju (6.11) enaka

var[c] = E[(c — ¢)?] = E[0] = 0, (6.16)

kar je pri¢akovan rezultat, saj konstanta c ni slu€ajna spremenljivka, ampak deterministicna vrednost,
katere razprSenost je enaka ni¢. Varianca linearne funkcije a + b X slucajne spremenljivke X je enaka
(upoStevajmo tudi enacbi (6.12) in (6.14))

varfa+bX] =E[(a +bX — (a + bmx))?] = E[p* (X — mx)?] = b* var[X]. (6.17)

Primer 6.1: Dolocimo pric¢akovano vrednost, varianco ter koeficienta asimetrije in splos¢enosti sluc¢ajne
spremenljivke X, ki predstavlja rezultat metanja poStene kocke!

ReSitev: Verjetnostno funkcijo te slucajne spremenljivke smo dolo¢ili Ze v primeru 4.2.
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Pricakovano vrednost in varianco dolo¢imo po enacbah (6.3) in (6.6):

6
1+2+34+4+54+6
mx = wipx(z;) = =

3.5
=1 6
in
6
0% =Y (zi —mx)’ px(z;)
=1
_ (1-35)2+(2-35)2+ (3—3.5)*+ (4 —3.5)? + (5 — 3.5) + (6 — 3.5)*
B 6
35
= =1209167
12

Izraunajmo varianco te slucajne spremenljivke Se z uporabo enacbe (6.15):

6
12 +22 432 4+ 42 + 52 + 62
U%(:ZJU?PX(%)—m_QX: R —g TR 352 99167,
=1

Standardna deviacija ox je enaka

ox =1/0% = V29167 = 1.7078.

Doloc¢imo Se koeficienta asimetrije v, x in sploS€enosti y2x. Glede na to, da je enakomerna porazdelitev
simetri¢na, lahko pric¢akujemo, da bo koeficient asimetrije enak ni¢

6
MNXx = 01*3’( ;(wi —mx)® px (x)
 (1-35)3+(2-35)*+(3-35)>+(4—35)>+ (5—35)3+ (6 -3.5)> 0
1.70783 - 6 '
Koeficient splos¢enosti oziroma koeficient kurtosis pa je enak
18
Yox == 3 (i —mx)* px(x;)
X =1
_(1-35)"+(2-35)"+(3-35)"+(4-35"+(5-35)"+(6-35)" _ L7314

1.7078* - 6
Po pric¢akovanju smo izracunali koeficient kurtosis, ki je manjsi od 3, kar je znacilno za splos¢ene poraz-
delitve.

Primer 6.2: Dolocimo pri¢akovano vrednost, varianco ter koeficienta asimetrije in splos¢enosti zvezne
slucajne spremenljivke X, porazdeljene po eksponentni porazdelitvi! Gostota verjetnosti je

fx(z) =2 x> 0.
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Resitev: Pricakovano vrednost izratunamo po enacbi (6.3)

o o C
myx = /$fx($)d$=/2$€_2xd$= lim [ 2ze % dx.
CcC— 00
—00 0 0

Gornji integral dolo¢imo z integriranjem po delih in dobimo:

c 1 1
[ ge) (o)
0 c—00 2 9

Za prvi izraz v limiti lahko z L’Hdpitalovim' pravilom pokaZemo, da je enak ni¢. O¢itno sta ni¢ tudi
drugi in tretji ¢len. Tako lahko zaklju¢imo, da je pricakovana vrednost te slucajne spremenljivke enaka

C—00

1
mx = lim <—a: e % 3 62‘”)

1
mx = —.
X7 9

Na podoben nacin z upoStevanjem enacbe (6.15) in zaporedno uporabo integriranja po delih lahko
izratunamo tudi vi§je momente. Rezultati, ki smo jih dobili s programom MATHEMATICA s0:°

var[X] = — Nnx =2, Yox = 9.

Ker je eksponentna porazdelitev nesimetricna smo lahko pri¢akovali, da je koeficient asimetrije razli¢en
od ni¢. Eksponentna porazdelitev je tudi o¢itno bolj konicasta od normalne, zato je koeficient sploS¢enosti
vedji od 3.

! Guillaume Francois Antoine Marquis de L’ Hépital, francoski matematik, avtor prvega u¢benika o diferencialnem radunu,
(1661-1704).
% Integracija, izvedena s programom MATHEMATICA:

fX[x_ ] := 2 E*(-2 x);

mx = Integrate[x f£X[x],{x,0,Infinity}];

varx = Integrate[ (x-mx)*2 £X[x],{x,0,Infinity}];

sigmax = Sqrt[varx];

gamal = Integrate[ (x-mx)*3 £fX[x],{x,0,Infinity}]/sigmax"3;
gama2 = Integrate[ (x-mx)“*4 £X[x],{x,0,Infinity}]/sigmax”4;

Print["mx = ",mx]; Print["Var[X] = ",varx];
Print["gamal = ",gamal]; Print["gama2 = ",gama2];
1
mx = —
2
Var [X] !
ar = -
4
gamal 2

Q
Q
=l
Q
N

Il
©


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/De_L'Hopital.html
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6.3 Momenti in centralni momenti slucajnega vektorja

Obravnavamo slu€ajni vektor z dvema sluc¢ajnima spremenljivkama X in Y. Momente slu¢ajnih vektor-
jev vecjih razseZnosti izraCunamo na enak nacin in jih zato ne bomo obravnavali. Moment diskretnega
in zveznega slucajnega vektorja reda p, r definiramo z naslednjima enacbama

nx ny 0o 0
mZD =SS oy (ay),  mEy) = / / Py fxy(e,y) dedy. (6.18)
i=1 j=1

-0 =00
Enako kot pri momentih slucajne spremenljivke iz lastnosti verjetnostne funkcije in gostote verjetnosti
sledi, da sta ni¢ta momenta slucajnega vektorja enaka ena

0,0
g(Y):l

Zaradi krajSega zapisa bomo v nadaljevanju obravnavali le zvezne slucajne vektorje. Vse ugotovitve,
do katerih bomo prisli, lahko brez tezav pokaZemo tudi za diskretne slucajne vektorje. Pri sluc¢ajnem
vektorju z dvema elementoma imamo dva momenta prvega reda, ki ju izraCunamo po naslednjih enacbah:

—00 —00

mxy / /nyYeT y dx dy.

—00 —O0

Ob upostevanju enacbe (4.26) za doloCitev delnih gostot verjetnosti fx (x) in fy (y) in definicije pri¢akovane
vrednosti slucajne spremenljivke (enacba (6.3)) lahko zapiSemo

my = /93 /fxy(w,y)dy dr = /:Cfx(x)dx:mx,
e [ o e (6.19)
mlgy) = /y /fxy(w,y)dw dy = /yfy(y)dyzmy-

Vidimo, da smo dolodili pricakovani vrednosti slucajnega vektorja X,Y. Ker momenti vi§jega reda
nimajo neposrednega pomena, nadaljujemo z definicijo centralnega momenta reda p, r

ey —//w—mX (y —my)" fxy(z,y) dz dy.

—00 —0O0

Podobno kot pri momentih slucajne spremenljivke velja, da so ,ug?’)g) =1, M%) = 0 in ug?’;) = 0.

Najpomembnejsi so momenti drugega reda, ki so v primeru dvorazseZnega slucajnega vektorja trije.
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Upostevajmo enacbi (4.26) in (6.6) in dobimo

MXY—//LE—mX Ixy(z, y)d$dy—/($—mx /fxyﬂiydydl‘
o - (6.20)
_ /(x—mx)zfx(:v)d:n — var[X] = 0%,
i) = / / y —my)? fxy(z,y) dedy = /(y my ) /fXYJJ y)dz dy
N - (6.21)
= /(ymy)ny(y)dy = var[Y] = 0.

Zgornji enacbi opisujeta varianci sluajnih spremenljivk X in Y in predstavljata meri za razprSenost
sluCajnih spremenljivk X in Y. Tretji moment drugega reda pa ozna¢imo s cov[X, Y] oziroma oxy in
imenujemo kovarianca med sluc¢ajnima spremenljivkama X in Y slucajnega vektorja X, Y

(o ole o]

u;;) = / / x—mx)(y—my) fxy(z,y)dedy = cov[X,Y] = oxy. (6.22)

—00 —O0

ZapiSimo sedaj Se definicije pricakovanih vrednosti, varianc in kovariance za diskretni slucajni vektor
dveh slucajnih spremenljivk. Podobno kot v enacbah (6.19), (6.20), (6.21) in (6.22) lahko zapiSemo:

nx ny

mx = mf%YO = ZZ%Z?XY i, Y5)
=1 j=1
nxy ny
0,1
my = m&y) = Z Z@/j pxv (i, Yj)
i=1 j=1
nxy ny
2,0
var[X] = 0% = uigy) =3 (=i )? pxy (i, ) (6.23)
=1 j=1
nxy ny
0,2
var[Y] = 0% = ugﬂ/) = Z Z v)? pxy (2, yj)

=1 j=1

nx ny

COV[X, Y] =0xy = M;;) = ZZ mY)pXY(xzay])
=1 j=1
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Kovarianca med dvema slucajnima spremenljivka je mera za njuno linearno odvisnost. Za lazjo primer-
javo vpeljemo brezdimenzionalno mero pxy, ki jo imenujemo korelacijski koeficient in dolo¢imo po
naslednji enacbi

PXY = = (6.24)

Vrednost korelacijskega koeficienta leZi na obmocju od —1 do 1 (—1 < pxy < 1), kar bomo dokazali
v primeru 6.6. Vrednosti okoli ni¢le pomenijo, da slu¢ajni spremenljivki nista linearno odvisni. Vre-
dnosti blizu 1 pomenijo mocno pozitivno linearno odvisnost, vrednosti blizu —1 pa mo¢no negativno
linearno odvisnost. Ce je korelacijski koeficient med dvema slu¢ajnima spremenljivkama X in Y blizu
ena, pomeni, da velikim vrednostim sluc¢ajne spremenljivke X pripadajo velike vrednosti spremenljivke
Y. Nastejmo nekaj primerov takih parov: Clovekova viSina in teZa, mo¢ avtomobilskega motorja in
najvecji pospeski, ki jih zmore avtomobil, obteZba in pomik (pri dovolj majhni obtezbi, tako da je vpliv
nelinearnosti majhen), natezna trdnost betona in kvadratni koren njegove tlaéne trdnosti® in §¢ mnogo
drugih. Za slucajni spremenljivki s korelacijskim koeficientom blizu —1 pa velja, da manjSe vrednosti
slucajne spremenljivke X pogojujejo velike vrednosti slucajne spremenljivke Y in obratno. Tudi takih
parov je mnogo: teZa ¢loveka in njegov najboljsi doseZek v skoku v visino, najvecja hitrost avtomobila v
zavoju in ukrivljenost zavoja, tlacna trdnost betona pri ciklicni obremenitvi in Stevilo ponovitev obtezbe
(ciklov).* Korelacijski koeficient okoli ni¢ pomeni, da velike vrednosti ene slu¢ajne spremenljivke ne
pomenijo nujno tudi velike ali majhne vrednosti druge. Taki pari slucajnih spremenljivk so: koli¢ina
padavin, ki pade v nekem obmocju v dveh zaporednih letih, stalna obteZba na konstrukcijo in obteZzba z
vetrom in mnogo drugih. Kot smo pri zadnjih primerih nakazali, je neodvisnost med slucajnima spre-
menljivkama razlog zato, da je korelacija med njima enaka ni¢. DokaZimo!

Za dve neodvisni slu€ajni spremenljivki velja, da je gostota verjetnosti vektorja X,Y produkt gostote
verjetnosti slucajnih spremenljivk X in Y (enacba (4.30))

fxv(z,y) = fx(x) fy(y).

Ob upostevanju zadnje enacbe v (6.22) in dejstvu, da sta centralna momenta ,ug%) in ,ug,l) enaka nic,

dobimo

cov[X, Y] = / / (& — mx) (y — my) fxy (@, y) de dy

= /(f”_mX)fX(f'f)dx' /(y—my)fy(y)dy:ugpug/l)ZU'

3 EK. Kong, R.H. Evans, E. Cohen, F. Roll (eds.), Handbook of Structural Concrete, McGraw-Hill, Book Company, 1983,
str. 5-11.

* EX. Kong, R.H. Evans, E. Cohen, F. Roll (eds.), Handbook of Structural Concrete, McGraw-Hill, Book Company, 1983,
str. 16-8.
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Dokazali smo, da imata dve neodvisni slucajni spremenljivki kovarianco in s tem tudi korelacijski koefi-
cient enako ni¢. Toda pazite! Obratno ne velja vedno. To pomeni, da sta lahko dve slucajni spremenljivki
stohastic¢no odvisni tudi v primeru, ko je korelacija med njima enaka ni¢ (glej primer 6.4).

Primer 6.3: Dolocimo kovarianco slucajnega vektorja X,Y iz primera 4.7. Gostota verjetnosti je

x

fxy(z,y) = 0<z<a 0<y<2m

Ta?

ReSitev: Najprej moramo doloditi pri¢akovani vrednosti slucajnih spremenljivk po enacbah (6.19), pri
¢emer uporabimo rezultata iz primera 4.7 (enacbi(4.31 in (4.32)):

o0 a
2z 23| 2a
mx /xfx(x) x /x 2 dr= 55 T3
—00 0
o) 27 1 y2 -
my = /yfy(y)dy=/ydy= —| =
27 4|,
—00 0

Kovarianco slucajnega vektorja X, Y izraCunamo po enacbi (6.22)

cov[X,Y] = / /(x—mx)(y—my)fXY(%y)dQCd@/

—00 —00
a 27

:/ <x—23“> (y—w)%dajdy

0 0

i 2a T y? 2 i 2a x

[=5) sz (5-m)], #= [ (=5) sow=e
0 0

Kovarianca med tema dvema slu€ajnima spremenljivkama je enaka ni¢. Glede na to, da smo v primeru
4.7 pokazali, da sta slucajni spremenljivki X in Y v tem primeru neodvisni, je tak rezultat pricakovan.

Primer 6.4: Dolocimo kovarianco slucajnega vektorja X,Y iz primera 4.8. Gostota verjetnosti je
doloc¢ena z enacbo (4.33)

1

2 2 2

fXY(xay) =
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Resitev: IzraCunati moramo pri¢akovani vrednosti slu¢ajnih spremenljivk po enacbah (6.19) in kova-
rianco po enacbi (6.22). Za vajo izracunajmo Se varianci slucajnih spremenljivk X in Y. Integrirati
moramo po naslednjih enacbah:

R
mx—/
\/72

/R [

VRTZ

VEE 22

/ ;17 dy dx
—VR2—22
R2—¢

R +VR2—z2 1
_ 2
var[X] = / / (xr —mx) Wdydx
~R _JRT—3?
R VR2?2—z?
var[Y] = / / (y — my)? R2 dy dz
~VR2=2?
R VR2?2—zx2
cov[X,Y] = / / (x —mx)(y—my) — R2 dy dx
R —/RZ—32
Integracijo opravimo s programom MATHEMATICA.> Tako dobljeni rezultati so:
RQ

myx = my =0, var[X] = var[Y] = R cov[X,Y] =0.

5 Integracija, izvedena s programom MATHEMATICA:

fxy = 1/Pi/R*2;

mx Integrate[Integrate[x fxy,{y,-Sqgrt[R*"2-x*2],Sqrt[R*"2-x"2]}],{x,-R,R}];

my Integrate[Integrate[x fxy,{y,-Sqrt[R*"2-x72],Sqrt[R*"2-x"2]}],{x,-R,R}];

Varx = Integrate[Integrate[ (x-mx)*2 fxy,{y,-Sqrt[R*2-x*2],Sqrt[R*2-x"2]}],{x,-R,R}];

Vary Integrate[Integrate[ (y-my)*2 fxy,{y,-Sqrt[R*2-x*2],Sqrt[R*2-x*2]}],{x,-R,R}];
Covxy = Integrate[Integrate[ (x-mx) (y-my) £xy,{y,-Sqrt[R*2-x"2],Sqrt[R*2-x*2]}],{x,-R,R}];
Print["mX = " ,mx]; Print["mY¥ = " my];
Print["Var[X] = ",Varx]; Print["Var[Y] = ",Vary]; Print["Cov[X,Y] = ", Covxy];
mX = 0
mY = 0
2
R
Var [X] = —-
4
2
R
Var[Y] = —-
4

Cov[X,Y]
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Izkazalo se je torej, da je tudi korelacija med tema dvema slucajnima spremenljivkama enaka ni¢, Ceprav
smo v primeru 4.8 pokazali, da slu€ajni spremenljivki nista neodvisni. To je dokaz, da nekoreliranost
(korelacija med dvema spremenljivkama je enaka ni¢) Se ne pomeni tudi neodvisnost dveh slucajnih
spremenljivk.

6.4 Pricakovana vrednost funkcije slu¢ajnega vektorja

Ce poznamo porazdelitev slucajnega vektorja X,Y in nas zanima pri¢akovana vrednost funkcije tega
vektorja

Z =g(X,)Y),

jo izraCunamo na podoben nacin kot priakovano vrednost funkcije slucajne spremenljivke (enacba
(6.10))

E[Z] = / /g(:v,y)fxy(w,y)dxdyZE[g(X,Y)]- (6.25)

—00 —00

Ce primerjamo enacbe, s katerimi definiramo varianci in kovarianco slu¢ajnega vektorja X, Y (enalbe
(6.20), (6.21) in (6.22), vidimo, da predstavljajo varianci in kovarianca priakovane vrednosti funkcij
slu¢ajnih vektorjev

var[X] = E[(X — mx)?] = E[X?] — E[X]?

var[Y] = E[(Y — my)?] = E[Y?] — E[Y]?

cov[X, Y] =E[(X —mx)(Y —my)]
Morda najpomembnejsa lastnost pricakovane vrednosti funkcij slucajnih vektorjev je, da je pricakovana

vrednost vsote funkcij slu¢ajnega vektorja enaka vsoti priCakovanih vrednosti funkcij slu€ajnega vektorja
(linearnost):

E[g1(X,Y) 4+ g2(X, Y)] = E[g1(X, Y)] + E[g2(X, Y)], (6.26)

kar lahko bralec sam preveri na enak nacin, kot smo to naredili za isto lastnost pricakovane vrednosti
funkcije sluc¢ajne spremenljivke. Z uporabo enacbe (6.26) lahko izpeljemo nekatere uporabne zveze za
pricakovane vrednosti in druge momente slucajnih vektorjev in njihovih funkcij. Izpeljimo alternativni
obrazec za racun kovariance slucajnega vektorja X, Y

cov(X, Y] =E[(X —mx)(Y —my)] =E[XY — Xmy —mx Y + mx my]
[XY] —my E[X] —mx E[Y] +mx my (6.27)
[XY] —mx my = E[XY] — E[X]E[Y].

Il
B o
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Primer 6.5: Dolocimo pri¢akovano vrednost in varianco slucajne spremenljivke Z, ki je linearna kom-
binacija sluc¢ajnih spremenljivk X inY’

Z =aX+0bY.
Resitev: Pricakovano vrednost sluc¢ajne spremenljivke Z dolo¢imo z enacbo (6.26)
myz =E[Z] =E[aX +bY] =aE[X]+bE[Y] =amx + bmy. (6.28)

Vidimo, da je pri¢akovana vrednost vsote dveh slucajnih spremenljivk vsota pri€akovanih vrednosti.
Tudi varianco dolo¢imo z uporabo iste enacbe

var[Z] = var[a X +bY] = E[Z%] —E[Z)? =E[(a X + bY)?| = E[a X + bY]?
=E[a>X?+2ab XY +0?Y? — (amx +bmy)?
= a’BE[X?] + 2abE[XY] + ¥’ E[Y?] — a? m% — 2abmx my — b*mi

Ob upostevanju enacb (6.15) in (6.27) v zadnji enacbi dobimo izraz za varianco linearne kombinacije
dveh slucajnih spremenljivk

var[Z] = var[a X + bY] = a® var[X] + b% var[Y] 4 2abcov[X, Y]. (6.29)

Zadnjo enacbo pogosto napiSemo tudi v naslednji obliki

O‘% = q? O‘gf +b? 032/ + 2abpxy ox oy .

Poseben primer linearne kombinacije je vsota dveh slucajnih spremenljivk. Pricakovana vrednost in
varianca vsote dveh slucajnih spremenljivk sta

2 2 2
mx4y = mx + my, Ux+y:(7x+0y+2pxy0'xo'y.

Zadnja enacba opisuje zanimivo in vcasih zelo uporabno dejstvo, da je lahko varianca vsote dveh slu¢ajnih
spremenljivk manjSa od variance obeh posameznih slucajnih spremenljivk. Pogoj za to je negativna ko-
reliranost slu¢ajnih spremenljivk X in Y. Vzemimo primer, ko sta varianci slu¢ajnih spremenljivk X in
Y enaki (6% = 0%), korelacijski koeficient pa je —0.9

0% =20% —2-09 0% = 0.20%.

V tem primeru je bila varianca vsote slucajnih spremenljivk X in Y kar petkrat manjSa od variance
sluajne spremenljivke X.

Obravnavajmo $e primer, ko je korelacijski koeficient enak —1. V tem primeru je

0% =0% + 0% —20x 0y = (0x —oy)>.

V posebnem primeru, ko sta varianci dveh slu¢ajnih spremenljivk enaki, korelacijski koeficient pa je enak
—1, je varianca vsote teh dveh slucajnih spremenljivk enaka ni¢: nenavaden rezultat, ki pravi, da vsota
dveh slucajnih spremenljivk ni slu¢ajna spremenljivka, temvec deterministi¢na konstanta Z = mx+my-.
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Ce sta slu¢ajni spremenljivki nekorelirani (kovarianca oziroma korelacijski koeficient je enak ni¢), se
zadnja enacba (6.29) poenostavi

var[Z] = var[X + Y] = var[X] + var[Y] = 0% + 0% (6.30)

Ker velja, da je korelacijski koeficient dveh neodvisnih slucajnih spremenljivk enak ni¢, velja zadnja
enacba tudi za vsoto dveh neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk.

Na enak nacin lahko dolo¢imo tudi pri¢akovano vrednost in varianco razlike dveh sluc¢ajnih spremenljivk.
Rezultati, ki jih bralec lahko sam preveri, so:

E[X — Y] = E[X] — E[Y]
var[X — Y] = var[X] + var[Y] — 2cov[X, Y]
in za nekorelirani oziroma neodvisni slu¢ajni spremenljivki
var[X — Y] = var[X] 4 var[Y]. (6.31)

Vidimo, da je varianca razlike dveh neodvisnih slucajnih spremenljivk vsota varianc teh dveh slucajnih
spremenljivk.
Primer 6.6: Dokazimo, da vrednost korelacijskega koeficienta pxy vedno leZi med —1 in 1/

Resitev: Vzemimo, da je slu¢ajna spremenljivka Z enaka
Z=X+1Y,

kjer je t poljubno realno Stevilo. Varianca slucajne spremenljivke Z je po enacbi (6.29) enaka
var[Z] = var[X] + 2t cov[X, Y] + t?var[Y] = f(t) > 0.

Ta enacba predstavlja kvadratno funkcijo f(¢), ki mora biti za poljubni ¢ nenegativna, kar tudi pomeni,
da ne sme imeti dveh realnih korenov. Pogoj za to je, da je diskriminanta enacbe manjsa ali enaka nic:

4eov[X,Y] —dvar[X]var[Y] <0 —  cov[X,Y]? < var[X]var[Y]
—  Veov[X, V]2 < (var[X]var[Y] — |cov[X,Y]| < oxoy
cov[X,Y]

- _UXJY§COV[XaY]§UXUY — _1Sﬁ§1
X 0Y

— —1<pxy <1

Primer 6.7: Dolocimo pric¢akovano vrednost in varianco sluc¢ajne spremenljivke Z, ki je produkt slucajnih
spremenljivk X in Y

Z=XY.
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Resitev: Pri¢akovano vrednost slu¢ajne spremenljivke E[X Y] dolo¢imo neposredno iz enacbe (6.27)
E[Z] = E[XY] = cov][X,Y] + E[X]E[Y].

Pric¢akovana vrednost produkta dveh slucajnih spremenljivk je torej odvisna tudi od kovariance med tema
dvema slucajnima spremenljivkama. Le v primeru, da je kovarianca enaka nic, velja preprosta zveza, ki
pravi, da je pricakovana vrednost produkta dveh sluc¢ajnih spremenljivk produkt pri¢akovanih vrednosti

E[XY] = E[X]E[Y]. (6.32)
Varianca slucajne spremenljivke Z je
var[Z] = BE[Z?] - E[Z])* = E[X?Y?] - E[XY % (6.33)

Zadnja enacba vkljuCuje moment Cetrtega reda (2 + 2) slucajnega vektorja X, Y, ki ga lahko izratunamo
le v primeru, da poznamo porazdelitev tega slucajnega vektorja. Naloga se nekoliko poenostavi, Ce sta
slu¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni. Tedaj sta neodvisni tudi slu¢ajni spremenljivki X2 in Y2, Zato
lahko moment Cetrtega reda po enacbi (6.32) zapiSemo kot produkt dveh momentov drugega reda

E[X?Y? = E[X? E[Y?. (6.34)
1z enacbe (6.15) sledi zveza

E[X*) = 0% +mk,
ki jo skupaj z enacbama (6.32) in (6.34) vstavimo v enacbo (6.33) in po preureditvi dobimo

var[Z] = 0% 0% + 0% my + m%k o5

Pri tem primeru se je ponovno pokazala razlika med neodvisnostjo in nekoreliranostjo. Zato, da smo
lahko izpeljali enacbo za dolocitev variance produkta dveh slucajnih spremenljivk, nekoreliranost ni bil
zadosten pogoj. Slucajni spremenljivki sta morali biti neodvisni!



7 Verjetnostne porazdelitve

V prejsnjih poglavjih smo vpeljali pojme porazdelitev, porazdelitvenih funkcij, momentov porazdelitev
in podobno. Razen v racunskih primerih pa posebnosti posameznih porazdelitev nismo obravnavali. V
naslednjem poglavju bomo opisali razli¢ne porazdelitve. Najprej bomo opisali najpreprostejso diskretno
in zvezno porazdelitev — enakomerna porazdelitev. Nato bomo obravnavali skupino porazdelitev, ki izha-
jajo iz preprostega poskusa z dvema moznima izidoma — Bernoullijev poskus. Na osnovi Bernoullijevega
poskusa bomo izpeljali binomsko, geometri¢no, Pascalovo, Poissonovo, eksponentno porazdelitev in po-
razdelitev gama (I"). Nadaljevali bomo z opisom limitnih porazdelitev, katere najpomembnejsa in najbolj
znana je normalna oziroma Gaussova porazdelitev. Druge limitne porazdelitve so Se logaritemsko nor-
malna in porazdelitve ekstremnih vrednosti. Z normalno porazdelitvijo so povezane pogosto uporabljane
porazdelitve: porazdelitev x?, §tudentova porazdelitev ¢ in porazdelitev F.

7.1 Enakomerna porazdelitev

7.1.1 Enakomerna diskretna porazdelitev

To najpreprostejSo porazdelitev smo v ra¢unskih primerih obravnavali Ze v prej$njih poglavjih (glej pri-
mere 4.2, 5.1, 5.2 in 6.1). Zalogo vrednosti predstavlja mnoZica n Stevil z;, ki so enakomerno razpore-
jene, tako da je

Tipy1—x;=d

za vse vrednosti ¢ = 1,...,n — 1. Verjetnostna funkcija ima v tem primeru enake vrednosti za vse
xi,t = 1,...,n, ki tvorijo zalogo vrednosti
1 .
pX(mi):p:ﬁ, i=1,...,n.

Pogosto vzamemo, da je x; = 7. V tem primeru je pricakovana vrednost enaka

1
BLx] = -,
2
variacija je
2
-1
var[X] = n ,

12
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koeficienta asimetrije in splos¢enosti pa sta

3(3n? —17)
Tix ) T2x 5(n2 — 1)

Ta preprosta porazdelitev je zelo pomembna porazdelitev pri teoriji iger na sre€o, kjer so bolj zapleteni
dogodki (na primer: met ve€ kock, igra s kartami) sestavljeni iz zelo preprostih dogodkov, kjer so vsi
izidi enako verjetni (na primer: met kocke, dvig posamezne karte, rezultat rulete).

7.1.2 Enakomerna zvezna porazdelitev

Tudi to porazdelitev smo Ze obravnavali (glej primera 4.4 in 5.5). V primeru 4.4 smo zapisali gostoto
verjetnosti (4.9) in porazdelitveno funkcijo (4.10):

0, z < a,
1
fx(z) = , a<uz<b,
b—a
0, b <.
in
0, z < a,
Fy(z) = ”Z:z a<xz<b,
1, b<u.

Osnovne momente (pri¢akovano vrednost, standardno deviacijo, koeficient asimetrije in koeficient kur-
tosis) izraCunamo po enacbah (6.3)—(6.9)

E[X]:mX:a;b,
b—a)?
X] = 2 :(
var[X] = o% T
VlX_Ou
Yox = 1.8

To porazdelitev lahko uporabimo, Ce je gostota verjetnosti, da slucajna spremenljivka zasede poljubno
vrednost na obmocju od a do b, enaka. Pri inZenirskih problemih so slucajne spremenljivke obicajno
neenakomerno porazdeljene. Vcasih enakomerno porazdeljeno sluc¢ajno spremenljivko uporabijo zaradi
neznanja ali nepoznavanja problema, ki ga obravnavajo.

Kljub vsemu je to zelo pomembna porazdelitev, saj s pojmom generiranje slu¢ajnega Stevila najpogosteje
mislimo prav na generiranje enakomerno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke, kjerjea = 0inb = 1. Ce
v racunalniS$kem programu uporabimo ukaz Random ali temu ukazu ustrezen ukaz, generiramo slucajno
spremenljivko, ki je enakomerno porazdeljena od ni¢ do ena. Tako generirana slu¢ajna spremenljivka je
osnova za generiranje poljubno porazdeljene slucajne spremenljivke. Kako se generira poljubno poraz-
deljeno slu¢ajno spremenljivko, bomo obravnavali v poglavju Simulacije.
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7.2 Porazdelitve, ki izvirajo iz Bernoullijevega poskusa

Bernoullijev! poskus je preprost poskus, ki ima dva mozna izida. Rezultat Bernoullijevega poskusa je
slu¢ajna spremenljivka X, porazdeljena po Bernoullijevi porazdelitvi. Zaloga vrednosti vkljucuje dve
vrednosti, ki ju obi¢ajno ozna¢imo z 0 in 1. OCitno je torej, da moramo to slucajno spremenljivko
razvrstiti med diskretne slucajne spremenljivke. Po pomenu lahko vrednosti take slucajne spremenljivke
predstavljajo: belo — ¢rno, neuspeh — uspeh, Stevilka — grb pri metu kovanca, visoko —nizko... Verjetnost,
da se zgodi uspeh oziroma, da ima slucajna spremenljivka X vrednost 1, oznaimo s p. Verjetnost
neuspeha oziroma, da ima slucajna spremenljivka vrednost 0, pa ozna¢imos g = 1 — p.

Verjetnostna funkcija slucajne spremenljivke X, ki je porazdeljena po Bernoullijevi porazdelitvi, je

N_J(1=-p) X=21=0

Porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke, porazdeljene po Bernoullijevi porazdelitvi, je

0 <0
Fx(z)=¢ 1-p 0<z<1
1 1<z

Verjetnostno in porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke, porazdeljene po Bernoullijevi porazde-
litvi, prikazujemo na sliki (7.1).

0.8 F;
bx T 1.0 —

0.6 ‘ 0.8 }
0.4 } 0.6 }
\ \
0 * | 0.4 ‘

. \ ‘ 0.2 \

\ | |
0 0 1 0 0 1

Ti x

Slika 7.1: Verjetnostna funkcija in porazdelitvena funkcija Bernoullijeve porazdelitve

Pri¢akovano vrednost in varianco slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene po Bernoullijevi porazdelitvi,

Jacob (J acques) Bernoulli, $vicarski matematik in astronom (1654-1705).


http://www.km.fgg.uni-lj.si/predmeti/sei/ljudje/Bernoulli_Jacob.html
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izraCunamo po enacbah (6.3) in (6.15)
2
E[X] =Y zipx(z:)=0-(1—p)+1-p=p
i=1

2
EX?] =) afpx(e:) =0 (1-p)+1%-p=p
=1
var[X] = E[X?] - EX]?=p—p>=p(1 —p)

Primer 7.1: Pri koliksni vrednosti p je varianca slucajne spremenljivke, porazdeljene po Bernoullijevi
porazdelitvi, najvecja? Dolocimo pric¢akovano vrednosti in varianco za ta primer.

Resitev: Ekstremno vrednost variance dolo¢imo z odvajanjem var[X | po parametru p:

dvar| X 1
7[ ]:1_2]9:0 ? Pmaz = 5-
dp 2

Da je ta vrednost res maksimalna vrednost sledi iz dejstva, da je drugi odvod d?var/dp? manjsi od nic.
Vrednosti pricakovane vrednosti in variance sta v tem primeru
1 1
E[X] = 2 var[X] = 7
Poleg tega lahko opazimo, da je vrednost variance za p = 0 in p = 1 enaka ni¢. V teh dveh primerih
pravzaprav nimamo opravka s slucajno spremenljivko, temvec¢ z dvema dolo¢enima (deterministicnima)
konstantama, v prvem primeru je to vrednost 0, v drugem pa 1.

7.2.1 Binomska porazdelitev

Vzemimo, da opravimo oziroma opazujemo ve¢ zaporednih Bernoullijevih poskusov. Osnovni pred-
postavki, ki ju pri tem uposStevamo, sta: poskusi so medsebojno neodvisni, verjetnost uspeha se pri
ponavljanju ne spreminja.

Ce slutajna spremenljivka Y predstavlja $tevilo uspehov v n ponovitvah Bernoullijevega poskusa,
pravimo, da je porazdeljena binomsko. Zaloga vrednosti te sluajne spremenljivke so vsa cela Stevila od
0 do n, saj se v n ponovitvah poskusov ne more zgoditi manj kot ni¢ uspehov in ne ve¢ kot n uspehov.
Pri dolocitvi verjetnostne funkcije te slu¢ajne spremenljivke Y nas torej zanima, kolikSna je verjetnost,
da se je v n ponovitvah Bernoullijevega poskusa zgodilo y uspehov

py(yi) =PlY =v], v =0,1,...,n.
Opisimo nekaj primerov binomsko porazdeljene slucajne spremenljivke:

— Kovanec vrzemo n krat in opazujemo, ali pade grb ali Stevilka. Stevilo metov, ko je padel grb,
oznac¢imo z Y, ki je slucajna spremenljivka, porazdeljena po binomski porazdelitvi. Pri poStenem
kovancu je verjetnost, da pade grb, enaka p = 0.5.
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— Glede na opazovanja v preteklosti, lahko ocenimo verjetnost p, da bo v enem letu na nekem
obmocju priSlo do vsaj ene poplave. Slucajna spremenljivka Y, ki predstavlja Stevilo poplavnih let
v obdobju naslednjih n let, je binomsko porazdeljena slucajna spremenljivka.

— Verjetnost, da nek doloc¢en koSarkar zadene prosti met je p. Ob predpostavki, da se ta verjetnost
s casom ne spreminja in da je vsak met neodvisen od vseh drugih, lahko reCemo, da je slucajna
spremenljivka Y Stevilo zadetih prostih metov v n poskusih, kolikor jih je imel nas koSarkar na
voljo v eni tekmi.

Preden izpeljemo verjetnostno funkcijo binomsko porazdeljene slu€ajne spremenljivke, reSimo preprosto
nalogo.

Primer 7.2: Vzemimo, da opravimo Stiri enake in neodvisne Bernoullijeve poskuse, pri katerih je ver-
Jetnost uspeha enaka p=0.3. Oznacimo slucajne spremenljivke, ki predstavijajo rezultat teh poskusov z
X1, Xo, X3 in X4. Doloc¢imo verjetnosti, da je stevilo uspehov'Y v stirih ponovitvah enako 0, 1, 2, 3 in
4, kar predstavija zalogo vrednosti slucajne spremenljivke Y/

Resitev: Najprej dolo¢imo verjetnost, da je Y = 0. Ta dogodek je produkt Stirih neodvisnih dogodkov
in sicer, da je X; = 0, X3 = 0, X3 = 0in Xy = 0. Slucajna spremenljivka Y dobi vrednost nic¢
le v primeru, da imajo vse Stiri slu¢ajne spremenljivke X; vrednost ni¢. Zaradi neodvisnosti dogodkov
X; = 0 je verjetnost produkta teh dogodkov produkt verjetnosti. Zato dobimo:

Dogodek Y = 1 je sestavljen dogodek iz dogodka, da je X1 = 1, drugi pa so enaki ni¢, dogodka, da je
X9 =1, ostali pa so enaki nic¢ in tako dalje.

PlY =1] = P[(X1 = 1) N (X2 = 0) N (X5 = 0) N (X4 = 0)) U
U((X1=0)N (X2 =1)N (X3 =0)N (X4 =0)) U
U((X1=0)N(Xa=0)N(X3=1)N(Xs=0)) U
U (X1 =0)N (X =0)N (X3 =0) N (Xg = 1))].

Ker so si sestavljeni dogodki, ki jih pri ra¢unu verjetnosti P[Y = 1] seStejemo, medsebojno nezdruZljivi,
lahko verjetnost vsote zapiSem kot vsoto verjetnosti

PY=1=P[(X;=1)Nn(Xe=0)N(X3=0)N (X4 =0)] +
+P[(X1=0)Nn(Xe=1)N(X3=0)N (X4 =0)] +
+P(X1=0)Nn(Xe=0)Nn(X3=1)N (X4 =0)] +
+P(X;1=0N(X2=0)N(X3=0)N (X4 =1)].
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]=4-(1-p)3-p

0], so tudi sedaj posamezni dogodki v produktu neodvisni,
0) N (X4

1) (X3 = 0) N (X4 = 0)) U
U((X1 = 1)1 (X = 0) N (X3 = 1) N (X3 = 0)) U
U (X3

U (X1
U ((X1

1) N (Xg

1)ﬂ(X2:O)ﬂ(X3:O)ﬂ(X4

O)Q(ngl)ﬂ(ngl)ﬁ()Ql

+P[_X1:O]P[_XQZO]P[X3:1]P[X4:O]+
1 PIX, = 0] P[X; = 0] P[X; = 0] PLX,
0)ﬂ(X2

PlY =1] = P[X; = 1] P[Xy = 0] P[X3 = 0] P[X, = 0] +

zaradi Cesar lahko verjetnost produkta teh dogodkov zapiSemo kot produkt verjetnosti
Na podoben nacin dolo¢imo tudi verjetnosti,daje Y =2, Y =3inY =4.

Tako kot pri dolocitvi verjetnosti P[Y’
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0.0081.

1)U
p4

1) N (X3 = 0) N (X4
1P[X3=1]P[X4=1]=4-(1-p)-p* = 0.0756,

1) N (X2

DN(Xa=1)N(Xz=1)N(Xs=1)] =

1]P[X2:1]P[X3:1]P[X4:O]+

U((Xl:O)Q(XQZ1)ﬂ(X3:1)ﬁ(X4=1))]:

PlX,

U(Xi=1)NnXe=0)n(Xz=1)N(X4=1)) U
—i—P[Xl:1]P[X2:0]P[X3:1]P[X4:1]+

U (X1
+ P[X; = 0] P[X;
P[X1 = 1] P[X5 = 1] P[X; = 1] P[X4 = 1]

4] = P[(X1

PlY =

Verjetnostno in porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena binomsko, prikazu-

jemo na sliki 7.2.
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1z izrazov, ki smo jih dolocili v zadnjem racunskem primeru, lahko zapiSemo splosni izraz za verjetno-
stno funkcijo binomsko porazdeljene slu¢ajne spremenljivke Y

Py () =py<1—p>”—y(2), y=0.1....n 12)
Verjetnost, da se v n ponovitvah Bernoullijevega poskusa zgodi y uspehov, je torej produkt p¥, ki pred-
stavlja verjetnost y uspehov, (1 — p)"~Y, ki predstavlja verjetnost n — y neuspehov, ter (Z), ki predstavlja
Stevilo razporeditev y uspehov v n poskusih. Na primer: v enacbi (7.1) smo zapisali, da se lahko en
uspeh v Stirih poskusih zgodi na Stiri ((le) = 4) nacine, v enacbi (7.1) pa, da se lahko dva uspeha v Stirih
poskusih zgodita na Sest ((3) = 6) na¢inov. Stevilo razporeditev dolo¢imo z binomskim koeficientom
(Z) , ki ga lahko izratunamo po naslednji enacbi

<n> nl n(n—1)(n—y+1)

_ — . 73
y)  yl(n—y)! y(y—1)---1 73

Binomske koeficiente za manjse vrednosti n lahko dolo¢imo tudi z uporabo Pascalovega trikotnika,? ki
ga tvorimo tako, da na robovih zapisemo enice, vmesne Clene pa izraCunamo kot vsoto sosednjih dveh
¢lenov v prejSnji vrstici:

1 3 3 1 (74)

1z Pascalovega trikotnika v (7.4) lahko na primer od¢itamo, da je (;1) =0, (g) = 10ali (g) = 20.
Stevilo uspehov Y v n Bernoullijevih poskusih lahko smatramo tudi kot vsoto 7 Bernoullijevo porazde-
ljenih slu¢ajnih spremenljivk X;.

n
Y = ZX
=1

Pricakovano vrednost in varianco vsote slucajnih spremenljivk izraCunamo po enacbah (6.28) in (6.31),
pri tem pa uposStevamo, da so Bernoullijevi poskusi medsebojno neodvisni:

EY]=E [Zn: Xi] = iE[Xi} = zn:p =np, (71.5)

var[Y] = var [Z XZ-] = Zvar[Xi] = Zp (1—p)=np(l—p). (7.6)

Blaise Pascal francoski matematik (1623-1662).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Pascal.html
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Slika 7.2: Verjetnostna in porazdelitvena funkcija binomske porazdelitve zan = 4 in p =
0.3

Primer 7.3: Izpeljimo enacbi za pricakovano vrednost in varianco binomsko porazdeljene sluc¢ajne spre-
menljivke po enacbah (6.3) in (6.6)!
Resitev: Enacbo (7.2) vstavimo v enacbo (6.3) in upoStevamo izraz za binomski koeficient

:yioy(f;)py( z rE LA OAN

Vsoto od y = 0 do n lahko spremenimo v vsoto od y = 1 do n, saj je sumand pri y = 0 enak ni¢. Iz
enacbe izpostavimo np okrajSamo y in uredimo:

n
n! (n— 1
Y=Y y——p'(1—p)"" y—npz PN —p)" Y,
| — | |
= yln—y)! —y)!

Sedaj lahko vpeljemo novi oznaki z = y — 1 in m = n — 1 in zapiSemo

m
m!
Yi=np) 72!(m_z)!pz(1—p)m :
2=0

Vidimo lahko, da je v vsoti zapisana verjetnostna funkcija slu¢ajne spremenljivke Z, ki je porazdeljena
binomsko od 0 do m. Vsota vseh vrednosti verjetnostne funkcije sluajne spremenljivke Z je enaka ena.
Zato lahko zapiSemo kon¢ni rezultat:

E[Y] = np.

Za dologitev var[Y'] bomo najprej izraunali E[Y?] na podoben nacin kot E[Y] z vpeljavo novih oznak
z=y—linm=n-—1
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n n

! n
By =Y ¢ p1—p)" V=N (1 —p)" Y =
Y =>"y s 74P >y s 74P
y=0 y=1
" n—].' 1
=np )y P (=p)Y =
2 VG
“ m! 4 m—z
ZWPZ(Z—I-UWP (1—p)" "=
z=0

m
m!

=np <Z o Z!<W:niz)!pz(1 -p)" T+ Z mpz(l - p)m_z>
z=0

=np(mp+1) =np ((n— 1)p+ 1) = n2p? — np?® + np.
Ce v enatbi (6.15) upostevamo izraza, ki smo jih izpljeli za E[Y] in E[Y?], dobimo

var[Y] = E[Y?| = E[Y]> = n*p* —np® +np— (np)®> =np(1 - p).

7.2.2 Geometri¢na porazdelitev

Vzemimo, da opravimo oziroma opazujemo zaporedne Bernoullijeve poskuse. Osnovni predpostavki,
ki ju pri tem upoStevamo, sta enaki kot pri binomski porazdelitvi: poskusi so medseboj neodvisni, ver-
jetnost uspeha se pri ponavljanju ne spreminja. Definirajmo slucajno spremenljivko N, ki predstavlja
zaporedno Stevilko Bernoullijevega poskusa, pri katerem se je zgodil prvi uspeh.

OpiSimo nekaj primerov geometri¢no porazdeljene slu¢ajne spremenljivke:

— Vzemimo, da je verjetnost, da bo v enem letu na nekem obmocju prislo do vsaj ene poplave, enaka
p. Slucajna spremenljivka /N predstavlja zaporedno leto od zaCetka opazovanja, ko se poplava
pojavi prvic.

— Verjetnost, da nek dolo¢en koSarkar zadene prosti met je p. Ob predpostavki, da se ta verjetnost
s Casom ne spreminja in da je vsak met neodvisen od vseh drugih, lahko reCemo, da je slucajna
spremenljivka /N zaporedni prosti met, ko je nas koSarkar prvic zadel.

Zaloga vrednosti geometri¢no porazdeljene slucajne spremenljivke so vsa naravna Stevila, saj se prvi po-
skus lahko zgodi najprej v prvem poskusu. Zaporedna Stevilka poskusa, v katerem se zgodi prvi uspeh,
navzgor ni omejena.

Izpeljava verjetnostne funkcije geometri¢no porazdeljene slucajne spremenjivke py (n) je preprosta. Do-
godek, da se prvi uspeh zgodi v n-tem poskusu je enak, dogodku, da se v prvih (n — 1) poskusih zgodijo
sami neuspehi, v n-tem poskusu pa se zgodi uspeh. Ob upostevanju neodvisnosti poskusov z enacbo to
zapiSemo takole:

P[N =n]=(1-p)" !p, n=12... (1.7)
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Verjetnostno funkcijo geometricno porazdeljene slucajne spremenjivke N za dve razlicni vrednosti p
prikazujemo na sliki 7.3. Vidimo, da vrednost verjetnostne funkcije pada tako za nizke kot za visoke

vrednosti p.

=02 0.8 =07
02 p=Y Dy : p=Y
By | 061 |
| \
| \
! 0.4
0y AN
‘\\\T, 02\
| | ‘ \ ‘ | ? . | T
\\“‘\\TT7 |
0 | | ‘ | | | | | | | 0 | | T e .
1 23456 78 910 1 23456 78 910
n n

Slika 7.3: Verjetnostna funkcija geometri¢ne porazdelitve zap = 0.2 in p = 0.7

Pricakovana vrednost in varianca geometri¢no porazdeljene slucajne spremenljivke NV sta

1 1-—
E[N] = - var[N] = —Z.
p D
Primer 7.4: Doloc¢imo pricakovano vrednost in varianco geometricno porazdeljene slucajne spremen-
ljivke N po enacbah (6.3) in (6.6)!

Resitev: Enacbo (7.7) vstavimo v enacbo (6.3)

EN|=Y n(1-p)"'p=p> n(1-p" " (7.8)
n=1

n=1

Ker varianco var[N| dolo¢amo po enacbi (6.15), zapisimo e pri¢akovano vrednost E[N2]:
oo o
BN =>"n*(1-p)"tp=p> n*(1—p)" " (7.9)
n=1 n=1

Vrednosti neskoncnih vrst, ki ju vsebujeta zgornji dve enacbi, dolo€imo iz preproste geometricne vrste
(glej Bronstejn, Semendjajev, Musiol, Miihlig, Matematic¢ni priro¢nik, TehniSka zalozba Slovenije, 1997,
str. 15.)

o0

1— m—+1 1
Y gt =lim — = . (7.10)
n=0

m—oo 1 —gq l—¢q
Ce enatbo (7.10) odvajamo po ¢, dobimo izraz za vrsto, ki jo moramo dolociti v enacbi (7.8)

1

o0 ! 1 / [e.9] .
n| _ N n=b— 7.11
(;%q ) (1—Q> nzlnq (1—-q)? b


http://www.tehniska-zalozba.si/
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Enacbo (7.11) pomnoZimo s ¢ in ponovno odvajamo po ¢ ter dobimo izraz za vrsto, ki jo uporabimo v
enacbi (7.9)

- n / q / 2 n—1 _ 1+q
— N [ 7.12
(nzlnq> ((1—(1)2> Zn (1-q)?* 71

Pricakovano vrednost dolo¢imo tako, da enacbo (7.11) vstavimo v (7.8) in upoStevamo, dajeq =1 —p
oziromap =1—gq

E|Nl=p— =-.
[V] 2T
Varianco izra¢unamo po enacbi (6.15), v katero vstavimo izraza za vrsti (7.11) in (7.12)

N2 o 1+(01-p (1\* 2-p-1 1-p
varN] = B[N?] - E[NJ* = p (p) ==

7.2.3 Pascalova porazdelitev

Tudi pri obravnavanju Pascalove® oziroma negativne binomske porazdelitve opravimo oziroma opazu-
jemo zaporedne Bernoullijeve poskuse. Osnovni predpostavki, ki ju pri tem upostevamo, sta enaki kot pri
binomski porazdelitvi. Slucajna spremenljivka Ny, ki predstavlja zaporedno Stevilko Bernoullijevega
poskusa, pri katerem se je zgodil k-ti uspeh, je porazdeljena po Pascalovi oziroma negativni binomski
porazdelitvi.

Zaloga vrednosti te slu¢ajne spremenljivke so vsa naravna $tevila vecja ali enaka k, saj se k-ti uspeh ne
more zgoditi prej kot v k-tem poskusu.

Izpeljavo verjetnostne funkcije slucajne spremenljivke Vi naredimo podobno kot pri geometri¢ni po-
razdelitvi. Dogodek, da se k-ti uspeh zgodi v ng-tem poskusu je enak dogodku, da se v prvih np — 1
poskusih zgodi natanko k£ — 1 uspehov in se v ny-tem poskusu uspeh zgodi. Dogodek, da se v prvih
ni — 1 poskusih zgodi natanko k£ — 1 uspehov opisuje binomsko porazdeljena slucajna spremenljivka.
Ker so poskusi medsebojno neodvisni, je verjetnostna funkcija enaka

ne — 1 (b _
PNy, = ny] =< g >(1p)"’“ L= (b=t) ph=t g —

ol (7.13)
ng —1 ne—k k .
=\ r_q (1-p) ", np="kk+1,....

Pascalova porazdelitev za k = 1 je enaka geometri¢ni porazdelitvi, kar lahko zaklju¢imo iz same defini-
cije obeh slucajnih spremenljivk, kot tudi s primerjavo verjetnostnih funkcij (7.7) in (7.13).

Verjetnostno funkcijo slucajne spremenjivke N, ki je porazdeljena po Pascalovi porazdelitvi, za Stiri

3Blaise Pascal, francoski matematik (1623-1662).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Pascal.html
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Slika 7.4: Verjetnostna funkcija Pascalove porazdelitve za Stiri razlicne vrednosti & in p

razli¢ne vrednosti parametrov p in k prikazujemo na sliki 7.4. Oc¢itno je lahko oblika za razli¢ne vredno-
sti parametrov zelo razli¢na.

Zaporedna Stevilka poskusa, v katerem se zgodi k-ti uspeh lahko obravnavamo kot vsoto & geometricno
porazdeljenih slucajnih spremenljivk

kjer z N; oznacimo geometriéno porazdeljene slucajne spremenljivke. Pricakovano vrednost in varianco
vsote slucajnih spremenljivk izraCunamo po enacbah (6.28) in (6.31)

k k

iN. _ZE[N.]_Zl_ﬁ
i=1 I _izl =S

=1

E[Ny] =E

in

k k
var[Vy] = var [ Ni] =Y varfvy =Y 2 = EEP)

=1
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7.2.4 Poissonova porazdelitev

Poissonova* porazdelitev je po pomenu enaka binomski porazdelitvi, saj predstavlja stevilo uspehov.
Razlika je le v tem, da pri Poissonovi porazdelitvi obravnavamo $tevilo uspehov v ¢asovnem obdobju
od 0 do ¢, medtem ko pri binomski porazdelitvi obravnavamo Stevilo uspehov v n ponovitvah Bernoulli-
jevega poskusa. Verjetnostno funkcijo te porazdelitve bomo izpeljali iz verjetnostne funkcije binomsko
porazdeljene slucajne spremenljivke Y (glej razdelek 7.2.1 Binomska porazdelitev). Vzemimo, da pred-
stavlja en Bernoullijev poskus opazovanje v dolo¢enem ¢asovnem intervalu At. Casovno obdobje 0, ],
ki ga analiziramo, razdelimo na n intervalov dolzine At. Ce Zasovni interval zmanjsujemo, se njihovo
Stevilo seveda povecuje, medtem ko se pri¢akovano Stevilo uspehov v analiziranem obdobju ne sprement,
saj dolzina intervala, na katerega smo razdelili obravnavano obdobje, ne more vplivati na skupno Stevilo
uspehov v tem obdobju. Opisani postopek zmanjSevanja Casovnega intervala z matemati¢nimi izrazi
zapiSemo takole:

At — 0, n — 00, E[Y]:npzyzkonst.—>pzz
n

Ce te izraze uporabimo v enacbi (7.2) in limitiramo z n — oo, dobimo

. ey [T . e n!
py(y) = lim pY(1 — p) y< ) = lim p1 —p)" Y ——— =

znlggo<%>y (1_Z)”—yn(n—1)(71—3)!...(71—3/4_1) _ .
AN
Zlimyy(l_n> nn—1)n-2)...n—y+1)
n—oo y! (1—%)21 ny :

Dolo¢imo limite posameznih ¢lenov v zgornjem izrazu

n—y-+1i

lim 2—Y T _q i=1,...y,
n— oo n
)
lim (1—5) _ 1,
n—00 n

n _ n -n -n (7.15)
lim (1—3) = lim <n V> = lim ( i ) = lim <1+ v > =
n—oo n n— o0 n n—oo \ N — v n— o0 n—uv

1 —mv—v 1 mN\ —V 1 -V
= lim (1 + ) = lim <<1 + > ) (1 + > =e ",
m—o0 m m—oo m m

kjer smo v zadnji vrstici vpeljali nove oznake (m = (n — v) /v «<> n = mv + v) in upostevali definicijo
Stevila e

1 m
e = lim <1 + > .
m—o0 m

4Siméon Denis Poisson , francoski matematik (1781-1840).



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Poisson.html
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Ob upostevanju izrazov v (7.15) v enacbi (7.14) lahko zapisemo verjetnostno funkcijo sluc¢ajne spremen-
ljivke, porazdeljene po Poissonovi porazdelitvi

py(y) = —e ", y=20,1,...,00. (7.16)

Vidimo, da zaloga vrednosti te slucajne spremenljivke ni omejena, saj je verjetnost, da se v nekem
¢asovnem obdobju zgodi mnogo uspehov razli¢na od ni¢. To je bistvena razlika v primerjavi z binomsko
porazdelitvijo, kjer Stevilo uspehov seveda ne more presegati Stevila Bernoullijevih poskusov n.

Tudi pricakovano vrednost in varianco za to porazdelitev lahko izpeljemo iz vrednosti za binomsko
porazdelitev (enacbi (7.5) in (7.6))

E[Y] = lim n? = v, var[Y] = lim n” (1 - K) =v. (7.17)
n—oo N n—oo N n
0.4 Iy
Py ' 1.0
0.3 1 } 0.8 V_l_li
\
0.2 | } ? 0.6 H
oy 0.4
0.1 \ \ '_l
T 02 |
0 T S A S 0 \
01 234567171829 01234567289
Yi Yy

Slika 7.5: Verjetnostna in porazdelitvena funkcija Poissonove porazdelitve

Na sliki (7.5) prikazujemo verjetnostno in porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke Y, porazde-
ljene po Poissonovi porazdelitvi z vrednostjo v = 4 - 0.3 = 1.2. V primeru 7.2 obravnavamo podobno
spremenljivko, ki je porazdeljena po binomski porazdelitvi.

Zanimiva in pomembna lastnost Poissonove porazdelitve je, da je vsota dveh Poissonovo porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk Y7 in Y5 s parametroma v in v, tudi Poissonovo porazdeljena slucajna spremen-
ljivka s parametrom v = v1 + v,. Tej lastnosti pravimo regenerativnost.

Nastejmo nekaj primerov slucajnih spremenljivk, porazdeljenih po Poissonovi porazdelitvi:

— Na osnovi opazovanj v preteklosti, lahko ocenimo pri¢akovano Stevilo v poplav v doloCenem
c¢asovnem obdobju (na primer 10 let). Slucajna spremenljivka, ki predstavlja Stevilo poplav v
tem obdobju, je Poissonovo porazdeljena slucajna spremenljivka.

— Vzemimo, da vemo, da se na nekem cestnem odseku v nekem c¢asovnem obdobju v povprecju
zgodi v nesreC. Stevilo nesrec, ki se zgode na tem odseku in obdobju, je slucajna spremenljivka,
ki je porazdeljena po Poissonu.
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— Stevilo pojavov kriti¢ne obremenitve na konstrukcijo je Poissonovo porazdeljena slu¢ajna spre-
menljivka. Parameter porazdelitve v predstavlja povprecno Stevilo pojava kriti¢ne obremenitve v
nekem ¢asovnem obdobju.

Poissonovo porazdelitev smo temeljili na opazovanju pojava v nekem ¢asovnem obdobju. Seveda lahko
tako porazdeljeno sluc¢ajno spremenljivko uporabimo tudi za primere, kjer opazujemo pojav na nekem
obmodju.

— Obravnavajmo razporeditev sil na neki konstrukciji. Stevilo delujocih sil na konstrukcijo je slu¢ajna
spremenljivka, porazdeljena po Poissonovi porazdelitvi.

V nadaljevanju bomo opisovali ¢asovno odvisne Poissonove porazdelitve in ne bomo posebej poudarjali,
da isti zakljucki veljajo tudi za slu€ajno spremenljivko, ki opisuje razpored dogodkov oziroma elementov
po nekem obmocju.

Pomanjkljivost Poissonove porazdelitve, ki jo definiramo z enacbo (7.16), je v tem, da je parameter
porazdelitve v odvisen od dolZine obravnavanega Casovnega obdobja. Ob predpostavki, da se razmere s
¢asom ne spreminjajo, lahko parameter Poissonove porazdelitve definiramo kot linearno funkcijo ¢asa

v=2At
V tem primeru tudi verjetnostno funkcijo zapiSemo kot funkcijo casa

At)Y
(A1) efM, y=0,1,...,00.
y!

py(y) =

Slucajnim spremenljivkam, ki so funkcije ¢asa, pravimo slucajni oziroma stohasti¢ni procesi, pravkar
opisanem sluc¢ajnem procesu pa Poissonov proces. V Poissonovem procesu je Y (¢) od Casa odvisna
sluc¢ajna spremenljivka in predstavlja Stevilo uspehov oziroma pojavov dogodka v ¢asovnem obdobju od
zaCetka obravnavanja do ¢asa t. Poissonov proces ima tri pomembne znacilnosti:

— Stacionarnost: Verjetnost, da se zgodi dogodek v ¢asovnem intervalu od ¢ do ¢+ At je za poljubno
vrednost ¢ enaka. Ta lastnost pomeni, da se razmere s Casom ne spreminjajo.

— Verjetnost, da se v nekem zelo kratkem ¢asovnem intervalu zgodita dva ali ve¢ uspehov, je zane-
marljiva.

— Neodvisnost: Stevilo uspehov v nekem ¢asovnem obdobju je neodvisno od Stevila dogodkov v
nekem drugem casovnem obdobju, ki se s prvim ne prekriva. Ta lastnost je znacilna za slucajne
procese, za katere pravimo, da so “brez spomina”.

Razli¢ne pojave, ki jih sreujemo v inZenirstvu, lahko opiSemo s Poissonovim sluc¢ajnim procesom, zato
je Poissonova porazdelitev za inZenirstvo zelo pomembna porazdelitev:

— Pojav izjemnih dogodkov (neurja, poplave, izjemne obteZbe na konstrukcijo, grobe napake meritev
in podobno) v dolo¢enem obdobju lahko modeliramo kot Poissonov proces.
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— Slucajno prihajanje vozil ne dolocen cestni odsek je znacilen primer Poissonovega procesa.

— Razpored zacetnih napak oziroma mikrorazpok v materialu je primer Poissonovega procesa, kjer je
Poissonova slu¢ajna spremenljivka odvisna od velikosti obravnavanega obmocja in ne od ¢asovnega
obdobja.

Opisimo Se pomen parametra A Poissonove porazdelitve oziroma procesa. Ce za parameter v velja, da
je to pricakovano Stevilo uspehov oziroma dogodkov v nekem obravnavanem ¢asovnem obdobju, potem
parameter A = v/t pomeni pri¢akovano $tevilo uspehov oziroma dogodkov na enoto Casa

E[Y]

.
Primer 7.5: Definirajmo 50-letni dogodek, kot dogodek, ki se v povprecju zgodi enkrat v 50 letih ali
drugace: verjetnost, da se tak dogodek zgodi v posameznem letu je enaka p = 1/50. Primeri takih do-
godkov so: 50-letni sneZni metez, 50-letno neurje, 50-letna visina vode in podobno. Dolo¢imo verjetnost,
da se v 50 letih zgodi vsaj en 50-letni dogodek! Dolocimo Se verjetnost, da se zgodi eden, dva ali trije
taki dogodki v 50 letih! To nalogo lahko resimo z uporabo binomske ali Poissonove porazdelitve.

A\ =

ReSitev: Uporabimo najprej binomsko porazdelitev! Enoletno obdobje obravnavamo kot en Bernoullijev
poskus. Verjetnost, da se v tem letu zgodi tak dogodek, je enaka p = 1/50. Ker obravnavamo petde-
setletno obdobje, je Stevilo poskusov enako n = 50. Slucajna spremenljivka Y predstavlja Stevilo takih
dogodkov v obravnavanem obdobju. Verjetnost, da se je v petdesetih letih zgodil vsaj en tak dogodek
(P[Y > 0]) izratunamo po naslednji enacbi

PY>0l=1-P[Y=0]=1- (g) P’ (1—p)" =1-10.98 =1 —0.3642 = 0.6358,

saj je dogodek, da se v tem obdobju ne zgodi noben tak dogodek, nasproten dogodku, da se zgodi
vsaj eden. Na drugo vpraSanje odgovorimo tako, da izraCunamo verjetnosti, da se zgodi natanko eden,
natanko dva in natanko trije dogodki. Nato te tri verjetnosti seStejemo, saj so ti dogodki medsebojno
nezdruzljivi:

PlY =1] = (1) pt (1 —p)" ' =50-0.02-0.98% = 0.3716,

PlY =2] = (”) P> (1 —p)"2 =1225-0.022 - 0.98" = 0.1858,

n

PlY =3] = <3> P2 (1 —p)"3 = 19600 - 0.02 - 0.98'7 = 0.0607,
P[1<Y <3] = P[Y =1] 4+ P[Y =2] + P[Y =3] = 0.3716 + 0.1858 + 0.0607 = 0.6181.

Podobne rezultate dobimo tudi, ¢e uporabimo Poissonovo porazdelitev. Parameter Poissonove porazde-
litve je v = np = 50-0.02 = 1. Verjetnost, da pride do vsaj enega dogodka dolo¢imo na podoben nacin,
kot pri binomski porazdelitvi

eV

5 = 1—e'=1-0.3679 = 0.6321.

PlY>0/=1-P[Yy =0]=1-
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IzraCunajmo Se verjetnosti, da se zgodi en, dva ali trije dogodki v 50-letnem obdobju:

1 _—v
Py=1="Y 5 = ¢! = 0.3679,
eV el
PlY =2| = =% 01
¥ =2 = — 5 = 0.1839,
eV el
Ply=3=2°5"=%_—00613
[ ] i G ,

P[1<Y <3] = P[Y=1] + P[Y =2] + P[Y =3] = 0.3679 + 0.1839 + 0.0613 = 0.6131.

Vidimo, da so razlike med verjetnostmi, izraCunanimi na osnovi binomske porazdelitve, in tistimi,
izraCunanimi na osnovi Poissonove, zelo majhne.

Primer 7.6: Vzemimo, da imamo 30 sistemov, ki so vsi projektirani na 500 letni dogodek. Ugotovimo
verjetnost, da v naslednjih 20 letih vsaj en sistem odpove vsaj enkrat zaradi pojava 500 letnega dogodka.

Resitev: Verjetnost, da se v nekem letu zgodi 500 letni dogodek, ki se v povprecju zgodi le enkrat v 500
letih, je p = 1/500. Dolo¢imo najprej verjetnost p;, da katerikoli od obravnavanih 30 sistemov odpove
vsaj enkrat v naslednjih 20 letih. To verjetnost bomo dolo€ili iz verjetnosti nasprotnega dogodka, da v
naslednjih letih ne bo prislo do takega dogodka

p1 = 1 — P[noben 500 letni dogodek] = 1 — (1 — p)?* = 0.03925.

Sedaj lahko izraCunamo Se verjetnost, da bo vsaj en sistem odpovedal v naslednjih 20 letih. Tudi to
verjetnost izraunamo iz verjetnosti nasprotnega dogodka, da ne bo noben sistem odpovedal

Pl[vsaj en sistem odpove] = 1 — (1 — p;)® = 0.699.

Vidimo lahko, da je verjetnost, da bo v naslednjih 20 letih vsaj eden izmed 30 neodvisnih sistemov od-
povedal zaradi pojava 500 letnega dogodka, zelo visoka — skoraj 70%. To je na prvi pogled presenetljivo,
saj se nam lahko zdi, da je projektiranje glede na 500 letni dogodek zelo zanesljivo. Razlog za ta rezultat
je v ve¢jem Stevilu neodvisnih sistemov. Rezultat tega izracuna se Zal potrjuje tudi v nasem Zivljenju:
Ceprav je vsaka izmed mnogih jedrskih central projektirana, izvedena in vzdrZevana izredno zanesljivo
in je verjetnost, da se bo kaj zgodilo v to¢no doloceni elektrarni, zelo majhna, skoraj vsako leto pride do
manjSe ali vecje nesreCe v kakSni izmed njih. Razlog za to je poleg ¢loveskih napak in malomarnosti v
kar velikem Stevilu jedrskih central na nasi Zemlji in verjetnost, da se v eni izmed njih zgodi nesreca, je
vse prej kot zanemarljiva.

7.2.5 Eksponentna porazdelitev

Binomska, geometri¢na, Pascalova in Poissonova porazdelitve so diskretne, saj je njihova zaloga vredno-
sti diskretna. Prve tri temeljijo na koncnem ali neskoncnem Stevilu Bernoullijevih poskusov, Poissonova
paizhaja iz opazovanja v nekem zveznem casovnem obdobju oziroma krajevnem obmocju. Eksponentna



92 7 Verjetnostne porazdelitve

porazdelitev je analogna geometri¢ni porazdelitvi, tako kot je Poissonova porazdelitev analogna binom-
ski. Geometri¢no porazdeljena slu€ajna spremenljivka predstavlja Stevilo poskusov do prvega uspeha,
slu¢ajna spremenljivka 7', ki predstavlja ¢as do prvega uspeha, pa je porazdeljena eksponentno.

Ker je Cas zvezna kolicina, je tudi slu€ajna spremenljivka 7" zvezna. Izpeljimo najprej porazdelitveno
funkcijo eksponentne porazdelitve Frp(t) = P[T < t]. Izhajali bomo iz nasprotnega dogodka T > ¢, ki
predstavlja dogodek, da se v obdobju od zacetka opazovanja do Casa ¢, ni zgodil noben uspeh. Verjetnost
tega, lahko izrazimo z verjetnostno funkcijo Poissonovo porazdeljene slucajne spremenljivke

0 _—)\t
HT>ﬂ:PﬁEﬂm:M”JBZeﬁi t>0. (7.18)

Iz enacbe (7.18) izhaja enacba porazdelitvene funkcije eksponentne porazdelitve
Fr(t)=1—e!, t > 0. (7.19)

Gostoto verjenosti dolo¢imo z odvajanjem porazdelitvene funkcije (7.19)

dFp(t
fr(t) = ;:)::Ae_”, t>0. (7.20)

g 10 ——==
0.8 -
0.6 i

/
04t /7 ——- =1
/
0.21, — =2
0
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Slika 7.6: Gostota verjetnosti in porazdelitvena funkcija eksponentne porazdelitve

Pri¢akovano vrednost in varianco ter koeficienta simetri¢nosti in splos¢enosti eksponentno porazdeljene
sluajne spremenljivke smo izracunali Ze v racunskem primeru 6.2:

1 1
% var[T] = e T = 2, Yor = 9.

E[T] =
Eksponentna porazdelitev opisuje Poissonov stohasti¢ni proces podobno kot Poissonova porazdelitev, le
da je pomen slu¢ajne spremenljivke drugacen. Zaradi stacionarnosti Poissonovega procesa in neodvisno-
sti pojavljanja uspehov v tem procesu je vseeno, kdaj zanemo meriti ¢as do prvega uspeha, porazdelitev
je vedno enaka. Zato se lahko odlo¢imo in za¢nemo meriti Cas po vsakem uspehu. V tem primeru
sluajna spremenljivka T" predstavlja ¢as med dvema zaporednima uspehoma.
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Parameter porazdelitve A ima enak pomen, kot pri Poissonovi porazdelitvi: Stevilo uspehov v ¢asovni
enoti. Zato je priCakovana vrednost slucajne spremenljivke E[7'] = 1/X in pomeni pri¢akovani ¢as do
prvega oziroma med dvema zaporednima uspehoma.

Najbolj znacilna uporaba eksponentne porazdelitve je pri simulaciji prometnih tokov, saj lahko ¢as med
dvema zaporednima prihodoma vozil opiSemo prav z eksponentno porazdeljeno slu¢ajno spremenljivko.

7.2.6 Porazdelitev gama (1)

Podobno, kot smo pri obravnavanju zaporednih Bernoullijevih poskusih vpeljali slu¢ajno spremenljivko,
ki predstavlja Stevilo poskusov do k-tega uspeha (Pascalova porazdelitev), definiramo slucajno spremen-
ljivko T}, ki predstavlja ¢as do k-tega uspeha. Njeno porazdelitev imenujemo porazdelitev gama. Ime
izhaja iz funkcije I', ki je vkljucena v funkciji gostote verjetnosti. Tako kot Poissonova in eksponentna
porazdelitev, tudi porazdelitev gama opisuje Poissonov stohasti¢ni proces. Porazdelitev gama pogosto
imenujejo tudi druga¢e: na primer Erlangova® porazdelitev ali Pearsonova® porazdelitev tretjega tipa.

Slucajno spremenljivko T}, porazdeljeno po porazdelitvi gama, lahko obravnavamo kot vsoto &k ekspo-
nentno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk z istim parametrom A. Zato lahko gostoto verjetnosti po-
razdelitve gama izpeljemo s konvolucijskim integralom gostot verjetnosti eksponentno porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk (enacba (5.20)).

Primer 7.7: Dolocimo gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke I, ki je vsota dveh eksponentno po-
razdeljenih in neodvisnih slucajnih spremenljivk T'.

Resitev: Gostota verjetnosti eksponentno porazdeljene sluajne spremenljivke je (7.20)
frt)=xe™, >0 (7.21)

Konvolucijski integral izraCunamo po enacbi (5.20)
o0
fr,(t2) = / fr(ta =) fr(t) dt. (7.22)
— 0o

Ker je produkt e * in Ae 221 od ni¢ razlicen le za 0 < t < to, integral v enacbi (7.22) ob
upoStevanju (7.21) zapiSemo in izraCunamo takole:
to
fr,(ta) = / Ae MAe M7 gp = N2pe N2 1y > 0.
0

> Agner Krarup Erlang, danski matematik (1878-1929).
%Karl Pearson, angleski matematik (1857-1936).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Erlang.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Pearson.html
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Gostote verjetnosti vsote dveh in ve¢ neodvisnih in eksponentno porazdeljenih slucajnih spremenljivk
lahko dolo¢imo tudi s programom MATHEMATICA.” Rezultati integracije so:

fr(te) = Ntae ™2 1y >0,
)\3 t2 6—)\t3
fry(t3) = 3# t3 >0,
)\4 t3 e—)\t4
fr,(tg) = 4T ty >0,
N té e M5
tg) = ——— t= >0
fT5( 5) 24 3 5 =

oziroma splo$no

A(Atgp) e

fr, (t) = k=1

tp > 0. (7.23)

Porazdelitev gama, ki jo opisuje gostota verjetnosti v (7.23) je odvisna od dveh parametrov: A predstavlja
povprecno Stevilo uspehov v Casovni enoti, k£ pa Stevilo uspehov, do katerega merimo cas 7Tj. Gostoto
verjetnosti (7.23) lahko posplosimo tako, da za parameter £ vzamemo poljubno pozitivno Stevilo. V tem
primeru gostoto verjetnosti zapiSemo z enacbo

k—1_—MAtg
At)" e th >0, (7.24)

fr, (te) = T8 , >

7 Integracija, izvedena s programom MATHEMATICA:

la = 1;
fT1[tl ] = la E~(-la tl);

Print["£T2(t2) = ", £T2[t2 ] = Integrate[£T1[tl] £T1[t2-t1],{tl,0,t2}1];
Print["£T3(t3) = ",£T3[t3 ] = Integrate[£T2[t1] £T1[t3-t1],{tl,0,t3}1];
Print["£T4 (t4) = ", £T4[t4_] = Integrate[£T3[tl] £T1[t4-t1],{tl,0,td}1];
Print["£T5(t5) = ",£T5[t5 ] = Integrate[£T4[tl] £T1[t5-t1],{tl,0,t5}1];
t2
£T2 (£2) = —--
t2
E
2
t3
ERE (e = o
£3
2 E
3
t4
£T4 (t4) = ————-
t4
6 E
4
t5
£T5 (£5) = ———-—-
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kjer I'(k) predstavlja funkcijo gama, ki je definirana z naslednjo enacbo:
[e.9]
I'(k) = / e Tzt ldg, (7.25)
0

Vrednosti funkcije I'(x) so podane v preglednicah marsikatere knjige o statistike, vklju¢ena pa je tudi v
marsikaterem programu (na primer: EXCEL (funkcija gammaln), MATHEMATICA (funkcija Gamma [x]),
MATLAB (funkcija gamma (x) )...). Graf te funkcije prikazujemo na sliki (7.7).
30
25
)
20
15
10
5
0

0 1 2 3 4k5

I'(k+1

Slika 7.7: Graf funkcije gama I'(k + 1)

Ze pri definiciji porazdelitve gama smo zapisali, da je tako porazdeljena slu¢ajna spremenljivka vsota
k neodvisnih eksponentno porazdeljenih slucajnih spremenljivk. Zato pricakovano vrednost in varianco
izraCunamo po enacbah (6.28) in (6.31)

k k
1k
E[T| = E T:| = E[T;] = -
=BT = LB = 255
in
var[Tk]zvar ZTZ = Var[Ti]:Zﬁ:F'
=1 =1 =1

Koeficienta simetri¢nosti in kurtosis ste odvisna le od parametra k:

flek =

=

Y2r, = 3+

e
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Slika 7.8: Gostota verjetnosti porazdelitve gama za razli¢ne parametre k in A

7.3 Normalna porazdelitev

Pri obravnavanju porazdelitev, ki izhajajo iz Bernoullijevih poskusov (glej razdelek 7.2) smo pokazali,
da vsota nekaj enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk lahko da novo porazdelitev. Tako smo ugo-
tovili, da je vsota nekaj Bernoullijevo porazdeljenih slucajnih spremenljivk slucajna spremenljivka, po-
razdeljena po binomski porazdelitvi, vsota nekaj geometrino porazdeljenih je sluajna spremenljivka,
porazdeljena po Pascalovi porazdelitvi, vsota nekaj eksponentno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk pa
je slucajna spremenljivka, porazdeljena po porazdelitvi gama. V tem razdelku bomo opisali porazdelitev,
ki jo dobimo, ¢e seStejemo neskoncno mnogo enako porazdeljenih neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk.
To porazdelitev imenujemo normalna ali Gaussova® porazdelitev.

Normalna porazdelitev je morda najpomembnejSa oziroma najpogosteje uporabljena porazdelitev v sta-
tistiki, saj marsikatera koli¢ina predstavlja vsoto mnogih drugih in je zato vsaj priblizno normalno po-
razdeljena. Poglejmo nekaj primerov:

e Analizirajmo vzorec n Stevil, ki pripadajo poljubno porazdeljeni slucajni spremenljivki. Pov-
prec¢no vrednost vzorcenih Stevil izraCunamo tako, da vsoto teh Stevil delimo z n.

e Rezultat izpita, ki je sestavljen iz vecCjega Stevila kratkih vprasanj, je vsota rezultatov posameznih
vprasan;j.

e Na eksperimentalno napako lahko vpliva mnogo dejavnikov, katerih vpliv na skupno napako
obitajno sestejemo. Gauss, ki je med prvimi® obravnaval normalno porazdelitev, jo je uporabil
pri analizi eksperimentalnih napak. Zato so to porazdelitev imenovali tudi porazdelitev napake.

e Na dolo&eno lastnost ¢loveka (na primer visina) vpliva genska zasnova in okolje. Ce vpliv okolja
zanemarimo, ali pa ga upostevamo posebej, lahko predpostavimo, da na doloceno lastnost vpliva
vedje Stevilo genov. Dolocena lastnost je torej vsota vplivov ve€jega Stevila genov.

8 Johann Carl Friedrich Gauss, nemski matematik (1777-1855).
® Priblizno sto let pred Gaussom je normalno porazdelitev izpeljal angleski matematik Abraham de Moivre (1667-1754).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Gauss.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/De_Moivre.html
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7.3.1 Centralni limitni izrek

Vzemimo, da imamo n neodvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk X, ki imajo enako
pri¢akovano vrednost mx, = mx in standardno deviacijo ox, = ox > 0. Naj bo slu€ajna spremen-
ljivka S,, vsota slucajnih spremenljivk X;

S0 :ZX

Iz enacb (6.28) in (6.30) sledi, da lahko pri¢akovano vrednost E[S,] in varianco var[S,] zapiSemo z
naslednjima izrazoma

E[S,] = nE[X] =nmx, var[S,] = nvar[X] = no%.

Centralni limitni izrek pravi, da ¢e gre Stevilo slucajnih spremenljivk n proti neskon¢nosti, gre porazde-
litev vsote .S,, proti normalni porazdelitvi. Izrek lahko z enacbami zapiSemo takole:

a
, Sp —nmx ] / 1 1.9

lim P|———+2 <al| = e 2% du = Fy(a). 7.26
ne—sco0 I: \/FLO'X = \/ﬂ U( ) ( )

—0o0

1z te enacbe lahko razberemo, da je gostota verjetnosti te normalne porazdelitve enaka
1

fulu) = e3v’ —00 < u < o0. (7.27)

V2r

Dokaz tega pomembnega izreka vkljucuje med drugim tudi definicijo karakteristicnih funkcij porazde-
litev, kar presega okvir tega ucbenika. Dokaz lahko najdete v razli¢nih knjigah (na primer: R. Jamnik,
Verjetnostni racun, D. C. Montgomery, G.C. Runger, Applied Statistics and Probabiliy for Engineers,
C. M. Grinstead, J.L.. Snell, Introduction to Probability), prvi pa ga je objavil Ze omenjeni Abraham de
Moivre leta 1718. Tu bomo pokazali le nekaj primerov vsot enako porazdeljenih slu€ajnih spremenljivk.

Primer 7.8: Doloc¢imo gostoto verjetnosti vsote dveh, treh in ve¢ enakomerno porazdeljenih slucajnih
spremenljivk in jih primerjamo z ustrezno normalno porazdeljeno slucajno spremenljivko.

Resitev: Definirajmo gostoto verjetnosti slu¢ajne spremenljivke X, ki je enakomerno porazdeljena od
—1ldol

0 < —1,
fx(z) = 172 —-1<z<1,
0 1 <z

Vsoto dveh enakomerno porazdeljenih slucajnih spremenljivk izracunamo s konvolucijo (enacba (5.20))
( xo+1
0.5%dx = 0.25(2 + 29) —2 < x5 <0,
-1

fx,(@2) = / [x(x2 — ) fx(z)dx = 1
—00 / 0.5%dx = 025(2 - xg) 0< 29 <2,

xo—1

0 drugje.
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Gostota verjetnosti dveh enakomernih slucajnih spremenljivk je torej odsekoma linearna funkcija, ki
jo prikazujemo na sliki 7.9. Vsoto treh enakomerno porazdeljenih slucajnih spremenljivk dolo¢imo s
konvolucijo slucajnih spremenljivk X5 in X

fxs(x3) = / fx,(xs — ) fx(x)dx =

xr3+2
0.5-0.25(2 4+ 23 — z)dx -3 <3< —1,

-1
x3

1
/0.5 -0.25(2 — x3 + x)dx + /0.5 0252423 —z)der —-1<uz3<]1,
—1 x3

1
/ 0.5-0.25(2 — 23 + z)dx 1 <23 <3,

xr3—2

0 drugje.

0.5625 + 0.375 x5 + 0.0625 23 -3 <3 < —1,
0.375 — 0.125 23 —1<23<1,
0.5625 — 0.375 23 + 0.06252% 1 < z3 < 3,

0 drugje.

Vsota treh enakomerno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk je odsekoma kvadratna funkcija. Po obliki
je ze zelo podobna normalni porazdelitvi. Tudi graf te gostote verjetnosti prikazujemo na sliki 7.9. Po-
dobno izpeljemo tudi gostote verjetnosti za vsote Stirih (X4 = X34 X) in ve¢ enakomerno porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk (X,,+1 = X,, + X). Vsota devetih enakomernih slucajnih spremenljivk, katere
gostoto verjetnosti prikazujemo na sliki 7.9, je odsekoma polinom osme stopnje, definiran na obmodcju
od —9 do 9. Na sliki vidimo, da se gostota verjetnosti vsote devetih enakomerno porazdeljenih slucajnih
spremenljivk skoraj ne razlikuje od ustrezne normalno porazdeljene slucajne spremenljivke. Na sliki
7.9 prikazujemo tako transformirane slucajne spremenljivke, da imajo vse enako pri¢akovano vrednost
mx = 0 in standardno deviacijo ox = \/m = 0.5774. Kako se gostota verjetnosti vsote enakomerno
porazdeljenih slucajnih spremenljivk pribliZzuje normalni, lahko opazujemo tudi v kratkem animiranem
filmu: HTTP://WWW.KM.FGG.UNI-LJ.SI/PREDMETI/SEI/FILMO0O2.HTML

Primer 7.9: Doloc¢imo gostoto verjetnosti vsote dveh, treh in vec eksponentno porazdeljenih sluc¢ajnih
spremenljivk in jih primerjamo z ustrezno normalno porazdeljeno slucajno spremenljivko.

Resitev: Vsote eksponentno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk smo izpeljali Ze pri obravnavanju po-
razdelitve gama, ki predstavlja vsoto ve¢ eksponentno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk (glej primer
7.7). Sedaj bomo le uporabili enacbo (7.23) in graf tako porazdeljenih slucajnih spremenljivk primerjali
z normalno.


http://www.km.fgg.uni-lj.si/predmeti/sei/film002.html
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Slika 7.9: Gostota verjetnosti vsote dveh in ve¢ slu¢ajnih spremenljivk

Vzemimo, da je A = 1 in nariSimo gostote verjetnosti eksponentne porazdelitve, vsote dveh, treh in
ve¢ eksponentno porazdeljenih slucajnih spremenljivk. Porazdelitve transformiramo tako, da imajo vse
enako pricakovano vrednost in standardno deviacijo (glej sliko 7.10). Vidimo, da se gostota verjetnosti
vsote mnogih eksponentnih porazdelitev zelo lepo prilega normalni porazdelitvi. Kako se gostota ver-
jetnosti vsote eksponentno porazdeljenih slu€ajnih spremenljivk pribliZzuje normalni, lahko opazujemo
tudi v kratkem animiranem filmu: HTTP://WWW.KM.FGG.UNI-LJ.SI/PREDMETI/SEI/FILMOO1.HTML


http://www.km.fgg.uni-lj.si/predmeti/sei/film001.html
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Slika 7.10: Gostota verjetnosti vsote eksponentno porazdeljenih slucajnih spremenljivk

7.3.2 Standardizirana in sploSna normalna porazdelitev

V enacbi (7.27) smo prvi¢ zapisali gostoto verjetnosti normalne porazdelitve. Prva dva momenta te
porazdelitve izraCcunamo po enacbah (6.3) in (6.6). Pricakovana vrednost je enaka niC, saj je gostota
verjetnosti simetricna glede na ordinatno os, varianco slucajne spremenljivke pa lahko izraCunamo s
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programom MATHEMATICA.'?

E[U] 7 Lo gu—
=my = U e u =0,
v V2T
1 1.2

e 2" du = 1.

var[U] = of = / u?
V2

Tako normalno porazdelitev, pri kateri je pricakovana vrednost enaka ni&, varianca pa enaka ena, imenu-
jemo standardizirana normalna porazdelitev. Normalno porazdelitev s poljubno pri¢akovano vredno-
stjo in varianco lahko definiramo z linearno transformacijo

X =g(U)=Uox +mx. (7.28)

Pokazimo, da sta pricakovana vrednost in varianca slucajne spremenljivke X enaki mx in og(. Iz enacb
(6.12) in (6.17) izra¢unamo pri¢akovano vrednost E[X] in varianco var[X]

E[X] =E[U]ox +mx = my, var[X| = var[U] 0% = 0%.

Sedaj lahko izpeljemo $e gostoto verjetnosti slu¢ajne spremenljivke X. Ker je funkcija g(U) v (7.28)
monotona, lahko pri dolo¢itvi gostote verjenosti uporabimo enacbo (5.12) in upostevamo, da je g~ (x) =
(r —mx)/ox inodvod dg~'(z)/dx = 1/ox

1 1 e—myx
elo) = futg™ ) [0 - L AR wcicns 0

Z enacbo (7.29) smo zapisali gostoto verjetnosti normalne porazdelitve s pricakovano vrednostjo my in
standardno deviacijo ox. Na sliki 7.11 prikazujemo gostote verjetnosti za nekaj normalno porazdeljenih
slu¢ajnih spremenljivk z razli¢énimi parametri mx in ox.

ZapiSimo Se viSje centralne momente za normalno porazdelitev. Zaradi simetri¢nosti porazdelitve so
vsi centralni momenti lihega reda enaki ni¢. Centralni moment reda » > 2 lahko zapiSemo z naslednjo
enacbo

M _ ey ot

Iz te enacbe sledi, da je koeficient simetri¢nosti v;x = 0, koeficient kurtosis, ki opisuje splo§cenost
porazdelitve, pa vox = 3.

19 Integracija, izvedena s programom MATHEMATICA:

Print["mu = ", Integrate[u 1/Sqrt[2 Pi] E~(-1/2 u*2),{u,-Infinity,Infinity}]];
Print["varu = ",Integrate[u”2 1/Sqrt[2 Pi] E~(-1/2 u”2),{u,-Infinity,Infinity}]];
mu = 0

varu = 1
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Slika 7.11: Gostota verjetnosti normalno porazdeljenih slu€ajnih spremenljivk

7.3.3 Porazdelitvena funkcija normalno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke

Porazdelitveno funkcijo dolo¢imo z integriranjem funkcije gostote verjetnosti
e’
Fx(zx)= | ——e 2\ °x / dz. (7.30)

Integrala v enacbi (7.30) analiticno ne moremo resiti, zato lahko vrednosti porazdelitvene funkcije
dolo¢imo le numeri¢no. V nekaterih programih je porazdelitvena funkcija Ze vgrajena (na primer:
EXCEL (funkciji normdist in normsdist)), v drugih pa je definirana sorodna funkcija, iz katere lahko pre-
prosto dolo¢imo vrednosti porazdelitvene funkcije (na primer: MATHEMATICA (funkcija Erf[x])). Ce
Zelimo dolociti vrednost porazdelitvene funkcije brez raCunalniskih programov, moramo uporabiti pre-
glednice. V takih preglednicah so podane vrednosti porazdelitvene funkcije standardizirane normalne
porazdelitve — slucajna spremenljivka U. Za vrednost porazdelitvene funkcije slu¢ajne spremenljivke
X, porazdeljene po poljubni normalni porazdelitvi, moramo zapisati

(7.31)

FX(a:):P[ng]:P[X_mX <x_mx].

ox T 0Xx

Ce v enacbi (7.31) upostevamo (7.28), sledi

Fx(x):p[Ug ff;;w] s (9@;:%)

kar pomeni, da vrednost porazdelitvene funkcije Fx (x) lahko dolo¢imo tako, da izraCunamo vrednost
porazdelitvene funkcije standardizirano normalno porazdeljene slucajne spremenljivke U pri (z—mx)/ox.

Primer 7.10: Vzemimo, da je tlacna trdnost betona, ki ga uporabljamo pri gradnji konstrukcije, nor-
malno porazdeljena slucajna spremenljivka X s pricakovano vrednostjo mx = 27 MPa in standardno
deviacijo cx = b5MPa. Dolo¢imo verjetnost, da je trdnost betona niZja od 20 MPa. Doloc¢imo tudi
verjetnost, da je trdnost betona visja od 30 MPa!
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Resitev: Verjetnost, da je sluajna spremenljivka X niZja od 20 MPa, dolo¢imo po naslednji enacbi:

P[X < 20] = Fx(20) = P <
ox ox

= P[U < —1.4] = Fyy(—1.4) = 0.08076.

X —mx <20—mx} :P[U<20—27] _

Vrednost porazdelitvene funkcije Fx(20) oziroma Fyr(—1.4) lahko dolo¢imo z ra¢unalniskim progra-
mom EXCEL z ukazoma NORMDIST (20;27; 5; TRUE) oziroma NORMSDIST (-1.4). Ce raCunal-
niskih programov ne moremo ali ne Zelimo uporabiti, lahko reSitev od¢itamo tudi iz preglednice, ki
jo lahko najdemo v dodatku skoraj vsake knjige statistike in verjetnostnega racuna in tudi na spletni
strani: HTTP://WWW.KM.FGG.UNI-LJ.SI/PREDMETI/SEI/OTAB.PDF. Vidimo, da so v preglednici po-
dane le vrednosti porazdelitvene funkcije za pozitivne vrednosti spremenljivke. Na primer: vrednost
porazdelitvene funkcije standardizirane normalne porazdelitve pri u = 1.23 je Fyy(1.23) = 0.89065.
Za dolocitev vrednosti porazdelitvene funkcije pri negativnih vrednosti moramo upoStevati simetrijo
normalne porazdeltive (glej sliko 7.12). Vzemimo, da poznamo vrednost porazdelitvene funkcije pri
u = ug > 0. Ce 7elimo dologiti vrednost porazdelitvene funkcije pri u = u; = —us, moramo upoitevati
simetrijo normalne porazdelitve. Iz slike vidimo, da sta verjetnosti P[U < w;] in P[U > us] enaki in ju
oznacimo s p. Ker je P[U < ug] + P[U > us] = 1, lahko zapiSemo P[U < ug| = 1 — p. Sedaj lahko
zapiSemo enacbo

PlU <wj] = Fy(u1) =p . Fy(—uy)=1— Fy(up)
1—p } { FU(U1> = I—FU(—ul)

fU fU
0.5¢ 0.5¢

U1——Ug Uz U1——Ug Uz
Slika 7.12: Simetrija standardizirane normalne porazdelitve

Verjetnost, da je trdnost betona manj$a od 20 MPa, je enaka

P[X <20| = P[U < —1.4] = Fy(—1.4) =1 — Fy(1.4) = 1 — 0.91924 = 0.08076.


http://www.km.fgg.uni-lj.si/predmeti/sei/otab.pdf
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Verjetnost, da je trdnost betona visja od 30 MPa, dolo¢imo na podoben nacin

P[X >30] =1 - P[X <30] =1 - Fx(30) =

30 — 27
=1—-Fy ( 3 > =1—Fy(0.6) =1—0.72575 = 0.27425,
kjer smo upostevali, da za zvezno sluc¢ajno spremenljivko X velja P[X = 30] = 0.

V zakljucku tega primera bi se lahko vprasali, ali je pravilno, da trdnost materiala, za katero vemo, da
je vedno vecja od ni¢, modeliramo z normalno porazdelitvijo, za katero so zaloga vrednosti vsa realna
Stevila, tudi negativna. Pomislek je seveda upravicen, a je v teh primerih verjetnost, da je slucajna
spremenljivka negativna, tako nizka, da lahko to zanemarimo. V naSem primeru je verjetnost, da je
trdnost negativna, enaka

0—-27
5

P[X < 0] = Fx(0) = Fy < > = Fy(—5.4) =3.33-10% = 0.

Primer 7.11: Predpostavimo, da se teZa slovenskih prvosolckov X porazdeljuje normalno. Raziskave
kaZejo, da je 15% prvosolckov laZjih od 25 kg, 10% pa teZjih od 33 kg.

a) Doloc¢imo pri¢akovano vrednost mx in standardno deviacijo ox!
b) Tina tehta 22 kg. Ali je med 5% najlaZjih?

ReSitev: Zapisimo podatke z enacbami:
P[X < 25] =0.15, P[X >33]=0.10 — P[X < 33] =0.90.

Neenacbe v izrazih za verjetnosti transformiramo tako, da dobimo standardizirano normalno porazdelitev

P[X—mx §25—mX} :P[USM} :FU<25_’”X>:0.15,

ox ox ox ox

X _ _ _ _
P{ mX§33 mX}:P[US?)B mX}ZFU<33 mX>20.90,

ox ox ox 2D’

kjer je Fyy(u) porazdelitvena funkcija standardizirane normalne porazdelitve. Vrednosti inverzne funk-
cije F;;1(0.15) in F;;1(0.90) lahko od€itamo iz preglednic ali pa uporabimo radunalniski program (na
primer EXCEL: ukaza NORMINV (0.15;0; 1) in NORMINV (0.90;0;1))aliNORMSINV (0.15) in

NORMSINV (0.90). Ti vrednosti sta Fj;'(0.15) = —1.0364 in F;'(0.90) = 1.2816. Sedaj lahko
zapiSemo
25 - mX 1 33 - mX 1
= = = F7Y0.15) = —1.0364 = — F;40.90) = 1.2816.
ox v (0.15) ; p v (0.90)

Ce zgornji enacbi pomnoZimo s o x, dobimo sistem dveh linearnih ena¢b z dvema neznankama (mx in
ox). ReSitev tega sistema je

myx = 28.5770kg, ox = 3.4513 kg.
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Dolo¢iti moramo $e verjetnost P[X < 22], kar lahko dolo¢imo tako, da neena¢bo v izrazu za verjetnost
transformiramo

X — 285770 _ 22 — 28.5770
F = — P[U < —1.9057] = 0.02
34513 —  3.4513 [U < —1.9057] = 0.0283,

kar lahko od¢itamo iz preglednic za standardizirano normalno porazdelitev ali pa z uporabo ra¢unalnis-
kega programa (na primer EXCEL: ¢e ra¢unamo za standardizirano normalno porazdelitev, uporabimo
ukaz NORMSDIST (-1.9057) ali NORMDIST (-1.9057;0; 1; TRUE), ¢e paraunamo za poljubno
normalno porazdelitev, uporabimo NORMDIST (22;28.5770; 3.4513; TRUE) ). Vidimo torej, da je
Tina med 5% najlazjih prvosolckov, saj je le 2.83% njenih soSolcev lazjih.

Primer 7.12: Vzemimo, da je debelina asfaltne previeke normalno porazdeljena slucajna spremenljivka
X, s pricakovano vrednostijo mx = 10cm in standardno deviacijo cx = 1cm. Doloc¢imo verjetnost,
da je odstopanje od pri¢akovane vrednosti manjse od 2 cm ob pogoju, da je debelina prevleke vecja od
9cem: P[|X —mx| <2|X > 9]

Resitev: Pogojno verjetnost izracunamo po enacbi (3.11)

PlX —mx| <20 X > 9|

P[IX —mx| <2|X >9] = FX = 9]

Verjetnost, da je odstopanje od pri¢akovane vrednost manjSe od 2 cm, lahko zapiSemo tudi takole:

PIX —mx| <2 =P[-2< X —mx <2 = P[8 < X < 12].

A=B<X<12
B=9<X
ANB = 9<X<12
—— -
0 8 910 12 X

Slika 7.13: Dolocitev produkta dveh dogodkov

Dolo¢iti moramo dogodek (8 < X < 12) N (X > 9), kar je morda najlazje doloCiti s preproste slike
(7.13), od koder vidimo, da je dogodek (8 < X < 12) N (X > 9) enak dogodku 9 < X < 12. Sedaj
lahko ponovno zapiSemo pogojno verjetnost

Pl9< X <12]  Fx(12) — Fx(9)
P[X>9  1-Fx(9)

PlX —mx| <2|X > 9] =

Z racunalniSkim programom EXCEL ali s pretvorbo na standardizirano normalno porazdelitveno funkcijo
Fy(u) dolo¢imo iskano verjetnost

_ 097725 —0.15866 _ 0.81859

PIX =mx| <2AX > 9] = ——oeess = osarza ~ 007

Verjetnost, da je odstopanje od pricakovane vrednosti manjse od 2 cm ob pogoju, da je debelina asfaltne
prevleke ve€ja od 9 cm, je 0.973.
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Primer 7.13: V racunalniskih programih MATHEMATICA in MATLAB je vgrajena funkcija Exf(z), ki
Jje definirana z naslednjo enacbo

2 [
Erf(x) = NG /€_I2 dz.
0

Izrazimo porazdelitveno funkcijo Fy(u) standardizirane normalne porazdelitve s funkcijo Erf(x) (glej
sliko 7.14) in inverzno funkcijo F;1(p).

1.0 1.0
Erf(x) Fy
s 08
0.6
0.0
0.4
-0.5 0.2
0= 23 00—="—7 0 1 2.3

Slika 7.14: Funkcija Erf(z) in porazdelitvena funkcija standardizirane normalne porazde-
litve Fyr(u)

Resitev: Zaradi simetri¢nosti porazdelitve standardizirane normalne porazdelitve in zaradi enacbe (4.8)
velja, da je

/0 fu(u) du = 0.5.

Zato lahko napiSemo porazdelitveno funkcijo Fi7(u) z naslednjo enacbo
11
Fy(u) == + / ——e "2, 7.32)

Z vpeljavo nove spremenljivke %2 /2 = % bomo integral v (7.32) preoblikovali tako, da bomo porazde-
litveno funkcijo Fyy(u) lahko izrazili s funkcjo Erf(z):

2= — a/N2=F — du/N2=di — di=+2di. (7.33)

Z vpeljavo nove spremenljivke se spremenijo tudi meje integriranja:

ael0u — Fe {0, j/%} . (7.34)



7.3 Normalna porazdelitev 107

Ce oznake v (7.33) in (7.34) vkljuc¢imo v (7.32), dobimo

1 2

/ L \fd“'_i 5o O/ e di = (7.35)
,( +Erf(u/\[>)~

2

l\.')\r—t

Fy(u)

—_

Izraz v (7.35) smo izpeljali zato, da bomo lahko z racunalni$kim programom MATHEMATICA dolocili
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vrednost porazdelitvene funkcije standardizirane normalne porazdelitve.!! Pri reSevanju statisti¢nih

nalog pogosto uporabljamo porazdelitveni funkciji Fi(u) inverzno funkcijo Fy; L(p), s katero lahko
doloc¢imo tisto vrednost u, za katero velja

Fy(w)=PU<ul=p  —  u=F;(p).
Ugotoviti moramo, kako lahko za dolocitev Fy; !(p) uporabimo inverzno funkcijo Erf~!(x), ki je vgra-

jena v raCunalniski program MATLAB: funkcija erfinv (x). Iz enacbe (7.35) sledi

p=Fy(u) = % (1+ Bt (u/v2))  —

— 2p—1=Erf (u/x/i) —
— EffY(2p-1)=u/V2 —
— FU_l(p):u:\/iErffl(Qp—l).

7.3.4 Vsota normalno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk

Glede na centralni limitni izrek, ki pravi, da je vsota mnogih neodvisnih slucajnih spremenljivk nor-
malno porazdeljena slucajna spremenljivka, lahko pricakujemo, da je vsota dveh normalno porazdeljenih
slucajnih spremenljivk tudi normalno porazdeljena. To lahko dokazemo tako, da dolo¢imo konvolucijski
integral (enacba (5.20) za dve normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki X; in X5 s pri¢akovanima
vrednostima m x1 in mxo ter standardnima deviacijama o x1 in ox9

() JTle‘i(Wf di. (7.36)
TOX2

o) = [ e

Ta integral lahko dolo¢imo s programom MATHEMATICA 2. Rezultat, ki ga zaradi nepreglednosti ne
prikazujemo tako, kot ga prikaZe program MATHEMATICA, je

1 _1(m—mx-mxo)?
2

fx(z) = e Xitoxa (7.37)
2m (0% +0%2)

" Dologitev vrednosti porazdelitvene funkcije Fi(u) s programom MATHEMATICA:

FU[u_] = 1/2 ( 1 + Erf[u/Sqrt[2]]);
Print["FU[-1.4] = " ,FU[-1.4]];
Print["FU[0.6] = " ,FU[0.6]];

FU[-1.4] = 0.0807567
FU[0.6] = 0.725747

12 Konvolucijski integral za dve normalno porazdeljeni slu¢ajni spremenljivki s programom MATHEMATICA:

fx1[x ] 1/(Sqgrt[2 Pi] sxl) E~(-1/2 ((x-mx1l)/sx1l)*2);

fx2[x ] 1/(Sgrt[2 Pi] sx2) E~(-1/2 ((x-mx2)/sx2)"2);
fyly 1 = Integrate[fx1[x] £x2[y-x],{x,-Infinity,Infinity}];
Print["fy(y) = ", fylyll;
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Iz enacbe (7.37) lahko zakljuc¢imo, da je slucajna spremenljivka X, ki predstavlja vsoto dveh normalno
porazdeljenih slucajnih spremenljivk X; in X5, tudi normalno porazdeljena slu€ajna spremenljivka s
pricakovano vrednostjo mx in standardno deviacijo o x

mx = mx1 + mxz in ok = 0% + 0%a (7.38)

Na podoben nacin lahko pokaZzemo, da je linearna kombinacija normalno porazdeljenih slu€ajnih spre-
menljivk X in Xo

X =a1 X1 + a9 Xo

tudi normalno porazdeljena slucajna spremenljivka s pricakovano vrednostjo m x in standardno deviacijo
ox

: 2 2 2 2 2
mx = a1 mx1 + az mxa in ox = aijoxy +a50%s. (7.39)

Primer 7.14: Ce obnasanje konstrukcije obravnavamo dovolj poenostavljeno, lahko celoten vpliv obtezbe
opisemo z eno slucajno spremenljivko S, celoten vpliv trdnosti oziroma odpornosti konstrukcije pa s
sluc¢ajno spremenljivko T. Obe slucajni spremenljivki merimo z istimi enotami. Verjetnost porusitve
konstrukcije py torej lahko izracunamo z naslednjo enacbo

pf=P[S>T]=P[T—-5<0].
Vzemimo, da sta slucajni spremenljivki S in T neodvisni in normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki

(mg = 30, og = 4, mp = 50, o = 3). Doloc¢imo verjetnost porusitve obravnavane konstrukcije!

ReSitev: Definirajmo slucajno spremenljivko M = T — S in jo imenujmo varnost konstrukcije.
Recemo lahko, da je konstrukcija varna, e je sluCajna spremenljivka M vecja od ni¢. Ker sta S in T'
normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki, je tudi njuna razlika porazdeljena normalno. Pri¢akovano
vrednost m ;s in standardno deviacijo o s izraunamo po enacbah (7.39)

my = mpr —mg = 20 in O’M:\/O'%—FU%:E).

Verjetnost porusitve lahko izratunamo po naslednji enacbi

M—mM<O—20

oM 5

P[M <0]=P ] = P[U < —4] = Fy(—4) = 0.00003167,

kjer smo z U oznacili standardizirano normalno porazdeljeno sluc¢ajno spremenljivko. V teoriji zaneslji-
vosti konstrukcij vrednost % pogosto ozna¢imo z 3 in imenujemo indeks zanesljivosti. Vecji indeks
zanesljivosti predstavlja bolj zanesljivo konstrukcijo. Verjetnost porusitve konstrukcije je v tem primeru
manjSa. Za obiCajne gradbeniske konstrukcije zahtevamo, da je 3 vecji od 3.8 za predvideno Zivljenjsko
dobo konstrukcije in 4.7 za enoletno obdobje.
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Primer 7.15: List papirja, na katerega smo napisali pismo, je formata A4 (21 x 29.7cm). Preden
pismo odposljemo, moramo list prepogniti. Najprej ga prepognemo priblizno na tretjini (razdalja X od
enega roba), nato znamo preostanek prepogniti tocno na polovici (glej sliko). Predpostavimo, da je X
normalno porazdeljena sluc¢ajna spremenljivka s pricakovano vrednostjo mx = 9.9 cm in standardno
deviacijo o x = 1cm. Dolocite porazdelitev Y. Koliksna je verjetnost, da pisma ne bomo mogli spraviti
v 10.6 cm Siroko kuverto.

[
I
I -
I
I
I

[
|
2lcm I
|
|

X Y Y ]
.~ 29.7cm— 10.6cm

Slika 7.15: Prepogibanje lista papirja

ReSitev: 1z slike 7.15 lahko izpeljemo zvezo med slu¢ajnima spremenljivkama X in Y:

29.7 - X
5 .

Yy —

Ker je slu¢ajna spremenljivka X porazdeljena normalno, je tako porazdeljena tudi slu¢ajna spremenljivka
Y. Pri¢akovano vrednost my in standardno deviacijo oy izraCunamo po naslednjih enacbah

29.7 — ;
myzimX:9.9cm in J%/ZGX — UYZJTX:OO5CH1'

Verjetnost, da pismo ne gre v kuverto, je enaka verjetnosti, da je X ali Y vecja od 10.6 cm. Ker X in
Y ne moreta biti isto¢asno vecja od 10.6, sta dogodka X > 10.6 in Y > 10.6 nezdruZljiva in lahko
verjetnost vsote teh dogodkov napiSem kot vsoto verjetnosti

P[X >10.6UY > 10.6] = P[X > 10.6] + P[Y > 10.6] =
= (1— P[X <10.6]) + (1 — P[Y < 10.6]) = 2 — Fx(10.6) — Fy(10.6) =

10.6 — 9.9 10.6 — 9.9
=2 Fy <1> — Fy (05> =2 Fy(0.7) — Fy(1.4) =

=2 —0.91924 — 0.75804 = 0.3227
7.3.5 Normalna porazdelitev kot aproksimacija drugih porazdelitev

V prej$njih razdelkih smo pokazali, da nekatere slucajne spremenljivke predstavljajo vsoto drugih slucajnih
spremenljivk. NaStejmo take primere:

e Slucajna spremenljivka, porazdeljena po binomski porazdelitvi, je vsota slucajnih spremenljivk,
porazdeljenih po Bernoullijevi porazdelitvi.
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e Slucajna spremenljivka, porazdeljena po Pascalovi porazdelitvi, je vsota slucajnih spremenljivk,
porazdeljenih po geometri¢ni porazdelitvi.

o Slucajna spremenljivka, porazdeljena po porazdelitvi gama, je vsota slucajnih spremenljivk, po-
razdeljenih po eksponentni porazdelitvi.

Ker smo s centralnim limitnim izrekom pokazali, da je vsota mnogih neodvisnih in enako porazdeljenih
slucajnih spremenljivk, normalno porazdeljena slu¢ajna spremenljivka, lahko pricakujemo, da bo binom-
ska porazdelitev za velike n podobna normalni porazdelitvi. Enako velja za Pascalovo porazdelitev in
porazdelitev gama za velike vrednosti k. Z naslednjim racunskim primerom bomo pokazali, na kaksSen
nacin lahko aproksimiramo binomsko porazdelitev z normalno.

Primer 7.16: Primerjajmo slucajni spremenljivki Y, ki je porazdeljena po binomski porazdelitvi, s
sluc¢ajno spremenljivko X, porazdeljeno po normalni porazdelitvi z istimi pricakovanima vrednostima
in standardnima deviacijama (mx = my in cx = oy). Parametra binomske porazdelitve sta n = 10
in p = 0.5. Doloc¢imo verjetnosti, da sta sluc¢ajni spremenljivki X in'Y manj$i ali enaki pet: P[X < 5]
in P[Y <5].

Resitev: Izracunajmo najprej verjetnost, da je sluajna spremenljivka Y, ki je porazdeljena po binomski
porazdelitvi, manjSa ali enaka 5. Ta verjetnost je vsota verjetnosti, dajeY =0,Y =1,Y =2,Y =3,
Y=4inY =5:

PlY =0] = (1) - 0.5 0.5 = 0.5!% = 0.00098
Ply =1 = (") -0.5'- 0.5 = 10 0.5'° = 0.00977
Py =2] = (%)) - 0.5 0.5° = 45 0.51° = 0.04395
PlY =3]= (1)) -0.5%-0.5" =120 0.5 = 0.11719
Py =4] = (') -0.5*-0.5° = 210 0.5!% = 0.20508
PlY =5] = (). 0.5°-0.5° = 252 - 0.5!% = 0.24609
5

PlY <5]=> P[Y =y] =0.632

y=0

Verjetnost, da je slucajna spremenjivka X, ki je porazdeljena po normalni porazdelitvi, manjsa ali enaka
5, izraCunamo iz porazdelitvene funkcije. Najprej izraCunajmo pri¢akovano vrednost m x in standardno
deviacijo ox te slucajne spremenljivke

mx =my =np=>5, ox =0y =+y/np(l—p)=+v25=1581

Sedaj lahko izraunamo verjetnost, da je X manjsi ali enak 5

PIX < 5] = Fx(5) = Fy (3%) — Fy(0) = 0.5.
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Dobili smo rezultat, ki se zelo razlikuje od tistega, ki smo ga izracunali ob upostevanju binomske poraz-
delitve. Hitro lahko ugotovimo, zakaj je do te velike razlike priSlo. 1z slike 7.16 vidimo, da verjetnosti,
da slucajna spremenljivka Y zavzame neko doloceno vrednost ¥, ustreza verjetnosti, da slucajna spre-
menljivka X zavzame vrednost v obmocju okoli vrednosti y. Tako lahko na primer napiSemo

P[Y = 3] = 0.11719 ~ P[2.5 < X < 3.5] = Fx(3.5) — Fx(2.5) = 0.11447.

Zato sledi, moramo za dolocitev verjetnosti, da je sluajna spremenljivka manjSa ali enaka 5, napisati
naslednji izraz

2.5 —9

PlY <5~ P|X < 55| = Fx(5.5) = Fy (m

) = Fy(0.316) = 0.624.

Ocitno je ta priblizek bistveno boljsi od prejsnjega. Ta rezultat lahko od¢itamo tudi iz grafov porazdeli-
tvenih funkcij za obe porazdelitvi, kjer lahko vidimo, da se porazdelitveni funkciji sekajo priblizno pri
55

Fy(5.5) =~ Fx(5.5).

0.3
fx Iy
1.0
Py by
0.2 ? 0.8
} 0.6
0.1 | | 0.4
\
| 0.2
0 [ 0
01 23456 78 910 12 0 2 4 6 8 10 12
X,y Yy

Slika 7.16: Primerjava binomske in normalne porazdelitve

Pri analizi rezultatov te naloge moramo poudariti, da so razlike med normalno in binomsko porazdelitvijo
tako majhne tudi zato, ker nas je zanimala vrednost porazdelitvene funkcije na sredini porazdelitve. V
primeru, da bi primerjali vrednosti porazdelitvenih funkcij na obeh repih porazdelitve, bi ugotovili, da so
razlike bistveno vecje. Primerjajmo na primer verjetnosti, da sta sluajni spremenljivki manjsi od —0.5.
Za binomsko porazdelitev seveda velja, daje P[Y < —0.5] = 0. Verjetnost, da je slu¢ajna spremenljivka
Y manjsa od —0.5 pa ni enaka ni¢, temve¢ je P[X < —0.5] = Fx(—0.5) = 0.00025, kar je sicer majhna
a od nic razli¢na verjetnost. V gradbeniStvu pri analizi varnosti konstrukcije pogosto obravnavamo zelo
majhne verjetnosti in je lahko razlika, med neverjetnim dogodkom in malo verjetnim dogodkom, zelo
pomembna.
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7.4 Logaritemsko normalna porazdelitev

V inZenirstvu je marsikatera koli¢ina rezultat produkta mnogih drugih koli¢in. Najbolj znacilni primeri
takih kolicin so: velikost delcev v sedimentih, velikost delcev agregata po drobljenju, trdnost nekaterih
materialov, magnituda potresov in podobno. Zato je logaritemsko normalna porazdelitev, ki jo opisujemo
v tem razdelku, za inZenirstvo zelo pomembna.

Vzemimo, da imamo n neodvisnih in enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk X;, ki imajo enako
pricakovano vrednost myx, = mx in standardno deviacijo ox, = ox. Definirajmo slucajno spremen-
ljivko Y kot produkt slucajnih spremenljivk X;

Y = H X;. (7.40)

Zanima nas, kako se porazdeljuje slucajna spremenljivka Y, ko gre n proti neskon¢nosti. Nalogo resimo
tako, da enacbo (7.40) logaritmiramo in upoStevamo, da je logaritem produkta enak vsoti logaritmov

n n
InY = In (H X,-) = ZlnXZ- = X. (7.41)
=1 =1

Ce so slu¢ajne spremenljivke X; neodvisne in enako porazdeljene, so tudi slu¢ajne spremenljivke In.X;
medsebojno neodvisne in enako porazdeljene. Zato po centralnem limitnem izreku velja, da je porazde-
litev slucajne spremenljivke X v enacbi (7.41) normalna, e gre Stevilo slucajnih spremenljivk X; proti
neskonc€nosti. ZapiSimo definicijo logaritemsko normalne porazdelitve: Ce je slucajna spremenljivka X
porazdeljena normalno in velja zveza InY = X, potem je sluCajna spremenljivka Y porazdeljena loga-
ritemsko normalno. Izpeljimo gostoto verjetnosti fy (y) logaritemsko normalne porazdelitve! Sluc¢ajna
spremenljivka Y je funkcija normalno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke X

Y = g(X) =e*.

12

10
8
6
4
2 Y=gX)=¢eX
0 -2 -1 0 1 2 3

X

Slika 7.17: Zveza med normalno in logaritemsko normalno porazdeljeno slu¢ajno spremen-
ljivko
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Zvezo med slucajnima spremenljivkama prikazujemo na sliki 7.17. Iz slike lahko tudi ugotovimo, da
zaloga vrednosti slucajne spremenljivke Y obsega vsa pozitivna realna Stevila. OCitno je, da je funk-
cija g(X) monotona, zato za izpeljavo gostote verjetnosti uporabimo enacbo (5.12). Inverzna funkcija
g~ 1(Y) in njen odvod sta

_ dg~1(Y) 1
1
Y) =InY, = 7.42
g (V) =Y, v v (7.42)
Gostoto verjetnosti slucajne spremenljivke Y lahko sedaj zapiSemo takole:
_ dg—l(y)‘ 1 _;<w>21
j— 1 — 2 o
= = e X - 0<y<oo. 7.43
fr(w) = fx (97 (v)) ’ &y Jrox y Y (7.43)

Enacba (7.43) predstavlja gostoto verjetnosti logaritemsko normalno porazdeljene slucajne spremen-
ljivke Y, katere parametra sta pri¢akovana vrednost in standardna deviacija slucajne spremenljivke X.
To je nekoliko nenavadno, zato bomo ta dva parametra raje zapisali tako, da bosta predstavljala sluc¢ajno
spremenljivko Y. Namesto standardne deviacije ox bomo pisali oznako oy,y. Namesto pri¢akovane
vrednosti mx pa bomo vpeljali mediano my slucajne spremenljivke Y, za katero velja naslednja zveza

P[Y <1iy] = 0.5.

Izraz znotraj oglatih oklepajev lahko logaritmiramo in upoStevamo zvezo med sluc¢ajnima spremenljiv-
kama (7.42). UpoStevamo tudi, da za mediano slucajne spremenljivke X velja enak izraz kot za medi-
ano slucajne spremenljivke Y in da zaradi simetri¢nosti normalne porazdelitve mediana 7 x sovpada s
pric¢akovano vrednostjo mx (myxy = mxy)

P[Y <iiy] =05 = P[lnY < Iniy] = P[X < Inry] =

= Fx(lnmy) = Fx(mx) = Fx(mx). (7.44)

Iz enacbe (7.44) lahko sklepamo, da je
Inmy = mx, (7.45)

zato bomo v enacbi (7.43) namesto pricakovane vrednosti m x pisali logaritem mediane In my slucajne
spremenljivke Y. Gostoto verjetnosti fy (y) logaritemsko normalno porazdeljene slucajne spremenljivke
z novimi oznakami zapiSemo takole:

fr(y) = L1 (e

V2T oy Y

Na sliki 7.18 prikazujemo gostote verjenosti za nekaj razli¢nih vrednosti parametrov mx in oy .
Pri¢akovana vrednost my in varianca a}% slucajne spremeljivke Y sta

0<y< . (7.46)

~ 152 2
my = my e2o-lnY’ 0'}2/ = mg/ (ealnY — 1)
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Slika 7.18: Gostota verjetnosti logaritemsko normalno porazdeljene slucajne spremenljivke

Pogosto moramo uporabiti obratne zveze, po katerih iz pricakovane vrednosti my- in standardne deviacije
oy izratunamo parametra my in o,y

my = my e_%UIQnY = = ,
\/ 0% +m? % 4 \/V2 +1
oy me + Y (7.47)

. 2 veqe . . .o JSon v . . .
kjer smo z Vy = oy /my = V e’y — 1 oznadili koeficient variacije. ZapiSimo $e koeficienta simetri-
¢nosti in sploscenosti, 1y in 2y, za logaritemsko normalno slu¢ajno spremenljivko Y':

’le = \/60'12nY — 1 <€0'1211Y + 2) = Vé —_ 3‘/}/7

Yoy = 3y 4 2e3%Ty 4+ 3200y — 3 = Vi + 6V + 15V41 + 16V2 + 3.

Preglednica 7.1: Momenti logaritemsko normalne porazdelitve

my | Omy | My oy Y1y Yoy

2.0 | 0.50 2.266 1.208 1.750 8.898
4.0 | 0.50 4.533 2.416 1.750 8.898
8.0 | 0.50 9.065 4.831 1.750 8.898
4.0 | 1.50 | 12.321 | 35.895 | 33.468 | 10078.3
4.0 | 0.20 4.081 0.824 0.614 3.678
4.0 | 0.10 4.020 0.403 0.302 3.162
4.0 | 0.02 4.001 0.080 0.060 3.006

Vidimo, da sta koeficienta 1y in 2y neodvisna od mediane my . V preglednici 7.1 prikazujemo nekaj
vrednosti momentov lognormalno porazdeljene slucajne spremenljivke Y za razlicne vrednosti parame-
trov porazdelitve my in o1,y . Za vecje vrednosti o1,y je porazdelitev bolj nesimetri¢na 1y >> 0 in bolj
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Spicasta oy > 3, kar lahko vidimo tudi na sliki 7.18. Za zelo nizke vrednosti o1,y pa je porazdelitev
bolj podobna normalni porazdelitvi, saj je simetri¢na in srednje splo§€ena: y1y ~ 0 in y2y ~ 3.

Podobno kot pri normalni porazdelitvi tudi pri logaritemsko normalni porazdelitvi ne poznamo poraz-
delitvene funkcije Fy (y) v zakljuCeni analiti¢ni obliki. Njeno vrednost lahko izraCunamo numeri¢no z
racunalniSkimi programi kot so MATHEMATICA, MATLAB ali EXCEL, ali pa porazdelitveno funkcijo
Fy (y) preuredimo tako, da lahko uporabimo porazdelitveno funkcijo standardizirane normalne poraz-
delitev, katere vrednosti lahko najdemo v preglednicah. Ce v izrazu za porazdelitveno funkcijo Fy(y)
upostevamo zvezi (7.41) in (7.45), lahko izpeljemo naslednjo uporabno enacbo

X —mx Iny —mx

Fy(y) =PlY <y]=P[lnY <lny]=P[X <lny]=P < =
Iny —Inm Iny —Inm i o (7.48)
_p USyY} _FU<yY>
Olny Olny

Na osnovi zadnje enacbe lahko z uporabo preglednice za porazdelitveno funkcijo normalne porazdeli-
tve izraCunamo vrednost porazdelitvene funkcije logaritemsko normalne porazdelitev. To enacbo lahko
uporabimo tudi v racunalniskem programu MATHEMATICA, pri ¢emer pa uporabimo tudi zvezo med po-
razdelitveno funkcijo standardizirane normalne porazdelitve Fy;(u) in vgrajeno funkcijo Erf(x) (enacba
(7.35)).13

Ugotovimo, kako se porazdeljuje produkt dveh logaritemsko normalno porazdeljenih slucajnih spremen-
ljivk Y7 in Ys

Y=Y Y.

Zgornjo enacbo logaritmiramo in ugotovimo, da je sluc¢ajna spremenljivka X = In Y porazdeljena nor-
malno, saj sta tudi slucajni spremenljivki X; = In Y] in X5 = In Y5 porazdeljeni normalno. 1z te ugoto-
vitve zaradi definicije logaritemsko normalne porazdelitve sledi sklep, da je tudi slucajna spremenljivka
Y =Y - Ys porazdeljena logaritemsko normalno:

InY =In(Y; - Ys)=lnY; +InYs = X = Xj + Xo. (7.49)

Iz enacb (7.38), (7.46) in (7.49) lahko izpeljemo zveze med parametri slucajnih spremenljivk Y7, Y5 in
Y:

mx = mx; +mx, IlanZIHThy1+lnﬁly2 — my:’fnyl 77~”Ly2,

2 _ 2 2 2 _ 2 2
Ox =0x, +0x, — Oy = Olhy; T Olny,-

13 Tzraun porazdelitvene funkcije lognormalne porazdelitve s programom MATHEMATICA:

Fyly , myt , Slny ] := 0.5 + 1/2 Erf[ (Log[y]-Log[myt])/Slny/Sqrt[2]];
Print["Fy[3] = ", Fy[3, 4, 0.5]]

Fy[3] = 0.282523
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Primer 7.17: Naj bo najvedji letni pretok vode v neki recici slucajna spremenljivka Y. Na podlagi
meritev v zadnjih 40 letih lahko izracunamo oceni za pri¢akovano vrednost my in standardno deviacijo
oy najvecjega letnega pretoka. Ti dve oceni sta:

iy =Y = 115m3/s, oy = Sy = 45m3/s.

Ti dve oceni smo dobili tako, da smo v izracun povprelja in standardne deviacije vzorca vzeli najvecjo
vrednost vodnega toka v vsakem letu. V vzorcu je bilo torej stirideset vrednosti. Vzemimo, da sta oceni
pricakovane vrednosti in standardne deviacije pravi in izracunajmo verjetnost, da bo v naslednjem letu
vodni pretok vecji od 200m?® /s. Dolo¢imo tudi stoletno vodo; verjetnost, da bo stoletna voda v nasle-
dnjem letu preseZena, je enaka 1/100. Pri tem upostevajmo:

a) normalno porazdelitev slucajne spremenljivke Y,

b) logaritemsko normalno porazdelitev slucajne spremenljivke Y .
Resitev: Verjetnost, da je slucajna spremenljivka Y vecja od 200 dolo¢imo po naslednji enacbi
P[Y > 200] = 1 — P[Y < 200] =1 — Fy(200).

Stoletna voda y1¢g je tista, za katero velja, da je verjetnost, da se v nekem letu zgodi taka voda ali vecja,
enaka 1/100:

PlY >yi00] = 155 — PV <100l =1 — 155 = 0.99 = Fy (y100)-

a) V primeru normalne porazdelitve slucajne spremenljivke Y verjetnost P[Y" > 200] dolo¢imo
takole:

200 — 11
P[Y > 200] =1 — Fy(200) =1 — Fy (005) =

45
=1— F(1.888889) = 1 — 0.97055 = 0.02945.

Stoletno vodo y109 dolo¢imo z naslednjo enacbo

Y100 — 115 Y100 — 115
99 — F — Fy, (2100 — 272 ., J10— -9
0.99 v (Y100) U ( T > T

— Y100 = 45 - 2.32634 + 115 = 219.685m” /s.

=232634 —

b) Pri logaritemsko normalni porazdelitvi moramo najprej dolociti parametra porazdelitve my in
O1ny po enacbah (7.47)

2 2
2 _ % _ 45 _
UlnY = ln <7n%/ + ].) = 111 <1152 =+ 1) = 014247,

- _1_2 _0.14247
my =mye 2°my =115¢ 2 = 107.093.
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Sedaj lahko izracunamo verjetnost, da je Y vecji od 200

P[Y >200] =1— Fy(200) = 1 — Fy (12209-n107.093) —

=1— Fy(1.65483) =1 — 0.9510 = 0.0490.

Stoletno vodo izra¢unamo z naslednjo enacbo

0.99 = Fy (y100) = Fu (

In Y100 — In 107.093
0.37745
— Y100 = 107.093 - 03745232634 — 957 70 m? /5.

In Y100 — In107.093
—
0.37745

=232634 —

Verjetnost P[Y" > 200] in vrednost stoletne vode y10o lahko s programom EXCEL izra¢unamo z ukazoma
za logaritemsko normalno porazdelitev

1-LOGNORMDIST (200;LN(107.093);0.37745) in
LOGINV(0.99;LN(107.093);0.37745).

Ugotovimo lahko, da je razlika med uporabo normalne in logaritemsko normalne porazdelitve zelo ve-
lika. Razlike so tem vecje, ¢cimvecja je vrednost o1,y . Razlike so vegje, ¢e primerjamo rezultate na obeh
repih porazdelitve, torej dale¢ od pricakovanih vrednosti oziroma median.

Primer 7.18: Dolocimo verjetnost porusitve py konstrukcije ob predpostavki, da sta slucajni spremen-
ljivki S in T, ki predstaviljata obteZbo in odpornost konstrukcije, neodvisni in logaritemsko normalno
porazdeljeni! Naloga je podobna tisti, ki smo jo resili v primeru 7.14. UpoStevajmo isti pricakovani
vrednosti in standardni deviaciji, kot v primeru 7.14 (mg = 30, og = 4, mp = 50, o7 = 3).

Resitev: Dolo¢imo najprej parametre logaritemsko normalno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk S in

T
2 2
9 o3 4
Ojhg = In < + 1) =1In < + 1) = 0.01762,
m% 302
- _1,2 _0.01762
mg =mge 2°ms =30e 2 =29.737,
2 2
2 or 3
oy =1n ( + 1> =In ( + 1> = 0.003594,
. m2. 502
~ _1.2 _0.003594
mp =mrpe 20T =50¢ 2 =49.910.

Verjetnost porusitve konstrukcije p ¢ lahko izratunamo z naslednjo enacbo
T
pf=P[S>T]=P ggl .

Definirajmo slu¢ajno spremenljivko M = T'/S in jo imenujemo varnost konstrukcije. Re¢emo lahko,
da je konstrukcija varna, ¢e je sluCajna spremenljivka M vecja od ena. Ker sta S in 1" logaritemsko
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normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki, je tudi njun kvocient porazdeljen logaritemsko normalno.
Parametra porazdelitve izraCunamo z naslednjo enacbo

Mar = L = 16784 in  omy = /02y + 02 = 0.14565
ms

Verjetnost porusitve lahko izraCunamo po naslednji enacbi

PM<1 =P

InM —Inmp - Inl—In1.6784|
OlnM - 0.14565 -
= P[U < —3.555] = Fyy(—3.555) = 0.0001888,

kjer smo z U oznacili standardizirano normalno porazdeljeno slu¢ajno spremenljivko. Indeks zaneslji-
vosti je v tem primeru 3 = 3.555 in je niZji od vrednosti, ki smo ga v podobnem primeru 7.14 izracunali
za normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki 7" in .S. Verjetnost poruSitve py je zato veCja, kot v
primeru 7.14.

7.5 Porazdelitve ekstremnih vrednosti

V inZenirstvu nas pogosto zanimajo le ekstremne vrednosti dolocenih spremenljivk. Na primer, kon-
strukcija se porusi zaradi najmocnejSega vetra. Zato nas pravzaprav zanima porazdelitev hitrosti naj-
mocnejSega vetra in ne porazdelitev hitrosti vetra v poljubnem trenutku. Podobno velja za trdnost mate-
riala: zanima nas porazdelitev najniZje vrednosti trdnosti materiala.

7.5.1 Ekstremna vrednost konéno mnogo slu¢ajnih spremenljivk

Doloc¢imo porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y, ki je definirana kot najvecja izmed n zacetnih slu¢ajnih
spremenljivk X;, ki so medsebojno neodvisne in enako porazdeljene

Y = max Xj.
(2
Porazdelitvena funkcija Fy (y) je

Fy(y) =Py <y|=P [m?XXZ- < y} .

Ce je najvecji izmed X; manjsi od y, potem velja, da so vsi X; man;jsi od y

Fr(y) =PX1<yNXa<yn...n X, <y =
— PG Sy PG <yl PG <yl= 550
= Fx,(4y) - Fxo(y) - Fx, (v) = [ [ Fx. () = [[ Fx(v) = F&(w),
=1 =1
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kjer smo upostevali, da so sluc¢ajne spremenljivke X; neodvisne in enako porazdeljene. Na podoben nacin
lahko izpeljemo tudi porazdelitveno funkcijo Fz(z) slu¢ajne spremenljivke Z, ki predstavlja najmanjso
izmed zacetnih slucajnih spremenljivk X;

Z = min X;.
1
Porazdelitvena funkcija Fz(z) je

Fz(z)=P[Z<z]=P {miinXi < z] =1-P [mZsz > z] .

Ce je najmanjsi izmed X; ve&ji od z, so vsi X; ve&ji od z. Zato lahko zapiSemo naslednjo enabo

Fz(z) =1-PX1>2zNXe>zN...N X, >z =
=1—-P[X;>2z2]-P[Xy>z]---P[X,, > 2] =

= 1= (1= () - (L= Py (2)) - (1= P () = .51
=1-J[0 - F () = 1-T[0 - () = 1= (0 = Fx ()",
i=1 1=1

kjer smo upostevali, da so X; medsebojno neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke.

Gostoti verjetnosti slucajnih spremenljivk Y in Z dolo¢imo z odvajanjem porazdelitvenih funkcij v
(7.50) in (7.51).

_ dFy (y)

frly) === =nFi" () fx() (752)
Fa(z) = 4L jz("’) — (1= ()" fx(2). (7.53)

Primer 7.19: Doloc¢imo gostoti verjetnosti slucajnih spremenljivk Y in Z, ki predstavljata najvecjo
oziroma najmanjso izmed treh zacetnih sluc¢ajnih spremenljivk X;. Vzemimo, da se zacetne slucajne
spremenljivke X; porazdeljujejo enakomerno od 0 do 1.

Resitev: Porazdelitvena funkcija zaCetne slucajne spremenljivke X; je

0 <0
Fx,(x)=Fx(x) =13 = 0<z<1
1 1<z

Gostoti verjetnosti slu€ajnih spremenljivk Y in Z dolo¢imo po enacbah (7.52) in (7.53)

0 y <0

Frly) =nFyty) fx(y) =4 3y° 0<y<1
0 1<y
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oziroma
0 z <0
Fa(z) =n (1= Fx ()" fx(2) = { 31— 2)? 0<z<1
0 1<z

Na sliki 7.19 prikazujemo gostoto verjetnosti enakomerne slucajne spremenljivke ter gostoti verjetnosti
sluajnih spremenljivk Y in Z, ki predstavljata najve¢jo oziroma najmanjSo vrednost izmed treh ena-
komerno porazdeljenih slu¢ajnih spremenljivk X;. Kot vidimo, porazdelitvi ekstremnih vrednosti nista
simetri¢ni, Cetudi je porazdelitev zacetnih slu€ajnih spremenljivk X; simetrina. Vidimo tudi, da lahko
pri porazdelitvi maksimuma pri¢akujemo vi§je vrednosti slu¢ajne spremenljivke kot pri zacetni porazde-
litvi. Obratno velja, da lahko pri porazdelitvi minimuma pri¢akujemo niZje vrednosti.

4
fX X
J;
fY 3N —— V=maxX; A
7N |- Z=miny; | 7
2 \\\ / |
AN 7 |
S /
. o s \
\\( |
/// \\\\\ \
0—== o
0 02 04 06 08 1.0 1.2

Slika 7.19: Gostota verjetnosti porazdelitve minimuma in maksimuma

7.5.2 Asimptoti¢ne porazdelitve ekstremnih vrednosti

V prejsnjem razdelku smo opisali, kako dolo¢imo porazdelitve ekstremnih vrednosti konéno mnogo
slu¢ajnih spremenljivk. Sedaj pa nas zanimajo Se asimptoti¢ne porazdelitve ekstremnih vrednosti, ko gre
Stevilo spremenljivk X; proti neskonc¢nosti.

Centralni limitni izrek pove, da je vsota mnogih poljubnih enako porazdeljnih neodvisnih slucajnih spre-
menljivk porazdeljena normalno. Podobno velja, da je produkt mnogih poljubnih enako porazdeljenih
neodvisnih slucajnih spremenljivk porazdeljen logaritemsko normalno. Pri porazdelitvah ekstremnih
vrednosti je nekoliko drugace. IzkaZe se, da so porazdelitve ekstremnih vrednosti odvisne od poraz-
delitve zacetnih slucajnih spremenjivk. Na porazdelitev ekstremnih vrednosti vpliva predvsem oblika
porazdelitve zaCetnih slucajnih spremenljivk na ustreznem repu porazdelitve. Na porazdelitev maksi-
muma vpliva porazdelitev zaCetnih slucajnih spremenljivk na zgornjem repu, to je pri velikih x, na
porazdelitev minimuma pa porazdelitev zacetnih slucajnih spremenljivk na spodnjem repu porazdeli-
tve, to je pri majhnih x.

Ker oblika porazdelitve zacetnih slucajnih spremenljivk X; vpliva na porazdelitev ekstremnih vredno-
sti, lo¢imo tri uporabljene tipe porazdelitev ekstremnih vrednosti. Ne glede na porazdelitev zaCetnih
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slu¢ajnih spremenljivk je asimptoti¢na porazdelitev ekstremnih vrednosti natanko ena izmed treh tipov
porazdelitev ekstremnih vrednosti. Podrobnosti izpeljave vseh treh tipov porazdelitve lahko najdete v:
D. Zupan, G. Turk, Porazdelitve ekstremnih vrednosti.

7.5.3 Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa I

Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa I imenujemo tudi Gumbelova porazdelitev.'* Obravnavajmo
najprej porazdelitev maksimuma. Ce ima porazdelitvena funkcija F'x (z) na zgornjem repu porazdelitve
obliko

Fx(z)=1—e 9@,
kjer je g(x) monotono nara$¢ajoca funkcija, je porazdelitvena funkcija maksimuma slu¢ajnih spremen-
ljivk X;, ko gre njihovo Stevilo proti neskon¢nosti, enaka

Fy(y)=e "™, —00 <y < 00. (7.54)
Konstanti « in u sta parametra porazdelitve, ki sta odvisna od pri¢akovane vrednosti in variance slu¢ajne
spremenljivke Y. Gostoto verjetnosti te slu¢ajne spremenljivke dobimo z odvajanjem porazdelitvene
funkcije Fy (y) v enacbi (7.54)

_ —u)—e—(W—u
fr(y) = aealmwmentry, (7.55)
Pri reSevanju nalog obicajno potrebujemo zvezi med momentoma slucajne spremenljivke my in oy ter
njenima parametroma u in «
2

s
602’

my:u—i—l, o
«

o

kjer je v Eulerjeva' konstanta (y =~ 0.577216). Brez teZav lahko dolo¢imo tudi obratni zvezi:

s
V6oy’

Na sliki 7.20 prikazujemo gostote verjetnosti za Gumbelovo porazdelitev maksimuma za nekaj razli¢nih
vrednosti parametrov « in u. Vidimo, da je razprSenost odvisna le od parametra «, medtem ko je
pricakovana vrednost odvisna od obeh parametrov u in . Koeficienta simetri¢nosti in splos¢enosti,
Y1y 1n 2y, sta neodvisna od parametrov porazdelitve:

o= w=my — L. (7.56)
«

Y1y = 1.13955

in
Yoy = 5.4.

14 Emil Julius Gumbel, nemsko-ameriski matematik (1891-1966).
15 Leonhard Euler, §vicarski matematik (1707-1783).


http://www.km.fgg.uni-lj.si/predmeti/sei/ekstrem.pdf
http://www.fachschaften.uni-muenchen.de/Cafeprojekt/emiljuliusgumbel.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html
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Porazdelitev je torej ne glede na parametre nesimetri¢na in bolj §picasta od normalne porazdelitve.

Ce ima porazdelitvena funkcija na spodnjem repu porazdelitve obliko eksponentne funkcije

Fx(z) =e 9@,

je porazdelitvena funkcija minimuma slucajnih spremenljivk X;, ko gre njihovo Stevilo proti neskon¢nosti,
enaka

Fr(z)=1-— efea(z_w, —00 < z < 00.

(7.57)
0.020 0.010
Ty A u=100 fy a=0.02
0.015 2 — «=001 0.008 N

P —— 0 =0.02 0.006 PN N\ | u=100
0.010 Py —a = \|-——-1, =200

R o =0.05 0004 A —

e \\ \ \\
0.005 TN 0.002 N

I \ AN N

O / II \\h\ ~ O // ~ _ ‘\\§§~
0 100 200 300 400 500 0100 200 300 400 500
y y

Slika 7.20: Gostota verjetnosti Gumbelove porazdelitve maksimuma
Gostoto verjetnosti dolo¢imo z odvajanjem porazdelitvene funkcije
fz(2) = qe(zmw)—e® e

Zveze med parametroma porazdelitve « in u so podobne kot pri porazdelitvi maksimuma

my =u— 1 0’2 = T
a’ Z7 6a2
in obratno
7T Y
a = , u=myg+ —. (7.58)
V6o o

Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa I oziroma Gumbelovo porazdelitev uporabljamo v hidrologiji in
gradbeni konstruktivi. Za najvecji letni pretok nekega vodotoka pogosto predpostavimo, da se porazde-
ljuje po Gumbelovi porazdelitvi. To je pomembna predpostavka, saj na osnovi predpostavke o porazdeli-
tvi in statisti¢nih podatkov za neko relativno kratko obdobje dolo¢imo vrednost stoletnega pretoka, torej
tistega pretoka, ki je v povprecju prekoracen le enkrat v 100 letih. Po Gumbelovi predpostavki se poraz-
deljujejo tudi nekatere obtezbe na konstrukcije ter trdnosti nekaterih materialov, kar moramo upoStevati

pri dolocitvi zanesljivosti konstrukcij. Tudi pri tem je predpostavka o porazdelitvi zelo pomembna, saj
mocno vpliva na izraCunano verjetnost porusitve konstrukcije.
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Primer 7.20: Vzemimo, da je najvecji letni pretok vode v neki recici slucajna spremenljivka Y, poraz-
deljena po Gumbelovi porazdelitvi. UpoStevajmo enake podatke, kot v primeru logaritemsko normalne
porazdelitve (glej primer 7.17). Izracunajmo verjetnost, da bo v naslednjem letu vodni pretok vecji od
200 m? /s. Dolo&imo tudi stoletno vodo.

Resitev: Ce sta oceni priakovane vrednosti in standardne deviacije pravi, lahko iz enacb (7.56) izratunamo
parametra porazdelitve u in o
¥ 0.57722

™ T
— — 0.0285, —my — L =115 — 2022 g4 75,
6oy 645 vEmy =y 0.023501

o=

Verjetnost, da bo najvecji vodni pretok v naslednjem letu vecji od 200, izraCunamo po enacbi (7.54):

e~ (200—u)

P[Y >200] =1—P[Y <200] =1— Fy(200) =1—e" =1-10.9514 = 0.0486.

Tudi vrednost stoletne vode y19p dolo¢imo iz enacbe (7.54), ki jo moramo v tem primeru invertirati:

e~ (y100—1)
P[Y > yloo] =1- P[Y < yloo] =1- Fy(yl()o) =1—e 7100 =0.01 —

1
— 9100 = u — —In (—=In(0.99)) = 256.15m? /s
«

7.5.4 Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa I1

Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa IT imenujemo tudi Fréchetova porazdelitev.'® Obravnavajmo
porazdelitev maksimuma. Ce je porazdelitvena funkcija F'x (x) enaka

k
1
FX(:U):l_ﬁ(x) ) LL‘>6%,
potem je porazdelitvena funkcija maksimuma slucajnih spremenljivk X, ko gre njihovo Stevilo proti
neskonc¢nosti, enaka
w k
Ry = G) y > 0. (7.59)
Konstanti & in u sta parametra porazdelitve, ki sta odvisna od pricakovane vrednosti in variance slucajne

spremenljivke Y. Gostoto verjetnosti te slu¢ajne spremenljivke dobimo z odvajanjem porazdelitvene
funkcije Fy (y) po enacbi (7.59)

Lk k+1 lu k
fr(y) = " (Z) e (%) : y > 0. (7.60)

Na sliki 7.21 prikazujemo gostote verjetnosti za nekaj razlicnih vrednosti parametrov k in u. Iz slike
vidimo, da pri tej porazdelitvi oba parametra vplivata na njeno pri¢akovano vrednost in razprSenost.

16 Maurice René Fréchet, francoski matematik (1878-1973).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Frechet.html
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Slika 7.21: Gostota verjetnosti Fréchetove porazdelitve maksimuma

Pri reSevanju nalog potrebujemo zvezi med momentoma slucajne spremenljivke my in oy ter njenima
parametroma v in k

my =ul (1-1), k>1, oy =u* (D (1-2)-T%(1-1%)), k>2 (7.61)

kjer je funkcija I' taka, kot smo jo definirali v enacbi (7.25). Obratnih zvez ne moremo zapisati v
zakljuceni obliki, zato parametre te porazdelitve dolo¢imo numeri¢no, kakor bomo pokazali tudi v
racunskem primeru. Pogoja, da je k¥ > 1 oziroma k£ > 2 izvirata iz definicijskega obmocja funkcije
I'. Zaradi tega, varianca slucajne spremenljivke Y za k£ < 2 ne obstaja. Ker momenti viSjega reda
vkljucujejo ¢lene, kot so I'(1 —3/k), I'(1 —4/k) ..., je pogoj za obstoj momenta r-tega reda, da je k > r.

Ce ima zaGetna porazdelitev naslednjo obliko

1\* )
Fx(z)=p <> ; r < Bk,

potem je porazdelitvena funkcija minimuma slu€ajnih spremenljivk X;, ko gre njihovo Stevilo proti ne-
skon¢nosti, enaka

Fu(z)=1—e (4" 2 <0. (7.62)

Gostoto verjetnosti dolo¢imo z odvajanjem porazdelitvene funkcije

u k+1 (u k

fZ(z):k<f) e (%) , z < 0.
z

Zvezi med momemtoma my in oz ter njenima parametroma w in k sta enaki, kot pri Fréchetovi poraz-

delitvi maksimuma (enacba (7.61))

mz=ul (1-4%), k>1, oy =u*T(1-2)-TI*(1-1)), k>2, (7.63)

Uporaba Fréchetove porazdelitve je podobna kot pri Gumbelovi porazdelitvi. Zato jo uporabimo pri
obravnavanju hidroloskih pojavov, nekaterih obteZb na konstrukcije in dolocenih karakteristik materialov
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oziroma konstrukcij. Znacilnost Fréchetove porazdelitve v primerjavi z Gumbelovo je, da gostota ver-
jetnosti bistveno pocasneje pada, zato je pogostnost pojava zelo velikih vrednosti glede na pricakovano
vrednost, vecja.

Primer 7.21: Resimo isti problem, kot smo ga opisali v primeru 7.20, le da predpostavimo, da se najvecji
letni pretok vode v neki recici porazdeljuje po Fréchetovi porazdelitvi. Pri¢akovana vrednost in standar-
dna deviacija oziroma njuni oceni naj bosta enaka kot v primeru 7.20. Izracunajmo verjetnost, da bo
v naslednjem letu vodni pretok vecji od 200m?>/s. Dolo¢imo tudi 100-letno vodo; verjetnost, da bo
100-letna voda v naslednjem letu preseZena, je enaka 1/100.

Resitev: 1z enacb (7.61) lahko izpeljemo naslednjo enacbo:

2 _2
<"Y) _ro-g (7.64)
r2(1-3)

my

ki predstavlja nelinearno enacbo spremenljivke k. Enacbo resimo numeri¢no s programom MATHEMA -
TICA,!” lahko pa tudi s programom Excel, pri é&emer moramo funkcijo I'(x) zapisati kot exp (gammaln (x) )
in uporabiti orodje GOALSEEK. V nasem primeru je reSitev enacbe enaka k = 4.2389. 1z enacbe (7.61)
izraCunamo tudi drugi parameter

_my
F(1-3)

Verjetnost, da bo v naslednjem letu najvedja voda vedja od 200 m? /s, izratunamo po enacbi (7.59)

U= = 95.269.

w K
PIY >200] =1 — P[Y < 200] = 1 — Fy(200) = 1 — e~ (200) =1 —0.9578 = 0.0422.

Vrednost stoletne vode y;9g dolo¢imo iz enacbe (7.59) z invertiranjem

k
P[Y > y1oo] =1- P[Y S leO] =1- FY(yIOO) =1- ei(m> = 001 —
Y100 = u (~In(0.99))F = 282.00m3 /s
Primer 7.22: Dolocite pric¢akovano vrednost, standardno deviacijo ter koeficient simetricnosti y1y in
splosc¢enosti yoy za sluc¢ajno spremenljivko Y iz primera 7.21.

17 Iskanje resitve enacbe (7.64), izvedeno s programom MATHEMATICA:

my = 115; Sy = 45; Vy = Sy/my;
k = kk /. FindRoot[Gamma[l-2/kk]/Gamma[l-1/kk]*2-1==Vy*2, {kk,3}];

Print["k = ", k]

Print["u = ", u = my/Gamma[1l-1/k]];
Print["P[Y>200] = ", P200 = 1-E-(-(u/200)~k) ];:
Print["yl00 = ", y100 = u (-Log[0.99])*(-1/k)];
k = 4.2389

u = 95.2687

P[Y>200] = 0.0422089

y1l00 = 282.004
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Resitev: Pri¢akovano vrednost my in standardno deviacijo oy izratunamo z enacbo (7.61). S tem
pravzaprav le preverimo, ali smo v primeru 7.21 pravilno izracunali parametra k in u.

Y:ur(l—l):952687r( = 115,

)
ay—u\/l“ F2(1—7)—952687\/F 42389) r2(1- ﬁ):%.

Vidimo, da smo izracunali enake vrednosti, kot so podane v besedilu primera 7.21. Koeficienta sime-
tri¢nosti in splos¢enosti lahko izraunamo numeri¢no s programom MATHEMATICA.'® Vidimo torej, da
je koeficient simetri¢nosti enak v1y = 4.81979, koeficient sploS¢enosti oziroma koeficient kurtosis pa je
Yo = 214.803, kar kaze na to, da je porazdelitev precej nesimetri¢na in zelo Spicasta.

Izraze za koeficienta v,y in 72y lahko zapiSemo tudi v analiti¢ni obliki. PokaZemo lahko (glej D. Zupan,
G. Turk, Porazdelitve ekstremnih vrednosti), da je

E[Y"=4"T (1 — %) ,
od koder lahko izraCunamo centralne momente visjih redov po naslednjih enacbah:
=E[(Y —my)*] =E[Y? —=3Y?my +3Y m} —m}] =
= E[Y3] - 3E[YYmy +2m} =
W (L) =80 (1-H)T (1 ) 420 (1- ).
D = B[V —my) ] =E[Y* —4Y3my + 6Y2md — 4V md + mb] =
—AE[Y?]my + 6E[Y?]m} — 3my] =
WP (1=g) =T (1= T (1= ) +6T (1= 7T (1—5) =30 (1))

Koeficienta simetri¢nosti in splo§€enosti, y1y in 2y izraunamo po enacbah (6.8) in (6.9)

Il

o
~
i

W) TP -3r-Pra-perta- )

T Ca-)-ra-p)?
N L (Y R e 1 e
S Ca-p-ra-})

18 Dologitev momentov sludajne spremenljivke Y s programom MATHEMATICA:

FY[k_,u_,y ]=E~(-(u/y)*k); £Y[k_,u ,y ]1=D[FY[k,u,y],yl’
k = 4.2389; u = 95.7476;

Print["my = " ,my=N[Integratel[y £fY[k,u,y],{y,0,Infinity}]]]
Print["Sy = ",sy=N[Sqgrt[Integrate][ (y-my)*2 £fY[k,u,y],{y,0,Infinity}]]1]]
Print["gamal = " ,N[Integrate[ (y-my)*3 £Y[k,u,y],{y,0,Infinity}]/sy”31]
Print["gama2 = " ,N[Integrate[ (y-my)*4 £Y[k,u,y],{y,0,Infinity}]/sy*41]
my = 115.
Sy = 45

4.81979

Q

3]
3

Q

=
([

214.803


http://www.km.fgg.uni-lj.si/predmeti/sei/ekstrem.pdf
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7.5.5 Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa I11

Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa III imenujemo tudi Weibullova porazdelitev.'® Posebnost te
porazdelitve je, da so tako porazdelitve zacetnih slucajnih spremenljivk X;, kot tudi asimptoti¢ne po-
razdelitve ekstremnih vrednosti omejene na tisti strani porazdelitve, ki jo obravnavamo. Porazdelitev
zacetne sluCajne spremenljivke za porazdelitev maksimuma je zato navzgor omejena s pogojem = < w
in ima v bliZini w naslednjo obliko

Fx(z)=1-clw—-2)* k>0, z<w.

Slu€ajna spremenljivka Y, ki predstavlja maksimum slu¢ajnih spremenljivk X, v bliZini w porazdeljenih
po zadnji enacbi, se v primeru, ko gre Stevilo slucajnih spremenljivk proti neskoncnosti porazdeljuje po
naslednji enacbi:

O =) (7.65)

Gostoto verjetnosti fy (y) dolo¢imo z odvajanjem porazdelitvene funkcije (7.65)

k-1 .
fr(y) = i <w—y) ef(ﬁ), y < w.

W—U\w—1u

Na sliki 7.22 prikazujemo gostote verjetnosti za nekaj razli¢nih vrednosti parametrov k, u in w. Vidimo,
da je vpliv parametrov k in w na prvi pogled zelo podoben, medtem ko parameter u bolj kot druga dva
vpliva na pri¢akovano vrednost slu¢ajne spremenljivke Y.

Parametre porazdelitve u in k obicajno doloimo iz vzorca, medtem ko parameter w dolo¢imo vnapre;.
V<¢asih okoli$€ine natanno opredeljujejo parameter w, s katerim je slucajna spremenljivka navzgor ome-
jena. Na primer: Ce slucajna spremenljivka Y predstavlja nadmorsko visino vseh naSih gora, bi morali
kot zgornjo mejo vzeti nadmorsko viSino Triglava, torej w = 2864 m. Drugi€ pa zgornje meje ne mo-
remo dolociti natan¢no in si jo izberemo. Za dolocCitev parametrov u in k je dovolj, da poznamo dva
momenta slucajne spremenljivke Y, obicajno sta to pricakovana vrednost my in standardna deviacija
oy. Zvezi med my in oy ter parametroma k in u sta

my =w— (w—u)T (1+1), oy =(w—u?(T(1+2)-T*(1+1)), (7.66)

obratne zveze v analiti¢ni obliki ne moremo zapisati, reSitev poiS¢emo z numeri¢nimi metodami, kakor
bomo pokazali v ratunskem primeru.

Primer 7.23: Resimo isti problem, kot smo ga opisali v primerih 7.20 in 7.21, le da predpostavimo, da
se najvedji letni pretok vode v neki reCici porazdeljuje po Weibullovi porazdelitvi. Pri¢akovana vrednost
in standardna deviacija oziroma njuni oceni naj bosta enaka kot v primeru 7.20 in 7.21, za parameter w
pa izberimo vrednost 500 m3 /s. Izracunajmo verjetnost, da bo v naslednjem letu vodni pretok vecji od
200 m? /s. Dolo¢imo tudi 100-letno vodo.

Zberimo rezultate racunskih primerov 7.17, 7.20, 7.2 1 in tega primera ter primerjajmo rezultate. Narisimo
Se gostote verjetnosti za vse uporabljene porazdelitve v teh racunskih primerih.

19 Ernest Hjalmar Wallodi Weibull, $vedski fizik in matematik (1887-1979).


http://www.weibullnews.com/ybullbio.htm
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Slika 7.22: Gostota verjetnosti Weibullove porazdelitve maksimuma
Resitev: 1z enacb (7.66) lahko izpeljemo naslednjo enacbo:
r'(1+2
Y (L+5) _ (7.67)

<u)—-ﬂ1y

>2_F2(1+i)

i

ki predstavlja nelinearno enacbo spremenljivke k. Enacbo reSimo numeri¢no s programom MATHEMA -
TICA.?Y ReSitev enacbe je k = 10.311. Iz enacbe (7.66) izratunamo tudi drugi parameter

u =

w—my

T(1+19)

= 95.831.

20 Tskanje resitve enatbe (7.67), izvedeno s programom MATHEMATICA:

my = 115; Sy = 45; w = 500;
k = kk /. FindRoot[Gamma[l+2/kk]/Gamma[1l+1/kk]*2-1==Vym*2, {kk,5}];

Print["k = ", k]
Print["u = ", u = w- (w-my)/Gamma[1+1/k]];
Print["P[Y¥>200] = ", P200 = 1-E*(-((w-200)/(w-u))*k) 1;
Print["y1l00 = ", y100 = w-(w-u) (-Log[0.99])~(1/k)];

k = 10.3106

u = 95.8312

P[Y>200] = 0.045224

y100 = 241.298

Vym = Sy/ (w-my) ;
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Verjetnost, da bo v naslednjem letu najvecja voda vecja od 200 m? /s, izratunamo po enacbi (7.59)

w—200

k
PIY >200]=1— P[Y <200] =1 — Fy(200) = 1 — ¢ (=) = 1 - 0.9548 = 0.0452.

Vrednost stoletne vode y19g dolocimo iz enacbe (7.65) z invertiranjem

w—Y100

k
PIY > y100] =1 = P[Y <y100] =1 = Fy (y100) = 1 — ei( ) 001  —
Y100 = w — (@ — ) (~1n(0.99))F = 241.30m® /s

V preglednici 7.2 prikazujemo rezultate ratunskih primerov 7.17, 7.20, 7.21 in 7.23. Vidimo lahko,
da najbolj izstopata rezultata za normalno porazdelitev, ki je bistveno niZja od drugih, in rezultati za
Fréchetovo porazdelitev, ki je bistveno vi§ja od drugih. Vrednosti za druge tri porazdelitve so zelo po-
dobne. Omenimo lahko Se, da na vrednosti, dobljene za Weibullovo porazdelitev, mo¢no vpliva izbira
parametra w. Ce bi izbrali bistveno vi§jo vrednost, se rezultati priblizajo rezultatom Gumbelove poraz-
delitve (na primer, za w = 10000 dobimo P[Y" > 200] = 0.0485 in y190 = 255.61).

Preglednica 7.2: Izracun verjetnosti P[Y > 200] in stoletne vode y100

porazdelitev P[Y >200] | w100

normalna 0.0295 219.69
logaritemsko normalna 0.0490 257.70
Gumbelova 0.0486 256.15
Fréchetova 0.0422 282.00
Weibullova 0.0452 241.30

Na sliki 7.23 prikazujemo gostote verjetnosti za vse obravnavane porazdelitve. Vidimo lahko, da po-
novno najbolj izstopata normalna in Fréchetova porazdelitev, druge tri pa so si zelo podobne.

0.020

7 normalna
Y ~ —— —— lognormalna
0.015 [\ —— — Gumbelova
[\
| \ — — — — Frechetova
0.010¢ -~~~ o —— Weibullova

0.005

Slika 7.23: Gostota verjetnosti razli¢nih porazdelitev

Obravnavajmo sedaj Se Weibullovo porazdelitev minimuma. V tem primeru so tako zacetne porazdelitve
X; kot tudi asimptoti¢na porazdelitev ekstremnih vrednosti navzdol omejene s pogojem € < z. V bliZini
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€ ima porazdelitev zacetnih slucajnih spremenljivk naslednjo obliko
Fx(z)=clz—e)f k>0, z>e.

Slucajna spremenljivka Z, ki predstavlja minimum slucajnih spremenljivk X;, ko gre njihovo Stevilo
proti neskon¢nosti in so v okolici € porazdeljeni po zgornji enacbi, se porazdeljuje takole:

zZ—€

Fpz)=1-e (D' oo (7.68)

njena gostota verjetnosti pa je

k z—e\F 1 _(z—s)k
fz(2) = < ) e =) | 2>,

U—€ \u—=¢

Zvezi med momentoma my in oz slucajne spremenljivke Z in njenima parametroma u in k sta
mz=c+u—e)T (1+14), oy =(u—-e?T(1+%) -T>(1+14)). (7.69)

Obratnih zvez ne moremo zapisati v zakljuCeni analiticni obliki, vendar k£ in u za znane my in oy
lahko izraunamo numeri¢no na podoben nacin, kot smo to naredili v primerih 7.21 in 7.23. Vrednost €
obicajno dolo¢imo vnaprej, glede na lastnosti slucajne spremenljivke, ki jo obravnavamo. Zelo znacilno
je, da predpostavimo € = 0 za koli¢ine, ki ne morejo biti negativne: trdnost materiala, koli¢ina padavin...

7.6 Druge porazdelitve

Poleg porazdelitev, ki smo jih spoznali v tem poglavju, obstaja Se cela vrsta porazdelitev, uporabljenih
pri razli¢nih aplikacijah. Omenimo samo nekaj najpogstejse uporabljenih:

e Porazdelitev 2 uporabljamo pri statistiki (obmogja zaupanja in preverjanje domnev);

e Studentovo porazdelitev ali porazdelitev ¢ uporabljamo pri statistiki (obmocja zaupanja in pre-
verjanje domnev);

o Porazdelitev F' uporabljamo pri statistiki (obmocja zaupanja in preverjanje domnev);

e Hipergeometri¢na porazdelitev je pogosto uporabljena diskretna porazdelitev s podobnim po-
menom kot binomska porazdelitev;

e Cauchyjeva porazdelitev, logisticna porazdelitev, dvojna eksponentna porazdelitev, poraz-
delitev 3, von Misesova porazdelitev in mnoge druge.
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Do sedaj smo obravnavali slucajne spremenljivke in njihove porazdelitve in ob tem predpostavili, da
lastnosti slu¢ajne spremenljivke oziroma parametre njihovih porazdelitev povsem poznamo. Razen v ne-
katerih preprostih primerih parametrov porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk ne poznamo. Njihovo oceno
lahko dolo¢imo z analizo vzorca. Podajmo nekaj osnovnih pojmov statisti¢énih metod:

Populacija zajema vse rezultate poskusov oziroma opazovanj pri obravnavanemu problemu. Po-
pulacija v statistiki ima torej precej Sirsi pojem od tistega, ki smo ga sicer navajeni: pomeni lahko
skupino ljudi, lahko pa tudi izid meta kocke, rezultat testiranja betonske kocke, Stevilo vozil, ki
v nekem c¢asovnem intervalu prevozijo opazovano kriZisce, izmera dolZine med dvema tockama,
letna koli¢ina padavin v nekem kraju... Velikost populacije, ki je lahko koncna ali neskonCna,
ozna¢imo z N. Populacija Slovencev je primer koncne populacije, rezultati testiranja betonske
kocke pa predstavljajo neskon¢no populacijo.

Vzorec je tisti del populacije, iz katerega sklepamo na lastnosti populacije. Velikost vzorca
oznacimo z n.

S parametrom populacije opiSemo njeno lastnost. Parametri so lahko pri¢akovana vrednost, va-
rianca, dolo¢en parameter porazdelitve, po kateri se obravnavana populacija porazdeljuje. Po-
membno je, da se zavedamo, da parameter populacije ni slucajna spremenljivka, ampak neznana
deterministi¢na kolicina.

Element vzorca ali populacije X; predstavlja posamezni rezultat poskusa oziroma opazovanja.
Obicajno predpostavimo, da so elementi vzorca enako porazdeljene in medsebojno neodvisne
sluajne spremenljivke. To pomeni, da so tudi pricakovane vrednosti in variance vseh slucajnih
spremenljivk X; enake

mx, =mx in 0% =0%. 8.1)

Statistika je koli¢ina, ki jo dolo¢imo iz vzorca. Na osnovi statistik dolo¢amo tockovne ali in-
tervalne ocene parametrov populacije in sklepamo v primeru preizkusanja domneyv (testiranja
hipotez). Osnovne statistike so: povpreéje vzorca X, varianca vzorca S%, najmanjse in najvecje
vrednosti vzorca (X,in in X;nqq)... Statistika je slucajna spremenljivka, saj iz razli¢nih vzorcev
iste populacije dobimo razli¢ne vrednosti statistik.
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Vzorcenje je proces, s katerim pripravimo vzorec. Vprasamo se lahko, zakaj moramo vzor¢iti, saj bi bilo
naceloma vedno bolje parametre populacije dolociti tako, da bi pregledali celotno populacijo. Razlogov
je vec:

Populacija je lahko neskoncno velika, v tem primeru je v celoti ne moremo pregledati. Primer:
meritev natezne trdnosti jeklenih palic.

Populacija je zelo velika, pregled celotne populacije bi lahko bil zelo dolgotrajen ali predrag.
Primer: populacija ljudi na Zemlji.

Poskus oziroma opazovanje lahko vpliva ali pa spremeni element vzorca. Primer: v tovarni vo-
zil za testiranje vpliva trkov izberejo manjSe Stevilo vozil, ki jih med poskusom bolj ali manj
poskodujejo.

Nekateri elementi populacije so lahko povsem nedosegljivi. Primer: koli¢ina padavin na vrhu
Mount Everesta v letu 1910. Drugi primer: koli¢ina padavin v Ljubljani leta 2111.

V primeru, da se odlo¢imo za pregled celotne populacije, je to pregledovanje lahko zelo dolgo-
trajno ali pa moramo v to vkljuciti veliko Stevilo izvajalcev pregledovanja. Zaradi tega lahko pride
do relativno velikih napak, ki jih izvajalci pregledovanja storijo. Zato je pogosto bolje, da natancno
opravimo pregled na relativno majhnem vzorcu, kot pa da povr$no pregledamo celotno populacijo.

Loc¢imo dva nacina vzorCenja glede na to, ali elemente populacije po vsakem poskusu vrnemo v popu-
lacijo ali ne. Pri vzorcenju z vracanjem mora veljati, da poskus ne spremeni elementa. V tem primeru
upostevamo, da je populacija neskon¢no velika. Pri vzorCenju brez vra¢anja moramo pri kon¢no velikih
populacijah velikost populacije upoStevati. V primeru vzorcenja brez vracanja, so poskusi lahko tudi
taki, da element populacije spremenijo ali celo unicijo.

Z vzorcenjem Zelimo dobiti vzorec, ki bi bil nepristranski, ¢imbolj natancen in ¢im cenejsi. Prvi dve
lastnosti se izkljucujeta z zadnjo, saj je vecji (in zato tudi draZji) vzorec obicajno tudi bolj natancen in
bolj nepristranski. Poznamo ve¢ nacinov vzoréenja:

Povsem slucajno vzorcenje je najpreprostejSe in glede nepristranskosti tudi najboljSe vzorcenje.
Slaba stran takega vzorcenja je, da za doloCeno stopnjo natancnosti potrebujemo relativno velike
vzorce.

Pri vzorcenju po skupinah pazimo, da so v vzorcu dolocene skupine elementov zastopane v takih
razmerjih, kot veljajo za populacijo. Primer: pri anketiranju obi€ajno pazimo, da razmerje med
moskimi in Zenskami enako razmerju v populaciji, ki jo obravnavamo, pazimo lahko tudi na sta-
rostno strukturo in strukturo izobrazbe. Na ta nacin dobimo nepristranski vzorec Ze z relativno
manjSo velikostjo vzorca.

Pri vzorcenju po blokih si povsem slu¢ajno izberemo manjsSa podrocja, ki predstavljajo dele vzorca,
ki jih zdruzimo v en vzorec. Primer: pri opazovanju velikega polja si ne moremo privosciti, da
bi ga v celoti natancno pregledali. Zato si slucajno izberemo manjse parcele, na katerih lahko
izvr§imo opazovanja. Obicajno pazimo, da vse parcele niso na robu ali v sredini polja.
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e Subjektivnega vzorcenja, kjer o izbiri elementov vzorca odloca “strokovnjak”, pri statisticnih ana-
lizah ne smemo uporabiti. Primer pristranskega, nenatancnega vzorca: Pri anketiranju, s katerim
Zelimo ugotoviti javno mnenje o delovanju slovenske vlade, anketirance izbere predstavnik Vlade
Slovenije.

8.1 Lastnosti osnovnih statistik

Omenili smo Ze, da so statistike slucajne spremenljivke. V nadaljevanju dolo¢imo pri¢akovano vrednost
in varianco povprecja (E [X ] in var [X ]) ter pri¢akovano vrednost in varianco variance vzorca (E [S%c]
in var [Sg(] ).

8.1.1 Povprecje vzorca

Povpregje vzorca X definiramo z naslednjo enacbo

= 1
X=- Z X;. (8.2)
=1
Pricakovano vrednost povprecja vzorca dolo¢imo ob upoStevanju lastnosti priCakovane vrednosti vsote
slucajnih spremenljivk (enacba (6.28)) in enacbe (8.1)

E[X]=E [:L > Xi] = % > EX) = % > E[X] = %E[X] = E[X]. (8.3)
=1 =1 i=1

Dobljena enacba je pomembna, saj nam pove, da je povprecje vzorca nepristranska ocena pricakovane
vrednosti populacije.

Doloc¢imo Se varianco povprecja vzorca

var [X] = var [i ZX’] = % Zvar[Xi] = % Zvar[X] = %Var[X} = Varn[X}j (8.4)
i=1 i=1 i=1

ki nam pove, da se varianca povprecja, ki predstavlja oceno pri¢akovane vrednosti populacije zmanjSuje
z veCanjem vzorca. Ko gre n proti neskon¢nosti, gre varianca povprecja proti ni¢, kar pomeni, da je
pri¢akovana vrednost populacije m x tocno doloCena. V enacbi (8.4) smo predpostavili, da je velikost
populacije neskon¢na oziroma, da vzoréimo z vracanjem. V primeru, da je populacija kon¢no velika in
vzoréimo z vratanjem, moramo enacbo (8.4) nekoliko spremeniti

1 var[X] N —n

var [X] = N1 (8.5)

Limita zadnje enacbe, ko gre N — o0, je enacba (8.4). Poleg tega iz enacbe (8.5) sledi, da je v primeru,
da je N = n, varianca povprecja enaka ni¢. To je logi¢en rezultat, saj v primeru, da je N = n, v vzorec
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vklju¢imo celotno populacijo in je torej tudi povprecje tega vzorca enako pricakovani vrednosti popula-
cije.

Pri statisti¢nih analizah je zelo pomembno poznati porazdelitve uporabljenih statistik. 1z enacbe (8.2) vi-
dimo, da je povprecje vzorca vsota enako porazdeljenih in neodvisnih slu€ajnih spremenljivk X; deljeno
z velikostjo vzorca n. Pogosto predpostavimo, da so slucajne spremenljivke X; porazdeljene normalno,
v tem primeru je tudi porazdelitev povpredja X normalna. Ne glede na porazdelitev slu¢ajnih spremen-
ljivk X; po centralnem limitnem izreku velja, da ko gre n proti neskonénosti, gre porazdelitev X proti
normalni porazdelitvi. Pri prakti¢ni uporabi pogosto predpostavimo, da je povpre¢je X porazdeljeno
normalno, tudi ¢e slucajne spremenljivke X; niso porazdeljene normalno in je n le zmerno velik, na
primer n > 30. Napaka, ki jo pri tem storimo je odvisna predvsem od porazdelitve X, pri nesimetri¢nih
porazdelitvah je napaka obicajno vecja kot pri simetri¢nih.

8.1.2 Varianca vzorca

Varianco vzorca definiramo z enacbo

§% =1 3 (x - %)% (8.6)

=1

Pri¢akovano vrednost te statistike dolo¢imo podobno kot pri¢akovano vrednost povprecja vzorca:

(Z X2 - Z 2X X, + Z X2> ] 8.7)

Sedaj pokaZzimo, da je vsota produkta X X; enaka vsoti X2

1=1 i=1 i=1

in to upoStevamo v enacbi (8.7):

1 n n n
- (ZXZ? —22X2—|—ZX2>] =E
=1 =1 =1

Ob upostevanju enacb (6.28) in (8.1) lahko zapiSemo

n

:LZ(X X)?

=1

E[S%] =E

B [Sk] =

geniayl]

ZE [X7] ——ZE (X?] = [XZ] "E[X?] =B [x?] -E[X?]. (838)

n

Na desni strani te enacbe lahko odstejemo E[X]? in pristejemo E [ X | ?_ kar zaradi enakosti (8.3) enacbe
(8.8) ne Pokvari. Nazadnje uporabimo e enacbo (6.15), s katero E [Sg(] izrazimo z variancami var[X]
in var [ X, in enacbo (8.4)

E[S%] = E[X?] - E[X]* - (E (X% - E [X]Q) = var[X] — var [X] = var[X] — var[X]

n
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Pricakovana vrednost variance vzorca je torej

E[S%] = ”; ! var[X] = - ! o%. (8.9)

n

Ta enacba nam pove, da je varianca vzorca Sg( pristranska ocena variance a§< slucajne spremenljivke
X oziroma populacije. Pri¢akovana vrednost variance vzorca je namre¢ nekoliko niZja od variance
populacije. Razlog za to, da varianca vzorca ng podceni varianco populacije je v tem, da smo v enacbi
(8.6) raCunali razlike med elementi vzorca in povpre¢jem vzorca, ki je bilo izraCunano iz istega vzorca
in predstavlja oceno pri¢akovane vrednosti mx populacije. Zaradi tega so razlike v povprecju manjse,
kot bi bile, ¢e bi racunali razlike glede na pravo pricakovano vrednost mx.

1z enacbe (8.9) sledi, da je nepristranska ocena variance 0§< slu¢ajne spremenljivke X enaka

S = ﬁlsgcznilz:(xi—f()?, (8.10)
i=1
saj je
E [S}‘g] = ﬁ 1E [Sg(} = var[X] = 0%.

Enacba (8.9) velja za neskoncéno veliko populacijo oziroma za vzoréenje z vracanjem. V primeru konéno
velike populacije pa moramo pri racunu pri¢akovane vrednosti variance vzorca upostevati enacbo (8.5)

> X| N — -1 N
E [S’g(] = var[X] — var[X]| = var[X] — Val;E ] N _T = var[X]n N1 (8.11)
in
*2 n 2 N
E[S¥] = —F [S%] = var[X] (8.12)

Zadnji dve enacbi povesta, da je v primeru koncno velike populacije tudi statistika S }2 pristranska. V
tem primeru bi si morali izbrati novo statistiko S%*2, ki je nepristranska tudi v primeru kon¢ne populacije

o N—-1_o, N-1 1 2
¥ = = S)szn_lg(Xi—X).

Zanimivo je tudi preveriti, kaj se zgodi v primeru, da je n = N, torej ko je v vzorec vkljuCena celotna
populacija. Vidimo lahko, da v tem primeru statistiki S% in S sovpadata
1 n
% = 5% = % Z; (Xi — X)* = var[X] = 0%.
1=

V primeru neskon¢no velikega vzorca, ko gre n = N proti neskoncnosti, statistiki Sg( in S}}*Q limitirata

proti 5’}‘(2 iz enacbe (8.10).
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Brez izpeljave zapisimo varianci statistik S% in S%? za neskon¢no velike populacije:

42(n—1)

2
var[S%] = o 3 A

in  var[S¥] = ok ——.

7] = ok ——
Kot zanimivost lahko Se poudarimo, da standardna deviacija vzorca S% ni nepristranska ocena standar-
dne deviacije populacije o x. PriCakovana vrednost standardne deviacije vzorce S% je odvisna od tipa
porazdelitve slucajne spremenljivke X. V primeru, da je porazdelitev normalna, je pricakovana vrednost
standardne deviacije E[S% | enaka

N dn —4
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Slucajno spremenljivko X oziroma populacijo, ki jo ta predstavlja, v celoti opiSemo z njeno porazde-
litvijo. Vsaki porazdelitvi pripadajo doloCeni parametri, ki jih obi¢ajno ne poznamo. Na osnovi vzorca
oziroma statistik, ki jih iz vzorca izraunamo, lahko parametre populacije ocenimo.

Loc¢imo dva tipa ocen: tockovna ocena, s katero oceno parametra podamo z eno samo vrednostjo, ter
intervalna ocena, s katero podamo interval oziroma obmocje, za katerega lahko z doloCeno verjetnostjo
trdimo, da vkljucuje parameter. Parameter oznacimo z a, njegovo to¢kovno oceno oznac¢imo z a. Ocena
a je nepristranska, Ce velja, da je

Intervalno oceno oziroma interval zaupanja podamo z naslednjo enacbo:
a € las,a;] tako,daje Plas<a<a;]=1-q,

kjer 1 — « predstavlja stopnjo zaupanja, s katerim izre¢emo trditev, da parameter a leZi v intervalu med
asin a,.

9.1 Tockovne ocene

Vzemimo, da Zelimo doloditi toCkovne ocene parametrov porazdelitve a;, ¢ = 1,...,n,. Pri poraz-
delitvah, ki jih obicajno uporabljamo, je Stevilo parametrov n, enako ena (geometrijska, Poissonova,
eksponentna...) ali dve (binomska, Pascalova, normalna...).

Tu bomo obravnavali dve metodi doloCanja tockovnih ocen parametrov porazdelitev: metoda momen-
tov in metoda najvecjega verjetja. Pri prvi ocene parametrov dolo¢imo iz ocen prvih nekaj momentov
slu¢ajne spremenljivke: myx = X, c}%{ = 5}2. Pri drugi pa ocene parametrov dolo¢imo z uporabo
verjetnostne funkcije pri diskretnih slucajnih spremenljivkah in gostoto verjetnosti pri zveznih slucajnih
spremenljivkah.
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9.1.1 Metoda momentov

Dolociti Zelimo take ocene parametrov a;, da bodo momenti slu¢ajne spremenljivke izbrane porazdelitve
enaki iz vzorca izraCunanim ocenam teh momemtov.

Ze pri obravnavanju slucajnih spremenljivk v poglavju 7 smo pri vsaki porazdelitvi zapisali zvezo med
parametri porazdelitve in njenimi momenti. Na primer: pri slucajni spremenljivki Y, ki je binomsko
porazdeljena s parametroma n; in p sta pricakovana vrednost in varianca enaki: my = ngp in 032/ =

nyp (1 —p).

S to metodo obi¢ajno ocenjujemo parametre porazdelitev z enim ali dvema parametroma. Ce je parameter
le eden, potem za oceno & parametra a uporabimo oceno pri¢akovane vrednosti myx = X:

my =f(a) — a=fmx) — a=f"0hx)=f"(X),

kjer f~1(.) predstavlja inverzno zvezo funkcije f(a). V splosnem je ta zveza nelinearna in moremo torej
re§iti nelinearno enacbo.

Ce sta parametra dva (a; in as), njuni oceni a; in ao dolo¢imo iz naslednjih enacb

myx = fi(a1,az2) fiay, az) = X
2 PSS *2 )
ox = fa(a1,a2) fa(ar, a2) = S¥
kjer zadnji dve enacbi predstavljata sistem dveh, v sploSnem nelinearnih, enacb za dve neznani oceni a
in dg.
Primer 9.1: Dolocimo oceno parametra slucajne spremenljivke X, ¢e je porazdeljena:

a) binomsko s parametroma ny, = 80 in p — v tem primeru dolo¢amo le oceno parametra p,
b) eksponentno s parametrom \.

Iz vzorca s 30 elementi smo izracunali oceno pri¢akovane vrednosti slucajne spremenljivke: X = 20.

Resitev: Pri obeh porazdelitvah opravimo enak postopek: dolo¢imo zvezo med pri¢akovano vrednostjo
mx in parametrom in namesto nje vstavimo njeno oceno X:

a) Binomska porazdelitev s parametroma n; = 80 in p:

V tem primeru dolo¢imo le oceno parametra p:

X
mx =nyp — p:@ — p=—=0.25.
np np
a) Eksponentna porazdelitev s parametrom A:
Dolo¢amo oceno parametra A
1 1 . 1
= - A= — A== =0.05. 9.1
mx A - mx - X ©-D
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Primer 9.2: Dolocimo oceni parametrov slucajne spremenljivke X, ce je porazdeljena:
a) enakomerno s parametroma a in b,
b) binomsko s parametroma ny in p,
c) normalno s parametroma mx in oy,
d) lognormalno s parametroma mx in oy, x,
e) po Gumbelovi porazdelitvi s parametroma « in u.

Iz vzorca s 30 elementi smo izracunali oceni pricakovane vrednosti in standardnega odklona slucajne
spremenljivke: X = 30, S% = 5.

Resitev: Pri vseh porazdelitvah opravimo enak postopek: dolo¢imo zveze med momentoma in parame-
troma in namesto momentov vstavimo njuni oceni:

a) Enakomerna porazdelitev:

Iz sistema linearnih enacb

a+b

2
b—a

O‘ =
X /12

lahko izraCunamo zveze

myx =

b=mx +V3ox b= X +35% = 38.66
a=mx —V3ox - a=X—38%=21.34
b) Binomska porazdelitev s parametroma n; in p:
1z sistema enacb
mx =npP
ox =vmpp(l—p)
lahko izratunamo zveze
le_r(f{ ]3:1—5;%2:0.16667
X — _
ny = X np = { = 180 .
p p

¢) Normalna porazdelitev s parametroma m x in o x:

V tem primeru je dolocitev preprosta, saj velja, da je

mx = mx mx =X =30
9.3)
ox =0x
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d) Lognormalna porazdelitev s parametroma m x in oy, x:

Zvezi med parametroma my in o, x in momentoma my in ox smo Ze izpeljali, ko smo obrav-
navali lognormalno porazdelitev (enacba (7.47))

x = mx e 3%mx, x = X e~ 2%mx = 29.59,
2 1 (Ug( — 2 S¥ 4
n m%{ n X2

e) Gumbelova porazdelitev s parametroma « in u:

Zvezi med parametroma « in % in momentoma myx in ox smo Ze izpeljali, ko smo obravnavali
lognormalno porazdelitev (enacba (7.56))

T T
o= , &= —L— —0.2565,
\/6(7)( N \/65}}
w=mx — 2, a=x-T—9775
« (6%

kjer je v Eulerjeva konstanta (y ~ 0.577216).

0.10
normalna
£ 0.08 — ——— lognormalna
Dy —-—- — Gumbelova
0.06 — ——— enakomerna
EEER ) W R ]binoms]ka
0.04 |
|
0.02 |
OO 10 20 30 40 50;0 60

Slika 9.1: Razli¢ne porazdelitve zmy = 30inox =5

9.1.2 Metoda najvecjega verjetja

Vzorec X;, j = 1,...,n je sluCajen. Verjetnost, da se zgodi nek vzorec, je odvisna od porazdelitve
sluajne spremenljivke in njenih parametrov a;, ¢ = 1,...,n,. DolocCiti Zelimo take ocene parametrov
a;, da bo verjetnost, da se je zgodil vzorec, ki ga imamo na voljo, najvecja.

Diskretne slucajne spremenljivke

Verjetnost, da slu¢ajna spremenljivka X; zavzame doloCeno vrednost, izraCunamo z verjetnostno funk-
cijo

PIXj = x;] = px (z;),
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kjer smo upostevali, da so vsi X; enako porazdeljeni. Verjetnost, da slu¢ajne spremenljivke X; zavza-
mejo vrednosti x; pa lahko zapiSemo kot produkt verjetnostnih funkcij, saj predpostavimo, da so X,
medsebojno neodvisne — vrednost enega elementa vzorca ne vpliva na drugega:

PXi=z1NXo=z2N...NX,, =] =
= P[X1 = a1] P[X3 = @3] -+ - P[ Xy, = @]

n
= px(z1) px (2) ... px(xn) = [ [ px(27).
j=1
Sedaj lahko definiramo funkcijo verjetja L(a;) kot verjetnost, da se zgodi nek vzorec
n
L(a;) = Plvzorca] = HpX(xj). 9.5)
j=1

Ocene parametrov G; dolo¢imo z zahtevo, da ima funkcija L(a;) maksimum.

Podrobneje bomo to prikazali na preprostem primeru binomsko porazdeljene slucajne spremenljivke.

Primer 9.3: Vzemimo, da imamo vzorec binomsko porazdeljene slucajne spremenljivke Y, za katero
vemo, da je ny, = 40. Dolociti moramo parameter p tako, da bo verjetnost, da se je tak vzorec zgodil,
najvecja. Vzorec predstavljajo tri slucajne spremenljivke Y}, ki so zavzele naslednje vrednosti: 5, 4 in 7.
Velikost vzorca je torej enaka n = 3.

Resitev: Verjetnost, da se je doloen vzorec zgodil, zapiSemo v obliki funkcije L(p):
L(p) = Plvzorca] = P[Y1 = y1] - P[Y2 = yo] - P[Y3 = y3],

saj predpostavimo, da so posamezni elementi vzorca medsebojno neodvisni. Za vse tri slucajne spre-
menlivke Y; predpostavimo isto binomsko porazdelitev, zato lahko zapiSemo:

L(p) = <nb>pyl(1 —p)n (Z;’)py?(l —p)rY <Z;’>py3(1 )y —

n

B T —
Y1 Y2 Y3

Dologiti zelimo tak p, da je verjetnost vzorca L(p) = P[vzorca] maksimalna, kar obi¢ajno naredimo
tako, da postavimo pogoj, da je odvod dL(p)/dp = 0

dL(p) = i <<nb> (nb> (nb)ﬁyl+y2+y3(1 _ Z3)3%@111/21/3) = 0.
dp dp \\y1/ \y2/ \ys

Ce moramo doloiti ekstrem funkcije, ki ima obliko produkta, to laZje opravimo tako, da ena¢bo logarit-
miramo in nato odvajamo. V tem primeru logaritmiramo enacbo (9.6)

InL(p) =In ((nb> (nb> <nb>> + (y1 +y2 +y3) Inp+ (3ny —y1 —y2 — y3) In(1 — p)

n Y2 Y3

9.6)
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in po odvajanju dobimo

dinL(p) _yr+y2+ys  3m—y1—y2 —y3

~ =0 —
dp P 1-p
(1—}5)(y1+y2+yf,)—ﬁs3nb—y1—y2—y3):0 .
(1 —p)
. . + 1y + Y  5.333
— (yi+y2+y3)—3pn=0 — pzw:—zizo.l?ﬁ%&
3nyg np 40

Vidimo, da smo dobili enako enacbo kot pri metodi momentov (enacba (9.2)). Kot bomo videli v enem
izmed naslednjih primerov, metoda najvecjega verjetja ne da vedno iste enacbe za racun ocene parame-
trov kot metoda momentov.

Zvezne slucajne spremenljivke

Pri zveznih slucajnih spremenljivkah je verjetnost, da se zgodi nek to¢no dolocen vzorec, enaka ni¢. Zato
funkcijo verjetja L(a;) zapiSemo v odvisnosti od gostote verjetnosti in re¢emo, da moramo dolociti take
ocene a;, da bo gostota verjetnosti pri danih vrednostih vzorca najvecja

n
L(a;) = [ ] £x(x;). 9.7)
j=1
Poiskati moramo take vrednosti a;, da ima funkcija L(a;) maksimum.

Podrobneje bomo uporabo te metode prikazali na racunskih primerih.

Primer 9.4: Vzemimo, da imamo vzorec eksponentno porazdeljene slucajne spremenljivke T'. Doloc¢imo
enacbo za dolocitev ocene parametra A po metodi najvecjega verjetja. Vzemimo, da je velikost vzorca
enaka n = 30, povprecje vzorca pa je T' = 20.

Resitev: Funkcija verjetja je produkt
n
L(A) = [ Ae b
j=1

Tudi v tem primeru bo izpeljava preprostejSa ¢e zgornjo enacbo logaritmiramo in nato odvajamo po
parametru A

n

ML) =Y (InA-At;)=nln A=\ ¢,

j=1 j=1

Ce zelimo dologiti tako oceno parametra \, da ima funkcija L(\) maksimum, zahtevamo, da je odvod
dL(\)/dA oziroma dIn(L()\))/d) enak ni¢

dIn(L(\)) S n
dX '
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Vidimo, da smo dobili enak rezultat kot pri metodi momentov (enacba (9.1)).

Primer 9.5: Doloc¢imo oceni parametrov slucajne spremenljivke X, e je porazdeljena po:

a) normalno s parametroma mx in ox,
b) lognormalno s parametroma myx in o, x,

c) po Gumbelovi porazdelitvi s parametroma « in u.

Vzorce 30 elementov za razlicne porazdelitve prikazujemo v naslednji preglednici:

Preglednica 9.1: Vzorec slucajnih spremenljivk

Normalna porazdelitev
26.56 23.14 36.84 2453 31.13 3146 3195 36.85 2838 3197
25.11 24.08 32.03 3343 2271 30.66 3040 3193 3227 2746
2691 28.86 31.66 2793 3241 3890 29.70 3048 2425 34.28

Lognormalna porazdelitev
3143 27.31 29.37 3139 2249 2365 37.99 3239 2758 2898
23.64 34.16 30.00 35.05 2951 2401 2548 22.06 2596 36.30
2894 36.82 20.09 2532 45.12 36.70 31.27 35.88 4125 26.72

Gumbelova porazdelitev
30.88 23.54 31.76 34.18 29.80 3090 27.07 3431 27.42 25.09
29.56 2546 3126 37.49 29.73 2222 2923 2333 3455 28.20
3221 29.11 2490 31.68 27.40 3127 2935 24.87 2688 51.89

Resitev: Funkcija verjetja so v tem primeru funkcije dveh spremenljivk, saj imajo vse tri obravnavane
sluajne spremenljivke po dva parametra.

a) Pri normalni porazdelitvi funkcijo verjetja L(mx, ox) zapiSemo z naslednjo enacbo:

B n 1 _l(l‘i;#)z
L(mX,aX)_iHlmUXe 2\Tox ) (9.8)

Podobno kot v primeru 9.4, kjer smo obravnavali eksponentno porazdelitev, tudi tokrat nalogo
lazje reSimo, ¢e enacbo (9.8) logaritmiramo in jo nato odvajamo po parametrih mx in o x

InL(mx,ox) = i (- In(27) —lnoyx — % (”L’—T”X)2> -

o
i—1 X

1
=-nln27) —nlnox — ﬂ ;(:c, —my)>.
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Z odvajanjem po neznanih parametrih mx in ox dobimo sistem dveh enacb

22 Z(xi—fnx):o

-9
97X 21
n
n 2
2
- — + =3 E (a:i—mx) =0.
ox 20% —

Enacbi preuredimo in dobimo obrazca za doloCitev ocen parametrov normalne porazdelitve 1m x
in 6 x po metodi najvecjega verjetja
n
. . 1 -
E(:{:i—mx):() — mx=-) z; =X,
i=1 =1

g
X =1 i=1

Vidimo lahko, da smo za racun ocene pricakovane vrednosti dobili enako oceno kot po metodi
momentov (enacba (9.3)), oceno variance dx pa dolo¢imo s statistiko ng in ne s S}‘(Q kot pri
metodi momentov. Ob upostevanju podatkov v preglednici 9.1 dobimo po metodi momentov oceni
mx = 29.94 in 6x = 4.130, medtem ko po metodi najvecjega verjetja dobimo mx = 29.94 in
ox = 4.061.

e Funkcijo L(my, o1, x ) za lognormalno porazdelitev zapiSemo takole:

B l(lnzl—lnm,x)2
L. 0w x) = H mmnXe SEECE 9.9)

Enacbo (9.9) logaritmiramo in jo nato odvajamo po parametrih 1 x in oy, x

n

Inz; — Inmy >
In L(rix, omx) = Y <1n(27r) —Inz; —Inowx — 5 (nfﬁnmx) > _

i—1 Oln X
1 n
= —n In(27) Zlnxl—nlnolnx 552 Z(lnxi—lnmx)z
i=1 InX ;—1

Z odvajanjem po neznanih parametrih m x in o1, x dobimo sistem dveh enacb

2 < 1
—— > (Inz; —Inmx)=— =0
2012nX; ' mx

n 2 "~ N
- - Inz; —Inmx)? = 0.
Oln X 20—13nX ZZ;( ' )
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Enacbi preuredimo in dobimo obrazca za dolocitev ocen parametrov lognormalne porazdelitve
mx in 01, x po metodi najvecjega verjetja

n n 1/n
Z(lnxi —Inmx)=0 — mx = <H$Z> ,
i=1 i

1 « 1 &
—n+&—22(lnxi—lnfnx)2:0 — 612nX:—Z(lnmi—lnan)2.

X =1 i=1

Vidimo, da smo tokrat dobili drugacne enacbe kot pri metodi momentov (enacbi (9.4). Po metodi
momentov ob upoStevanju podatkov iz preglednice (9.1) dobimo oceni mx = 29.643 in 61, x =
0.19775, po metodi najve€jega verjetja pa dobimo nekoliko drugacni oceni mx = 29.661 in
omx = 0.19441.

Funkcijo L(u, &) za Gumbelovo porazdelitev zapiSemo takole (glej enacbo (7.55)):

L(u,a) = H aea (@i —u)— emarlmm) (9.10)
i=1

Po logaritmiranju pa dobimo nekoliko drugacno obliko
n n
lnL(u,a):nlna—ain—i—nau—Ze_o‘(”_“) 9.11)
i=1 i=1

Poiskati moramo maksimum funkcije L(mx, ox) po enacbi (9.10) oziroma In L(u, «) po enacbi
(9.11). Ce enacbo (9.11) odvajamo po parametrih « in u, dobimo dve nelinearni ena&bi:

OlnL 0 n i + A+i( A) —& (z—10) 0
= - ~ ;i TnNnu T; —u)e ¢ =
o & : i : i )
=1 =1
OlnL - o
8111; =0 — na- E Ge 0@ — ¢,

Zadnji enacbi predstavljata sistem dveh nelinearnih enacb, ki jih analiti¢no ne znamo reSiti. Lahko
pa ju reSimo numeri¢no, ¢e enacbi nekoliko preuredimo:

N n
o = Py 5

Sai—nt— Y (v, —0) e (@i—0)
. ]

@
Il

-
-

(9.12)
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Enacbi (9.12) uporabimo pri numericni resitvi problema tako, da v njiju najprej vstavimo zacetne
vrednosti parametrov in nato ponavljamo izracun s popravljenimi vrednostmi, dokler se le-te ne
razlikujejo za ve€ kot izbrano odstopanje. V nasem primeru vzamemo vrednosti, ki ju dobimo po
metodi momentov:

i s
o= — =" —02318,
V6ox . V6 5%
w=mx — 2, a=X—2L — 9736,
(0% 8]

To preprosto iterativno metodo lahko izvedemo z razli¢nimi programi (programski jeziki C++,
FORTAN, BASIC..., ali racunalni$ki programi kot so EXCEL, MATLAB ali MATHEMATICA).I

! Regitev sistema dveh nelinearnih enacb s preprosto iteracijsko metodo v programu MATHEMATICA:

yy={30.88, 23.54, 31.76, 34.18, 29.80, 30.90, 27.07, 34.31, 27.42, 25.09,
29.56, 25.46, 31.26, 37.49, 29.73, 22.22, 29.23, 23.33, 34.55, 28.20,
32.21, 29.11, 24.90, 31.68, 27.40, 31.27, 29.35, 24.87, 26.88, 51.89};

ny=Length[yy]; my=Sum[yy[[i]],{i,ny}]/ny;

sy=Sqrt[Sum[ (yy[[i]]-my)~2,{i,ny}1/(ny-1)];

alfa = N[Pi/Sqrt[6]/sy]l; u = N[my - EulerGamma/alfa];

Print["Ocena po metodi momentov"]

Print['my = ",my," sy = ",syl

Print["alfa ",alfa," u = ",u]

alfal = 0; it = 1;
While[Abs[alfa-alfal]>0.000001,
alfal = alfa; ul = u; It++;
alfa = ny/(Sum[yy[[i]],{i,ny}]- ny u - Sum[(yy[[i]]-u)
E~(-alfa (yy[[ill-u)),{i,ny}]);
u = 1/alfa Log[ny/Sum[E*(-alfa yy[[i]]),{i,ny}1]1;]
Print["\nOcena po metodi najvecjega verjetja"]

Print["iter. alfa u"l];
Print[" ",it," ",alfa," ", ul;
Ocena po metodi momentov

my = 29.8513 sy = 5.53308
alfa = 0.231797 u = 27.3612
Ocena po metodi najvecjega verjetja
iter. alfa u

28 0.26184 27.6023
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Numeric¢na resitev tega sistema enacb je & = 0.2618 in & = 27.60, kar je precejSnje odstopanje
od ocen, ki smo jih dobili po metodi momentov.

Naloge se lahko lotimo tudi tako, da uporabimo pripravljena orodja za iskanje ekstremnih vredno-
sti. V raCunalniSkem programu EXCEL lahko uporabimo orodje SOLVER, v programu MATHE-
MATICA pa lahko uporabimo ukaz FINDMINIMUM. Ker pravzaprav i§¢emo maksimum funkcije
In L, moramo pri uporabi ukaza FINDMINIMUM namesto funkcije In L zapisati —In L.> Na ta
nacin smo dobili enaki oceni kot po enacbi (9.12).

Primer 9.6: Vzorec enakomerno od 0 do b porazdeljene slucajne spremenljivke prikazujemo v pregle-
dnici (9.2). Velikost vzorca je n = 5. Dolo¢imo enacbo za dolocitev ocene parametra b po metodi
momentov in metodi najvecjega verjetja.

Preglednica 9.2: Vzorec enakomerno porazdeljene slucajne spremenljivke

1.65 030 370 0.15 1.25

Resitev: Za dolocitev ocene parametra b po metodi momentov uporabimo zvezo med parametrom b in
pricakovano vrednostjo te slu¢ajne spremenlivke

mx =g - b=2my — b=2X =282

Funkcija verjetja je
n 0 za b < maxx;

i1 w2 b > max ;.

Na sliki 9.2 je ta primer ilustriran. Ce je b = b; < maxx;, potem je vsaj ena izmed fx(x;) enaka
ni¢ in je s tem tudi L(b) enaka ni¢. Ce je b = by > maxx;, so vse vrednosti fx(z;) = 1/b, zato je
funkcija verjetja L(b) = 1/b™. Graf funkcije verjetja (slika 9.2) je torej monotono podajoca funkcija za
b > max x;, kar pomeni, da je njena najvecja vrednost prav v tocki b = maxz;, kar je tudi ocena tega
parametra po metodi najvecjega verjetja.

2 Iskanje maksimuma funkcije verjetnosti In L v programu MATHEMATICA:

LL[alfal ,ul_] = Log[Product[alfal E*(-alfal (yy[[i]]-ul) -
E” (-alfal (yy[[il]l-ul))),{i,ny}1];

resitev = FindMinimum[-LL[alfal,ul], {alfal,0.5},{ul, my}];

alfa = alfal /. resitev[[2,1]1];

u =ul /. resitev[[2,2]];

Print["\nOcena po metodi najvecjega verjetja"]

Print["alfa = ",alfa," u = ",u]

Ocena po metodi najvecjega verjetja
alfa = 0.26184 u = 27.6026
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V nasem primeru je ocena po metodi najvecjega verjetja enaka b=3.7,Kkise precej razlikuje od vredno-
sti, ki smo jo dobili po metodi momentov (b = 2.82). Vprasamo se lahko, katera ocena je boljSa. Na to
lahko odgovorimo vsaj na dva nacina:

e Ocena po metodi momentov (b = 2.82) je rezultat, za katerega lahko recemo, da je neverjeten.
Vzorec slucajne spremenljivke, ki je enakomerno porazdeljena od 0 do 2.82, seveda ne more vkljuce-
vati vrednosti 3.7 (glej preglednico 9.2). Sklep: ocena po metodi najvecjega verjetja je boljsa.

e Za oceno po metodi najvecjega verjetja (3 = 3.7) bi tezko trdili, da je nepristranska, saj je odvisna
le od enega elementa vzorca. Ce je prilo pri pripravi vzorca do napake, katere rezultat je previsoka
vrednost enega elementa vzorca, bo to odlocilno vplivalo na oceno. Sklep: boljSa je ocena po metodi
momentov.

Bralec naj se sam odloci, kateri odgovor mu je ljubsi.

S tem primerom smo razloZili tudi prvi primer 1.1 v tem ucbeniku, kjer je bila naloga enaka (za n = 1),
odgovor pa podan “po obcutku”.

1.0

L (b)
Tx
0.8 | 0.0020}
0.6 Lo 0.0015}
|
0.4 } v 0.0010} }
‘ 1/b \
0.2 } | e 0.0005! |
| | \ \
0 J L \ 0 | ‘
0 1 b 2 3 b4 b b 0 2 b4 6 , 8

Slika 9.2: Gostota verjetnosti slu¢ajne spremenljivke X in funkcija verjetja

9.2 Intervali zaupanja

Na osnovi sluc¢ajnega vzorca lahko ob izbrani stopnji zaupanja 1 — « dolo¢imo interval zaupanja za iz-
brani parameter. Ker se podatki vzorcev razlikujejo, se razlikujejo vzor¢ne ocene parametrov in zato tudi
izraCunane meje intervala zaupanja za ocenjevani parameter. Pri tem moramo posebej poudariti, da je
izbrani parameter deterministi¢na koli¢ina, meja intervala zaupanja pa slucajna spremenljivka. Z inter-
valom zaupanja torej s stopnjo zaupanja 1 — « dolo¢imo meje, za katere velja, da z verjetnostjo 1 — «
vklju€ujejo izbrani parameter.

V nadaljevanju bomo opisali doloCevanje intervalov zaupanja za nekatere parametre populacij: pri¢akovano
vrednost, varianco, razliko v pricakovanih vrednostih in deleZ populacij.
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9.2.1 Interval zaupanja za pricakovano vrednost

V prej$njem poglavju smo zapisali, da je povpre¢je vzorca X nepristranska ocena pri¢akovane vrednosti
my. Povpre&je vzorca X je slucajna spremenljivka s pri¢akovano vrednostjo myx in varianco U%{ /n
(za neskon¢no velike populacije). Ce so elementi vzorca X; normalno porazdeljeni ali pa je vzorec
razmeroma velik, lahko vzamemo, da je X porazdeljena normalno.

1z vzorca lahko dolocimo statistiko

X —mx
ox/vn’

za katero vemo, da je porazdeljena normalno s pri¢akovano vrednostjo O in standardno deviacijo 1,
oziroma standardizirano normalno.

0.5

Ju
0.4

(9.13)

0.3
0.2
0.1

0 o/2 o/2

—ki-a/2 O ki-o/2

u

Slika 9.3: Gostota verjetnosti statistike U

Verjetnost, da sluCajna spremenljivka U lezi znotraj intervala (—kq_,, /2:k1—q /2), je enaka 1 — « (glej
tudi sliko 9.3), kar lahko napiSemo z naslednjo enacbo

P[_kl—a/Q < U < kl—a/?] =1-a. (914)

Iz slike 9.3 lahko vidimo, da vrednost k;_, /o dolofimo s porazdelitveno funkcijo standardizirane nor-
malne porazdelitve oziroma njeno inverzno funkcijo:

PlU <ki_gp) =Fulkiap) =1—a/2 — ki_gp=F;"(1-a/2).
V enacbo (9.14) vstavimo enacbo (9.13) in dobimo:

X—mx
P|—k_ < — <k =1- —
10‘/2_0;(/\/6_10‘/2 «a

— P[X —k_gpox/Vn<mx <X +k_gpox/vVn] =1—oa.

(9.15)

Sedaj lahko zapiSemo interval zaupanja za pri¢akovano vrednost mx

mx € [X —ki_apox/Vn, X +ki_apox/vn]. (9.16)
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Vidimo, da meji intervala zaupanja nista deterministi¢ni vrednosti, ampak slucajni. Meji intervala za-
upanja sta za razlicne vzorce razli¢ni. Verjetnost, da iz vzorca doloCen interval zaupanja zajema pravo
vrednost my, je enaka 1 — . Ce bi ponavljali vzoréenje mnogokrat in iz vzorca vsaki¢ dologili interval
zaupanja, lahko pri¢akujemo, da bo v 1 — « primerih interval zaupanja zajemal pravo vrednost mx,
v « primerih pa bo interval zaupanja dolo¢en napacno — prava vrednost mx bo leZala zunaj intervala
zaupanja.

V enacbah (9.13) in (9.15) smo predpostavili, da je standardna deviacija ox znana. Obi¢ajno seveda
prave vrednosti standardne deviacije ne poznamo, temvec jo iz vzorca lahko ocenimo s statistiko S%. V
tem primeru s podobno enacbo kot (9.13) dolo¢imo statistiko 7'

.
Sx/vn’

ki je ob predpostavki, da je slu¢ajna spremenljivka X porazdeljena normalno, porazdeljena po Studentovi
porazdelitvi t z n—1 prostostnimi stopnjami. Lastnosti in oblika Studentove porazdelitve so zelo podobni
standardizirani normalni porazdelitvi. Zato tudi verjetnost, da je vrednost slu¢ajne spremenljivke 7'
znotraj intervala (—t;_, /2t a /2), doloc¢imo s podobno enacbo kot (9.14) (glej tudi sliko 9.4)

9.17)

P[_tl—a/2 <T< tl—a/2] =1-q (9.18)

V zadnjo enacbo vstavimo enacbo (9.17) in izpeljemo interval zaupanja za pri¢akovano vrednost m x

X —my
— <— < =1

P =t ap < NG Stap|=l-a —

— P[X —t, opSik/Vn<mx <X+t _4pnSi/Vn]=1-a — (9.19)

— mx € [X _tl—a/Q S;(/\/’E7X +t1—a/2 S}k(/\/ﬁ} .

0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.5
Ir normalna Jr

0.4 =100 ] 0.4
=10

0.3 v=3 0.3
v=1

0.2 0.2

0.1 0.1

Slika 9.4: Gostota verjetnosti statistike 7’
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Z enacbama (9.15) in (9.19) smo zapisali dvostranski interval zaupanja. Vcasih pa nas zanima enostran-
ski interval zaupanja, ki ga lahko opiSemo z naslednjo enacbo (glej tudi sliko 9.5)

Pl-ti_o<T]=1-a. (9.20)

Ce v enatbo (9.20) vstavimo enacbo (9.17), lahko dolo¢imo enostranski interval zaupanja

X — _
P MXl _1_a — P[mXSX—i—tl_aS}‘(/\/ﬁ]:l—a —

—ti—q < S
YN 9.21)
— mx € (00, X +t1-4 Sk /Vn] .
Na podoben nacin iz enacbe
PT<ti_o]=1-aq. (9.22)

dolocimo tudi enostranski interval zaupanja na drugi strani porazdelitve

X — _
P mx al=1-a — P[X-ti_oSy/Vn<mx]=1-a —

= Sti-
St /\v/n (9.23)
— mx € [X —t1a Sx/V/n, ).

0.5

Ir
0.4
0.3
0.2f

0.1t

g 4+ 4
Slika 9.5: Gostota verjetnosti statistike 7" in enostranski interval zaupanja

Primer 9.7: V pekarni pecejo hlebce. Ker vseh hlebcev nimajo Casa tehtati, stehtajo le n sluc¢ajno
izbranih hlebcev. Na osnovi vzorca ugotovijo, da je povprecna masa hlebcev enaka 2.1kg, standardni
odklon vzorca pa je 50 g. Dolocimo mejo enostranskega intervala zaupanja tako, da bomo z doloceno
zanesljivostjo lahko trdili, da je pricakovana vrednost mase hlebcev vecja od dolocene vrednosti. Tako
vprasanje bi si zastavil prodajalec, ki bi rad oglasal, da imajo hlebci, ki jih prodaja, v povprecju vecjo
maso od dolocene vrednosti. Velikost vzorca n = 20, stopnja zaupanja je 99-odstotna.
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Resitev: Ker je vzorec relativno majhen, moramo uporabiti porazdelitev 7. Interval zaupanja izraCunamo
po enacbi (9.23). Vrednost t1_,,, poiS¢emo v preglednici ali pa izratunamo z enem od racunalniSkih
programov (na primer EXCEL): t1_,, = t0.99,19 = 2.539.

P[X—tl_aS}/\/ﬁng] =1—-«
P [2.1 —2.539-0.05/v/20 < mX] =P[2.07<mx] =099 — my € [2.07,00).

Z gotovostjo 0.99 lahko trdimo, da je pricakovana vrednost mase hlebcev vecja od 2.07 kg.

Primer 9.8: V laboratoriju preizkusajo trdnost betona. Rezultate meritev (v MPa) prikazujemo v nasle-
dnji preglednici 9.3. Dolocite obojestranski interval zaupanja za pricakovano vrednost pri 92-odstotni
stopnji zaupanja. Dolocite tudi mejno vrednost i, za katero lahko trdite, da je pricakovana vrednost
trdnosti betona z verjetnostjo 85 % vedja od nje.

Preglednica 9.3: Rezultati merjenja trdnosti betona

28.329 28.386 31.803 29.173 31973 23.323 33.612
26.409 30.306 24.643 23.788 21.926 36.715 37.433

ReSitev: Izracunajmo najprej povprecje in varianco oziroma standardno deviacijo vzorca:

14
% 2% 28.320 4 28.386 + 31803 + - - 0150
14 14 T
> (1 - X)?
LUZ'—X 9 9
& 98.320 — 20.1 28.386 — 29.1
= _ (28320 - 20130)° + (28386 ~ 20.180)° + - _

13 13
Sy =/ S3¢ = 4.852.

V vzorcu je 14 elementov, zato je Stevilo prostostnih stopenj v = 14 — 1 = 13. Obojestranski inter-
val zaupanja dolo¢imo po enacbi (9.19), vrednost t;_ /7 13 pa izraCunamo z racunalniskim programom
EXCEL: t0.96713 = 1.899.

P [29.130 1.899 - 4.852/v/14 < myx < 29.130 + 1.899 - 4.852/\/@ —0.92,
P[26.667 < mx < 31.592] = 0.92 — mx € [26.667,31.592].

Enostranski interval zaupanja doloCimo po enacbi (9.23), vrednost ¢, 13 pa izraCunamo z raCunalniSkim
programom EXCEL: #8513 = 1.079.

P [29.130 — 1.079 - 4.852/v/14 < mx | = P[27.730 < mx] = 0.85 — mx € [27.730,00).

Z zanesljivostjo 0.92 lahko trdimo, da leZi pricakovana vrednost trdnosti betona med 26.667 MPa in
31.592 MPa. Da je pricakovana vrednost trdnosti betona vecja od 27.730 MPa, lahko trdimo s 85-
odstotnim zaupanjem.
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Preverimo Se, kak$ne rezultate bi dobili, ¢e bi namesto Studentove porazdelitve vzeli kar normalno po-
razdelitev:

P[26.860 < mx < 31.400] =0.92 — myx € [26.860,31.400],
P[27.786 < mx] =0.85 — mx € [27.786,c0)

Vidimo, da razlike kljub majhnemu vzorcu n = 14 niso zelo velike. Razlog za to je predvsem v relativno
nizki stopnji zaupanja, saj se vrednosti k1_,, od vrednosti ¢;_, bolj razlikujejo pri nizkih vrednostih o .

9.2.2 Interval zaupanja za varianco

Pri dolocanju intervala zaupanja za varianco uporabimo oceno variance 63( = %2, oziroma normirano
statistiko [
(n —1)8%2
X 2
2 ~ Xv=n—1s (924)
Ox

H =

ki je porazdeljena po porazdelitvi x 2 z n — 1 prostostnimi stopnjami. Porazdelitev x? je definirana le za
pozitivne vrednosti slucajne spremenljivke, je unimodalna in tem bolj asimetri¢na v desno, ¢im manjse
je Stevilo prostostnih stopenj (slika 9.6). Ob vecanju Stevila enot v vzorcu se porazdelitev x? vedno bolj
pribliZuje normalni porazdelitvi.

0.25 0.20
0.20 015
0.15
0.10

0.10
0.05 0.05 ““

0 ,|||“““ 5

0 10 20 30 40 50 60 h70 0 Xa/2 4 6 8 n 10 Xlzfa/Z

Slika 9.6: Gostota verjetnosti statistike 4 in dvostranski interval zaupanja

Statistiko H lahko uporabimo za doloCitev intervala zaupanja pri ocenjevanju populacijske variance 03(.
Verjetnost, da vrednost statistike H leZi znotraj intervala (Xi /20 X%fa /2) je

P2 <H <X ap] =1-0

Ce v zadnjo enacbo vstavimo enacbo (9.24), dobimo izraz za verjetnost, da varianca agf lezi znotraj

intervala zaupanja
(n—SP _ 5 (0= DSY

P 2
X1—qa/2 Xay2

—1-a. (9.25)
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Interval zaupanja za varianco o'% je

(9.26)

I 1)53?] |

2 ; 2
X1—qa/2 Xa/2

Ker porazdelitev x? ni simetri¢na glede na koordinatno izhodi$¢e, moramo v preglednici poiskati vre-
dnosti za vsako stran porazdelitve posebej: Xia /2 22 desno stran in Xi /2 72 levo stran porazdelitve 2.

Na podoben nacin kot pri dolocitvi intervala zaupanja za pri¢akovano vrednost lahko tudi pri intervalih
zaupanja za varianco dolo¢imo enostranski interval zaupanja:

—1)5%¢
P[XiﬁH]ZI—a - P|:U§(S(TL2)X:|=1—CK —
Xa
(9.27)
9 (n—l)S}T
— oy € |0, ——=.
* [ Xa
in
-1 *2
Xl—a
9.28
, [(n—ns;g ) (9.28)
— O € 5 .
11—«

Primer 9.9: Vzemimo podatke iz primera 9.8 in doloc¢imo interval zaupanja za varianco ag(. Stopnja
zaupanja naj bo 95 %.

ReSitev: Ze pri reSevanju primera 9.8 smo izracunali povprecje X in varianco vzorca S }}2

X =29.13, s3 = 23.543.

Vrednosti x?_, in x2 od¢itamo iz preglednic oziroma z enim izmed racunalniskih programov EXCEL,
MATHEMATICA..., in sta za 95-odstotono stopnjo zaupanja in Stevilo prostorstnih stopenj v = n—1 = 13
enaki

2 2 2 2
XT—a,y = X0.975,13 = 24.730, Xa,w = X0.025,13 = 0-009.
Obojestranski interval zaupnja izraunamo po enacbi (9.26)

0% € [12.373,61.105].

9.2.3 Interval zaupanja za razliko med pricakovanima vrednostima dveh populacij

Denimo, da imamo dve populaciji, ki ju predstavljata dve slu¢ajni spremenljivki X in Y. Predpostavimo

najprej, da imata obe slucajni spremenljivki enako varianco og( = 012, = ¢2. Na voljo imamo vzorca

obeh populacij X;,i =1,...,nx inYj;,57 =1,...,ny. Povprecji X in Y sta ob predpostavki, da sta X
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in Y porazdeljeni normalno, ali je velikost obeh vzorcev zelo velikany >> 1inny >> 1, porazdeljeni
normalno s pri¢akovanima vrednostima mx in my ter variancama o2 /nx in o2 /ny.

Ker variance o% obi¢ajno ne poznamo, iz obeh vzorcev dolo¢imo statistiko 7" po naslednji enacbi:
X — Y - (m X — my)

)
5"\ ax + v
ki je porazdeljena po Studentovi porazdelitvi t z v = nx + ny — 2 prostostnimi stopnjami. Oceno
variance 6% = $*? izra¢unamo takole:
nx — 1)5@}2 + (ny — 1)53*/2
ny +ny — 2

T =

(9.29)

5*2:(

Verjetnost, da statistika 7" zavzame vrednost v obmocju (—t;_q/2,t1—a/2), j€
P[_tl—oc/Q S T S tl—a/Q] =1—-a. (930)

Cev zadnjo enacbo vstavimo izraz (9.29), dobimo obojestranski interval zaupanja za razliko v pricako-
vanih vrednostih

1 o 1
P|:X Y — b1 a/25*ﬁ< — X—Y+t1,a/25* —f—:| =1l-a —
n
— mx—my € [X Yt msﬁ Vit Q/QS*H]
Y

©.31)
V primeru, da varianci 0% in 0% nista enaki, moramo dolo¢iti statistiko
X-Y - -
T = (mx —my) (9.32)
S*Q S*2
+

za katero pa porazdehtve ne poznamo v analiti¢ni obliki. Priblizno velja, da je statistika v enacbi (9.32)
porazdeljena po Studentovi porazdelitvi ¢ z v prostostnimi stopnjami, kjer v izraCunamo z naslednjo

enacbo:
S*Q 5*2 2
2.8
X Y . (9.33)

1 532\ 2 1 /82\?
+
nx —1 \\nx ny —1 \ ny

V tem primeru interval zaupanja dolo¢imo tako, da v enacbo (9.30) vstavimo izraz (9.32)

*2
SX

*2 5*2 5*2
PX Y—t]_ a/2 + mX mY<X Y+t1 a/2 =1l-a —

_ _ 5*2 5*2 S*Q
— mx—my € | X =Y —1{_ a/2“ XX =Y +tap
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(9.34)

9.2.4 Interval zaupanja za razmerje varianc dveh populacij

Ponovno obravnavamo dve populaciji, ki ju predstavljata slu€ajni spremenljivki X in Y, za kateri pred-
postavimo, da sta porazdeljeni normalno. Statistika F', ki jo dolo¢imo po naslednji enacbi

S¥
0%

F= 9.35
i (9.35)
oy

je porazdeljena po porazdelitvi F' z vx = nx — 1 in vy = ny — 1 prostostnimi stopnjami (slika 9.7).
Porazdelitev I po obliki spominja na porazdelitev x? in ima tudi isto zalogo vrednosti, ki vkljucuje vsa
pozitivna realna Stevila.

1.0 1.0
f f V=9
0.8 0.8 v =2t
0.6} 0.6 V=3
0.4+ 0.4
0.2+ 0.2
0 o4 =
0 1 2 3
f

Slika 9.7: Gostota verjetnosti statistike I za razlicne vrednosti prostostnih stopenj v in vo
Verjetnost, da je statistika F’ znotraj intervala (F, /2 F1_a /2), je enaka (slika 9.8)
PlFo s <F<F_,pn)=1-a

Ce v zadnjo ena¢bo vstavimo ena¢bo (9.35), lahko dolo¢imo interval zaupanja za razmerje med varian-
cama dveh populacij

1 5*2 2 1 5*2 2 1 5*2 1 5*2
P Ll Klo1a - X S o) 936)
Flfa/g SY O'Y Fa/2 SY O'Y Flfa/g SY Fa/2 SY

Vrednosti £ /2, 1, 10 F1_/2.0, 1, lahko odCitamo iz preglednic ali pa izratunamo z racunalniskim pro-
gramom (na primer EXCEL). V programu Excel je vgrajena funkcija finv (p; nul; nu2), na primer
za o = 0.05, v1 = 6in v = 9 je vrednost F, /5.,y = Fo.02569 = finv(0.975;6;9) = 0.1810 in
Fi_a2u 0 = Foor569 = finv(0.025; 6;9) = 4.320. Bodite pozorni na pomen parametra p v funkciji
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o

Slika 9.8: Dvostranski intervali zaupanja za porazdelitev F'

finv (p;nul; nu2)! V preglednicah so obicajno podane le vrednosti inverzne porazdelitvene funkcije
na zgornjem repu, za vrednosti 1 — « oziroma 1 — a;/2. Ce Zelimo dolociti vrednosti $e na spodnjem
repu porazdelitve, moramo upostevati zvezo

1

—_—. 9.37
Flfa,ug,ul ( )

Fa7ylyll2 =

Ce Zelimo iz preglednic dolociti vrednost £ 25 6.9, najprej odCitamo vrednost £ 975 9.6 = 5.523 in nato
izraCunamo

1
F = —— =0.1810.
0.0256,9 = £ oo
Primer 9.10: Dva proizvajalca ¢rpalk sta prodala po 20 crpalk istemu uporabniku. V naslednji pregle-
dnici so podatki o trajanju delovanja crpalk pred prvo okvaro. Dolocimo interval zaupanja za razliko
pric¢akovanih vrednosti in razmerje v variancah dolZine delovanja ¢rpalk dveh uporabnikov. Stopnja
zaupanja je 95 %.

A | 510 450 478 512 506 485 501 481 452 494
514 507 487 467 502 508 503 492 502 499
B | 510 513 497 506 493 501 547 514 487 490
495 497 508 493 522 502 527 486 531 497

Resitev: Najprej izraCunamo povprecje in varianco obeh vzorcev:

X4 = 492.5, S*2 = 353.4211,
Xp =505.8, S32 = 257.6421.

Pri dolocitvi intervala zaupanja za razliko pricakovanih vrednosti moramo upostevati, da sta varianci
populacij razli¢ni in neznani. Interval zaupanja zato dolo¢imo z izrazom (9.34), pri ¢emer Stevilo prosto-
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stnih stopenj © dolo¢imo po enacbi (9.33)

* * 2
<5A2+532)

A np

N A
L2 _|_ =
na—1\na np—1\ng
kjer smo upostevali, da je velikost obeh vzorcev enaka ny4 = np = 20. 1z preglednic ali z racunalnikom

dolo¢imo vrednost t1_,, /20 = 10.975,37.1 & 10.975,37 = 2.0262. Interval zaupanja dolo¢imo z izrazom
(9.34)

b

ma —mp € [—24.4997, —2.1003] .

Interval zaupanja za razmerje med variancama populacij ai / a% dolo¢imo z izrazom (9.36), pred tem pa
iz preglednic ali z racunalnikom dolo¢imo vrednosti Fo/o,, .., = Fo0251919 = 0.3958 in
Fl_a/gvl,A’l,B = Fy.975,19,19 = 2.5264. Interval zaupanja za 0124/0?3 je

0.2
—4 € [0.5430, 3.4657] .
9B

9.2.5 Interval zaupanja za delez v populaciji

V¢asih Zelimo iz vzor¢nih podatkov oceniti delez elementov populacije, ki ustrezajo nekemu krite-
riju. Verjetnost, da slucajen element vzorca oziroma populacije ustreza kriteriju, je p. Tockovna ocena
parametra p je

Ny
p=— (9.38)

n

kjer je N, Stevilo elementov vzorca, ki ustrezajo kriteriju, in n velikost vzorca. Stevilo N, je slu¢ajna
spremenljivka, saj je Stevilo elementov, ki ustrezajo doloc¢enemu kriteriju odvisno tudi od izbire vzorca.
Slu€ajna spremenljivka [V, je porazdeljena binomsko s parametroma n in p ter pricakovano vrednostjo
np in varianco np (1 — p). Pri obravnavanju normalne porazdelitve smo povedali, da je pri velikih n
normalna porazdelitev dobra aproksimacija binomske porazdelitve. Zato lahko tvorimo statistiko U

g Nu—mp PP (9.39)

np(l—p) p(1-p)
n

ki je porazdeljena pribliZzno standardizirano normalno. Na podoben nacin, kot smo dolo¢ili interval
zaupanja za pricakovano vrednost (glej enacbo (9.14) in sliko 9.3), zapiSemo enacbo

P[_kl—a/Q <UL kl—a/Q] =1- «,
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v katero vstavimo enacbo (9.39)

p(1-p)

P |~k a2 < <hiap| =1-a. (9.40)

Iz enacbe (9.40) lahko izpeljemo izraz za dolocitev intervala zaupanja za parameter p tako, da izraz v
oglatem oklepaju kvadriramo in zapisemo kvadratno neenacbo

(}5*10)2 2
— -7 <
p(1—p) Skap =
n
kY o
- ﬁ2*2ﬁp+p2*Ta( p)<0 —

k2 k2
_ pg <1+ 1— a/2> <2p+ 1— /2) +}32§0
n n
Nicli kvadratne funkcije v zadnji neenacbi sta:
k2 k2 2 k2
<2p+ 1— a/2> + (2 + 1— a/2> 4 <1+ 1— a/2> ]52
n n n
P12 = =
’ k2
2 <1+ - “/2>
n
. 2

k% a/2

n

Sedaj lahko zapiSemo verjetnost in interval zaupanja za deleZ v populaciji:

2 R R 2
p+k1 /2 7](51_ /2\/19(1—]9) +k1 a/2

2
p 2n n 4n <p<
ka2
e
n
k2 5(1 — 7 k‘2
p+ 1— a/2—|—]€1 a/z\/p( p)+ 1— 042/2
2n n 4n
< 2 =1-«a
1+ 1—a/2

n
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2n n 4n? 2n n 4n?
2 ) 2
n n

2 R ~ 2 2 “ “ 2
ﬁ_‘_ k‘l—a/Q _ k?1, /2\/]7(]. —p) I kl—a/Q ﬁ—|— kl—a/Q n k1, /2\/p(1 —p) n kl—a/?

pE
1+

9.41)

Ce imamo velik vzorec opazovanj, se izraz (9.41) poenostavi. Upostevamo, da je ocena p priblizno
enaka p, zato pod korenom v enacbi (9.40) namesto p zapiSemo kar p

pP—0p

/p(1—p)
L n

A [p(1—p ) p(1—p
=P |p—Fkiap p(np)ﬁpép—kkham p(np)lzl—%

Interval zaupanja za deleZ je tedaj

17 17
IS []5 — Fi—ay2\/ p(np)’ﬁ + F1-a/2\/ p(np)] (9.42)

Ta poenostavljeni izraz lahko uporabimo namesto (9.41), ¢e je n dovolj velik in vrednost p ni blizu nic¢
ali ena.

P _klfa/2 < < klfa/2 =

Primer 9.11: Volitve 2002. Vsakih nekaj let se v vsaki demokraticni drzavi zgodijo volitve. Vecinoma so
uradni rezultati znani nekaj dni po volitvah, prvi neuradni delni rezultati volitev pa nekaj ur po zaprtju
volis¢. Nestrpni drzavijani pa bi radi izvedeli za rezultate takoj, ko se volis¢a zaprejo. Zato medijske hise
(Televizija Slovenija, Pop TV...) narocijo izdelavo vzporednih volitev, katerih rezultati so znani takoj po
zaprtju volis¢. Rezultati so pravzaprav znani Ze prej, vendar jih pred tem zaradi volilnega molka nihce
ne sme objaviti.

Obravnavajmo rezultate vzporednih volitev drugega kroga predsedniskih volitev leta 2002 v Sloveniji.
Vzporedne volitve sta za obe najvediji televizijski hisi v Sloveniji delali dve podjetji:

CATI (http://'www.cati.si/) in

Gral iteo (http://www.graliteo.si/).

Rezultati so povzeti v naslednji preglednici:

Podjetje | Velikost vzorca n Rezultat vzporednih volitev p
(delez volilcev dr. Janeza Drnovska)

CATI 9615 57.8 %

Gral iteo 9311 57.7%



http://www.cati.si/
http://www.graliteo.si/
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Dolocimo interval zaupanja za deleZ populacije slovenskih volilcev, ki so volili za dr. Janeza Drnovska.
Upostevajmo 99-odstotno stopnjo zaupanja. Koncni uradni rezultat, ki ga je objavila republiska volilna

komisija je 56.54 %. Primerjajte koncni rezultat z izracunanim intervalom zaupanja.
ReSitev: Uporabimo izraza (9.41) in (9.42) za doloCitev intervala zaupanja. Najprej iz preglednic ali z

racunalnikom dolo¢imo vrednost k;_,, /2= ko.995 = 2.5758. V naslednji preglednici zapiSemo rezultate
za interval zaupanja za obe podjetji in oba izraza:

Podjetje | Interval zaupanja (9.41) | Interval zaupanja (9.42)
CATI [0.56498,0.59092] [0.56503,0.59097]
Gral iteo [0.56376,0.59013] [0.56381,0.59019]

Vidimo, da so razlike v intervalu zaupanja pri uporabi izrazov (9.41) ali (9.42) neznatne, kar bi lahko
pricakovali, saj je vzorec relativno velik, vrednost p pa ni zelo blizu ni€ ali ena. Opazimo lahko tudi, da
sta obe podjetji dobili zelo podobna rezultata, kar ni presenetljivo, saj sta uporabili podobno metodologijo
vzorcenja in podobno velikost vzorca.

Kon¢ni uradni rezultat volitev v vseh primerih leZi znotraj izraCunanega intervala zaupanja, Ceprav je
dober odstotek nizji od rezultatov vzporednih volitev.

Primer 9.12: V neki tovarni izdelujejo izdelke. Verjetnost, da je poljubno izbran izdelek pokvarjen, je
enaka p. Vzemimo, da smo preizkusili sto izdelkov, od katerih so bili trije pokvarjeni. Doloc¢imo interval
zaupanja za deleZ pokvarjenih izdelkov. Uporabimo izraza (9.41) in (9.42) ter primerjajmo rezultate.

Stopnja zaupanja naj bo 95-odstotna.
Resitev: Vrednost ki_,/2 = kogrs = 1.960 odcitamo iz preglednice ali dolo¢imo z racunalnikom.

Tockovna ocena deleZa pokvarjenih izdelkov je

R 3

Interval zaupanja po to¢nem izrazu (9.41) je
p € [0.01025,0.08452].

Interval zaupanja po pribliznem izrazu (9.42) pa je
p € [—0.00343,0.06343].

Tokrat so razlike obcutnejSe. Spodnja meja intervala zaupanja po pribliZznem izrazu je celo negativna,
kar je seveda napacno, saj vrednost p mora lezati med 0 in 1. V tem primeru vidimo, da je bolje, da
uporabimo toc¢ni izraz (9.41).

9.2.6 Dolocitev velikosti vzorca

Velikokrat nastopi problem, ko moramo iz populacije izbrati vzorec elementov. Koliko elementov bomo
vkljuéili v vzorec, je odvisno od:
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e variance populacije (vecja kot je varianca, vecji vzorec potrebujemo za isto natancnost rezultatov),
e vrste statisti¢nega izraCuna (kateri parameter populacije obravnavamo).

V primeru, da bomo z vzorcem ocenjevali pricakovano vrednost populacije, potem izracunamo velikost
vzorca po enacbi:

. ki_aj20x\?
E )

kjer je ox znana oziroma predpostavljena standardna deviacija populacije, F pa polovica najvecje do-
voljene velikosti intervala zaupanja.

V primeru, da Zelimo z vzorcem oceniti deleZ populacije, pa velikost vzorca izraCunamo takole:

k%_a/g p(l - p)

n > Vo :

kjer je p znan oziroma predpostavljen delez populacije, E pa polovica najvecje dovoljene velikosti inter-
vala zaupanja. Pri zadnji enacbi neenacbi smo izhajali iz pribliZnega obrazca (9.42).

Primer 9.13: V neki tovarni izdelujejo izdelke. Verjetnost, da je poljubno izbran izdelek pokvarjen, je
enaka p. Vodstvo tovarne Zeli dolociti 95-odstotni enostranski interval zaupanja za delez slabih izdelkov

p € [ps, 1] tako, da velja Plps < p] =1 — a = 0.95.

Pri tem so postavili zahtevo, da meja obmocja zaupanja ne sme odstopati od ocenjenega deleZa p za vec
kot 1 %. Dolo¢imo najmanjse velikosti vzorcev, pri katerih bo izpolnjen zahtevani pogoj za vrednosti

p = 0.10, 0.05 in 0.02.
Resitev: ReSitev za uporabo pribliznega izraza (9.42) je preprosta:

P[psgp]:1—oz — P
n

B
b= ki “’”§4=1—w

Vrednost k1_, = ko.g5 = 1.645 dolo¢imo iz preglednica ali racunalnikom. Pri postavljenem pogoju o
najvecji dovoljeni Sirini intervala zaupanja,

— —
ﬁ_G_hﬂ P&1M>:hﬂ pSJMSEzam

lahko zapiSemo pogoj za zahtevano velikost vzorca

kl*OA 2 ~ N
n2< z > p(1—p). (9.43)
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Ce Zelimo uporabiti to¢ni izraz (9.41), je problem bistveno zahtevnej§i. Verjetnost, da p leZi znotraj
intervala zapiSemo takole:

k? 5(1—p) k2
ﬁ+ 11—« kla\/p( p) + 11—«
n n

4n?

<p|l=1-aq.

Najvecja dovoljena razlika med mejo intervala in to¢kovno oceno je

ki p(l—p) ki
~ — o k‘ B —x
P 2n o n + 4n?

b— 2
14+

< E =0.01. (9.44)

—Q

n

Iskano vrednost velikosti vzorca lahko dolo¢imo numeri¢no (v programu EXCEL z ukazom Goal Seek,
v programu MATHEMATICA pa z ukazom FindRoot. Rezultate za velikost vzorca za razli¢ne vrednosti
P po obeh izrazih za interval zaupanja podajamo v naslednji preglednici:

P 0.02 0.05 0.10
n (9.43) | > 531 | > 1286 | > 2435
n (9.44) | > 268 | > 1039 | > 2216

Razlike med obema nacinoma dolo€anja velikosti vzorca so precejSnje. To pomeni, da bi v tem primeru
morali uporabiti tocen izraz (9.41).



10 Preizkusanje domnev

Statisticna domneva oziroma hipoteza je vsaka domneva o slucajni spremenljivki X. Razlikujemo
parametri¢ne in neparametricne domneve. Parametricna domneva je domneva o vrednosti nekega
parametra porazdelitve. Neparametricna domneva je domneva o neki neparametri¢ni lastnosti (tip
porazdelitve, neodvisnost ...) porazdelitve slucajne spremenljivke X oziroma slucajnega vektorja X

{1'1, o, .. }

Nicelna domneva H| je domneva, ki jo v danih okolis¢inah Zelimo preizkusiti. Alternativne domneve
H;(i =1,2,...,k) so domneve, ki so nezdruZljive z ni¢elno.

Primeri domnev so:

e parametri¢ni domnevi dvostranskega testa:
Hy:mx =15
H12 mx 7& 15;

e parametri¢ni domnevi enostranskega testa:
Hy:0x =16
Hy:ox > 16;

e neparametri¢ni domnevi:
Hy: porazdelitev je normalna
Hj: porazdelitev ni normalna;

e neparametri¢ni domnevi:

Hjy: kocka je poStena
Hj: kocka ni poStena.

Preizkus domneve ali test je vsak postopek, po katerem lahko na temelju vzorca slucajne spremenljivke
X (z1,x2, ..., p) niCelno domnevo zavrnemo ali ne.

Domnevo preizkusimo po naslednjem postopku:
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1. Postavimo ni¢elno in alternativno domnevo o parametru:
Hjy: nicelna domneva,
Hi: alternativna domneva.

2. Izberemo statistiko, ki ustreza nicelni domnevi, in dolo¢imo njeno porazdelitev.

3. Izberemo tveganje oziroma stopnjo znacilnosti «. Na osnovi tveganja in porazdelitve statistike
dolo¢imo meje kriticnega obmocja.

4. Na vzor¢nih podatkih izracunamo vrednost statistike.
5. Sklep:

e Ce vrednost statistike pade v kriticno obmocje (obmocje zavrnitve ni¢elne domneve), ni¢elno
domnevo zavrnemo in sprejmemo alternativno domnevo ob tveganju c.

o Ce vrednost statistike ne pade v kritino obmogje, ni¢elne domneve ne moremo zavrniti ob
tveganju «.
10.1 PreizkuSanje domneve o pri¢cakovani vrednosti

Na voljo imamo vzorec X;,i = 1,...,n z n elementi. Iz vzorca lahko izraunamo povpredje X in
varianco vzorca S}“(z po enacbah (8.2) in (8.10).

Postavimo nic¢elno in alternativno domnevo

Hy: mx = my,
Hyi:mx # mo,

Ce je spremenljivka X porazdeljena normalno N (mx, ox ) z znano standardno deviacijo o x in neznano
pricakovano vrednostjo mx in velja ni€elna domneva Hy: mx = myg, potem je statistika

X—mo

~ ox/Vn

porazdeljena standardizirano normalno (U ~ N (0, 1)), kjer je X povpre&je vzorca in n velikost vzorca
(enachi (8.3) in (8.4) v poglavju o lastnostih osnovnih statistik).

U (10.1)

Ob predpostavki, da velja ni¢elna domneva, je statistika U torej slu¢ajna spremenljivka, ki je porazde-
ljena standardizirano normalno (slika 10.1). Pri ponavljanju vzorcenja enako velikih vzorcev bi dobili
razli¢ne vrednosti U. Pri obicajnem testiranju imamo na voljo le en vzorec, na osnovi katerega mo-
ramo odlo¢iti, ali ni¢elno domnevo zavrnemo ali ne. Kritiéno obmocje oziroma obmocje zavrnitve je:
(—o0, —kl,a/Q] U [kl,a/Q, 00) (slika 10.1). Ce se vrednost statistike zelo razlikuje od 0 in pade v kriti¢no
obmocdje, sta mozna dva dogodka:
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¢ ni¢elna domneva velja, vzorec je bil slucajno tako izbran, da je vrednost statistike padla v kriticno
obmocdje,

¢ nic¢elna domneva ne velja.

Pri statisticnem preizkusanju se v tem primeru vedno odlo¢imo za drugo moznost in zaklju¢imo, da
nicelna domneva ne velja, temveC velja alternativna. Pri tem lahko storimo napako I. vrste: zavrnitev
nicelne domneve, Ceprav ta velja. Tveganje, da storimo napako I. vrste, je enako tveganju .

Ce vrednost statistike U ne pade v kritiéno obmogje, ni¢elne domneve ne bomo zavrnili. Pomembno je,
da v tem primeru ni¢elne domneve ne sprejmemo. Ce bi ni¢elno domnevo sprejeli, bi lahko storili na-
pako I1. vrste: sprejem nicelne domneve, ki ne velja. Verjetnost, da storimo napake /7. vrste, oznacimo
z (3. Ta verjetnost je odvisna od dejanske vrednosti m x, ki je seveda ne poznamo. Poleg tega lahko vedno
izberemo tako majhno tveganje «, da statistika ne pade v kriti¢no obmocje. Zato bomo pri vseh nasih pre-
izkusanjih domnev v primerih, ko statistika ne pade v kriti¢cno obmocje zakljucili le, da nicelne domneve
ne moremo zavrniti. Razlika med izjavama “Nicelno domnevo sprejmemo” in “Nicelne domneve ne
moremo zavrniti” se morda zdi majhna, a je izredno pomembna. Morda razliko med tema dvema izja-
vama Se bolje ilustriramo s podobnima izjavama iz pravniSkega Zivljenja: “ObtoZenec je kriv” in “Za
obtoZenca ne moremo trditi, da je nedolZen”. Bi obtoZenca v obeh primerih obsodili?

0.5 ‘ ‘ 0.5 ‘
U | | v |
0.4 ‘ ‘ 0.4 ‘
0.3 } } 0.3 }
| | |
0.2 kriti¢no | 1-a \ |kriticno 0.2 1 | kriticno
0.1 obmocje | | obmocje 01 | obmocje
0 o/2 0 o
| ~ki-a/z 0O Ki-oz o, 0 k1-« w

Slika 10.1: Porazdelitev statistike U in kriticna obmocja za dvostranski in enostranski test

Ce je spremenljivka X porazdeljena normalno N (mx,ox) z neznano standardno deviacijo ox in ne-
znano pricakovano vrednostjo mx, pri tem preizkusu domneve uporabimo statistiko

. X—mo
X/

ki je porazdeljena po porazdelitvi ¢ z v = n — 1 prostostnimi stopnjami.

T (10.2)

Kriti¢no obmocje oziroma obmoCje zavrnitve je v tem primeru: (—00, —t1_o/9] U [t1_a/2,00). Ce
statistika 7" zavzame vrednost manjSo od —t;_ /3 ali pa vecjo od ¢; _ /2, nicelno domnevo zavrnemo in
s stopnjo znacilnosti « trdimo, da velja alternativna domneva.

Primer 10.1: V laboratoriju preizkusajo trdnost betona. Rezultate meritev (v MPa) prikazujemo v na-
slednji preglednici 10.1.
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Preizkusimo domnevo, da je pri¢akovana vrednost trdnosti betona enaka 30. Ugotoviti moramo, ali je
pricakovana vrednost statisticno znacilno razlicna od 30. Tveganje naj bo enako 5 %.

Preglednica 10.1: Rezultati merjenja trdnosti betona

28.329 28.386 31.803 29.173 31.973 23.323 33.612
26.409 30.306 24.643 23.788 21.926 36.715 37.433

Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativho domnevo:

H(): mx = 30MPa,
Hi: mx # 30 MPa.

Statistika, ki ustreza nic¢elni domnevi
_ X —30
— ox /] /9

Si/vn

je porazdeljena po Studentovi porazdelitvi z v = n — 1 = 13 prostostnimi stopnjami.

T

Kriti¢no obmocje oziroma obmocje zavrnitve nicelne domneve je (—oo, —t1_, /2] U [t1—a /25 o0). Vre-
dnost t1—a/2,, = t0.97513 = 2.160. Ce bo statistika T ve¢ja od 2.160 ali manjsa od —2.160, bomo
ni¢elno domnevo zavrnili.

Za izraun statistike moramo najprej izraCunati povprecje in varianco oziroma standardni odklon vzorca:

14

2T 58300 1 98386 1 31.803 4 - .-
X==L == : : — 29.130,
14 14
14

i—X)?
o 2T (98320 90,1300 + (28.386 — 20.180)2 4 -
SX==—"—3 = = — 23.543,

Sk = 1/532 = 4.852.

Vrednost statistike 7' je

29.130 —
= 2030 6y,
4.852/1/14

Ker statistika 7" ni v kriticnem obmocju, ni¢elne domneve ne moremo zavrniti. Pri¢akovana vrednost
torej ni statisticno znacilno razli¢na od 30 MPa. Seveda pa s tem ne Zelimo trditi, da je pricakovana
vrednost enaka 30 MPa.

Vcasih Zelimo doloCiti dejansko tveganje za zavrnitev nicelne domneve, to je verjetnost g, da smo ob
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zavrnitvi niCelne domneve naredili napako I. vrste. Iz slike 10.2 vidimo, da je 4. enaka

agej = P[T' < —0.671 UT > 0.671] =2P[T < —-0.671) =2 P[T > 0.671] =
=2(1—-P[T<0.671]=2(1— Fr(0.671)) = 2-0.257 = 0.514,
pri ¢emer smo upostevali simetricnost Studentove porazdelitve. Dejansko tveganje, da storimo napako
I. vrste in zavrnemo ni¢elno domnevo, je v tem primeru enako 51.4 %, kar je seveda ve¢ od predpisanega

tveganja 5 %. Zato ni¢elne domneve ne zavrnemo. Pricakovana vrednost trdnosti betona ni statisticno
znacilno razli¢na od 30.

05
Ir v=13
0.3
0.2
O(dej/z O<olej/2
0.1
0 —0.671 0 2 4
¢

Slika 10.2: Dolocitev dejanskega tveganja avge;

Primer 10.2: Uporabimo iste podatke kot v prejsnjem primeru 10.1. Tokrat preizkusimo nicelno do-
mnevo, da je pri¢akovana vrednost trdnosti betona enaka 25. Alternativna domneva naj tokrat pravi, da
Je pric¢akovana vrednost vecja od 25. Tveganje naj bo enako 1 %.

Resitev: Postavimo nicelno in alternativho domnevo:

Hy: mx = 25MPa,
Hi: mx > 25 MPa.

Statistika, ki ustreza nic¢elni domnevi
B X —25
oSy /v

je porazdeljena po Studentovi porazdelitvi z v = n — 1 = 13 prostostnimi stopnjami.

T

Kriti¢no obmodje oziroma obmodéje zavrnitve nicelne domneve je [t1_q, 00). Vrednostt;_o ,, = tp.99.13 =
2.650. Ce bo statistika T" ve€ja od 2.650, bomo nicelno domnevo zavrnili.

Povprecje in standardni odklon vzorca (glej prejSnji primer) sta

X =29.130, Sx = 4.852.
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Vrednost statistike 7" je
29.130 — 25
4.852/\/14

Ker statistika 7" leZi v kriticnem obmod¢ju, ni¢elno domnevo zavrnemo. Pri¢akovana vrednost je stati-
sti¢no znacilno vec¢ja od 25 MPa.

= 3.1849.

10.2 PreizkuSanje domneve o razliki med pricakovanima vrednostima dveh

populacij
Nasi podatki sta dva vzorca: vzorec slu€ajne spremenljivke X, X;,¢ = 1,...,nx, in vzorec slucajne
spremenljivke Y, Y}, 7 = 1,...,ny. Velikosti vzorcev nx in ny sta lahko razli¢ni. Iz vzorcev lahko

izratunamo povpre¢ja X in Y ter varianci S%Z in S3? po enacbah (8.2) in (8.10).

Ce se slu€ajni spremenljivki X in Y porazdeljujeta normalno N(m x, ox) in N(my, oy) z znanima stan-
dardnima deviacijama o x in oy ter neznanima pricakovanima vrednostma mx in my, lahko izvedemo
preizkus domnev o razliki pricakovanih vrednosti. Postavimo nicelno in alternativho domnevo:

Hy: mx — my = 0 oziroma mx = my,
Hi: mx — my # 0 oziromamx # my.

V tem primeru tvorimo statistiko U

X-Y
U= ———, (10.3)
2 2
Ix %
nx ny

ki je porazdeljena standardizirano normalno. Kriti¢no obmocje oziroma obmocje zavrnitve je: (—o0, —kj_q /2]U

[k1—a/2,00). Ce statistika U zavzame vrednost manjSo od —k;_ /o ali pa vecjo od ki _ 2, nicelno do-
mnevo zavrnemo in s stopnjo znacilnosti « trdimo, da velja alternativna domneva.

V primeru, da se slucajni spremenljivki X in Y porazdeljujeta normalno N(myx,ox) in N(my,oy) z
neznano, vendar enako, standardno deviacijo cx = oy = o ter neznanima pri¢akovanima vrednostima
mx in my, moramo dolociti drugo statistiko

X-Y
T= . (10.4)
S — 4+ —
nx ny

ki je porazdeljena po porazdelitvi t z v = nx + ny — 2 prostostnimi stopnjami. Oceno variance o2

izraCunamo po naslednji enacbi

nx —1)S¥Z + (ny —1)S83?
nx +ny — 2 '
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V primeru, ko neznani standardni deviaciji nista enaki, pa se statistika

X-Y
T—_="°- (10.6)
5*2 5*2
OX Py
nx ny

porazdeljuje priblizno po porazdelitvi ¢ z v prostostnimi stopnjami. Stevilo prostostnih stopenj v tem
primeru izracunamo z enacbo

S*Q 5*2 2
(X i Y)
nx ny

(S¥¢/nx)* | (8 /ny)*
+
ny — 1 ny —1

(10.7)

UV =

Kriti¢no obmocje oziroma obmocCje zavrnitve je v tem primeru: (—00, —t;_q 2] U [t1_q/2,00). Ce
statistika 7" zavzame vrednost manjso od —¢;_ /o ali pa ve¢jo od ¢;_, /2, ni¢elno domnevo zavrnemo in
s stopnjo znacilnosti « trdimo, da velja alternativna domneva.

Primer 10.3: Dva proizvajalca ¢rpalk sta prodala po 20 ¢rpalk istemu uporabniku. V naslednji pregle-
dnici so podatki o trajanju delovanja ¢rpalk pred prvo okvaro.

Preglednica 10.2: Trajanje delovanja ¢rpalk [dni]

A | 510 450 478 512 506 485 501 481 452 494
514 507 487 467 502 508 503 492 502 499
B | 510 513 497 506 493 501 547 514 487 490
495 497 508 493 522 502 527 486 531 497

Ugotovite, ali lahko s 5 % tveganjem trdite, da je pricakovana vrednost trajanja delovanja Crpalk prvega
proizvajalca niZja od pric¢akovane vrednosti trajanja delovanja ¢rpalk drugega.

Resitev: Postavimo nicelno in alternativho domnevo:

Ho: mx, = MmMxs,,
Hi:mx, <mx,.

Statistika, ki ustreza nicelni domnevi

X1 —Xo

)
*2 *2
N,
ni ng

T =
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je porazdeljena po Studentovi porazdelitvi z

*2 *2 2
(SXl + SX2 )
ni no

(532 /m1)?* | (SE/m2)®
+
ny — 1 no — 1

vV =

prostostnimi stopnjami, kjer sta velikosti vzorca za oba proizvajalca enaki n1; = ng = 20, povpredji in
standardni deviaciji vzorcev pa sta:

X1 =492.5dni, S%, = 18.80dni,
X5 = 505.8 dni, S%, = 16.05 dni.

Kritiéno obmocje oziroma obmocje zavrnitve ni¢elne domneve je (—00, —t1—q ). Stevilo prostostnih
stopenj v = 37.09, meja kriticnega obmocja pa je to.95,37.09 = 1.687.

Vrednost statistike 7' je

492.5 — 505.
T= 025 _ 58 —2.406.
\/18.802 L 16052
20 20
Ker vrednost statistike 7" = —2.406 lezi v kriti¢nem obmocju (—oo, —1.687], moramo ni¢elno domnevo

zavrniti in trdimo, da je pri¢akovana vrednost trajanja delovanja Crpalk prvega proizvajalca statisticno
znacilno krajSa od pricakovane vrednosti trajanja delovanja ¢rpalk drugega proizvajalca.

V prikazani reSitvi smo predpostavili, da sta varianci obeh populacij razlic¢ni. Ce bi predpostavili, da sta
varianci enaki ox, = 0x,, bi statistiko namesto po enacbah (10.6-10.7) izraCunali po enacbah (10.4—
10.5).

Stevilo prostostnih stopenj za radun meje kritiénega obmodja je v = ny +ng — 2 = 38, kriti¢no obmodje
je (—o0, —1.686]. Varianco obeh vzorcev S*? izratunamo po enacbi (10.5)

~19-18.80% + 19 - 16.05

§*2 = 30520 -9 =305.53 —  S*=17.48.

Statistika 7" je sedaj enaka

T 492.5 — 505.8 _ 945,

17.484 /55 + 5

Tudi v tem primeru vrednost statistike lezi v kriticnem obmocju, zato ni¢elno domnevo zavrnemo. Tr-
dimo lahko, da je pricakovana vrednost trajanja delovanja Crpalk prvega proizvajalca statisticno znacilno
krajSa od pricakovane vrednosti trajanja delovanja ¢rpalk drugega proizvajalca.
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Vidimo, da smo v obeh primerih prisli do istega zakljucka. Razliko opazimo le, ¢e dolo¢imo dejan-
sko tveganje ob zavrnitvi ni¢elne domneve. Ob predpostavki o enakih variancah, je dejansko tveganje
age; = 0.0122, e pa predpostavimo, da sta varianci razlicni, je tveganje nekoliko niZje age; = 0.0106.

10.3 PreizkuSanje domneve o varianci

Za preizkus domneve o varianci 03( potrebujemo vzorec X;,¢ = 1,...,n slucajne spremenljivke X, iz
katerega lahko izracunamo varianco vzorca S }}2 po enacbi (8.10).

Denimo, da se spremenljivka X porazdeljuje normalno N(m x, ox). Postavimo ni¢elno in alternativno
domnevo

Hy: ox = o9,

Hy: ox # 0yp.
Statistika
-1 5*2
= DS (10.8)

)

je porazdeljena po porazdelitvi x? z v = n — 1 prostostnimi stopnjami.

0.20 ‘
ﬁ(z %\ \
o | |
0.15} | |
S \
=
0.101 %= |
e | ol
68
0.05 =
[,
Y
Dl

0 X2 /2 4 6 8
Slika 10.3: Porazdelitev statistike H in kriticni obmocji za dvostranski test

Na sliki 10.3 lahko vidimo, da je kriti¢no obmogje [0, x? /2] Ui, /2 00). Ce je torej statistika H
manjsa od Xi /2 ali vecja od X%—a /29 nicelno domnevo zavrnemo in s stopnjo znacilnosti « trdimo, da
velja alternativna.

Primer 10.4: Uporabimo iste podatke kot v primeru 10.1. Preizkusimo domnevo, da je varianca trdnosti

betona enaka 25. Ugotoviti moramo, ali je pricakovana vrednost statisticno znacilno razlicna od 25.
Tveganje naj bo enako 5 %.
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Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativho domnevo:

Hy: 0% = 25,
Hy: 0% # 25.

Statistika, ki ustreza nic¢elni domnevi

(n—1)S¢

H = 2
X

9

je porazdeljena po porazdelitvi x> z v = n — 1 = 13 prostostnimi stopnjami.

Kriti¢no obmod&je oziroma obmodje zavrnitve ni¢elne domneve je [0, Xi /2] U [X%_a /20 00). Meji kriti¢nega

obmocja sta X(2).025,13 =5.009 in X(2).975,13 = 24.736. V primeru 10.1 smo Ze izracunali varianco vzorca:
532 = 23.543,

zato lahko izra¢unamo statistiko H

13 - 23.543
H=——=12.24.
25
Ker vrednost statistike ne leZi v kriticnem obmocju, ni¢elne domneve ne moremo zavrniti. Varianca ni

statisti¢no znacilno razli¢na od 25.

10.4 PreizkuSanje domneve o razmerju med variancama dveh populacij

Podobno kot pri preizkusu domneve o razliki med pri¢akovanima vrednostima, imamo tudi tukaj na
voljo dva vzorca X;,© = 1,...,nx in Y;,j = 1,...,ny dveh sluCajnih spremenljivk X in Y. Iz
vzorcev lahko izraCunamo vzorcni varianci S}‘? in Si“? po enacbi (8.10).

Pri preizkuSanju domnev o razliki v srednjih vrednostih dveh populacij v€asih predpostavimo, da sta
varianci obeh populacij enaki. To domnevo lahko preizkusimo s testom homogenosti, ki ga pogosto
imenujemo tudi test . Denimo, da se dve slu€ajni spremenljivki X in Y porazdeljujeta normalno
N(mx,ox) in N(my, oy) z neznanima standardnima deviacijama ox in oy, potem se v porazdelitvi
F' (tudi Fisher-Snedecorjevi porazdelitvi) z vx = nx — 1 in vy = ny — 1 prostostnimi stopnjami
porazdeljuje izraz

o Sk

= 2X1°X (10.9)
SYZ/U}%

kjer sta S%2 in S3? varianci vzorcev.

Obicajno postavimo nicelno in alternativno domnevo takole:


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fisher.html
http://www.iastate.edu/~stat/websample/sample.html
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42 L2
HO. UX — Uy,
.42 2
Hy: 0% # 0y

V tem primeru je testna statistika F'

*2
_ SX

F=
Sy?

(10.10)

porazdeljena po porazdelitvi F' zvy =nx — linvy = ny — 1.

1.0

Ir
0.8

0.6

kriticno obm.

Slika 10.4: Porazdelitev statistike F' in kriti¢ni obmocji za dvostranski test

Na sliki 10.4 lahko vidimo, da je krititno obmogje [0, F7, /o] U [F1_q/2,00). Ce je torej statistika F
manjSa od F,, /5 ali vecja od F'_, /o, niCelno domnevo zavrnemo in s stopnjo znacilnosti « trdimo, da
velja alternativna.

Primer 10.5: Uporabimo iste podatke kot v primeru 10.3. Preizkusimo domnevo, da sta varianci tra-
Jjanja delovanja crpalk dveh proizvajalcev enaki. Ugotoviti moramo, ali je varianca trajanja delovanja
¢rpalk prvega proizvajalca statisticno znacilno vecja od trajanja delovanja crpalk drugega proizvajalca.
Tveganje naj bo enako 5 %.

Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativho domnevo:

L2 2
HO. 0’5{1 — 0’5{2,
H;y: 0%, > 0x,-

Statistika, ki ustreza nicelni domnevi

*2
*2 )
Xo

F=

je porazdeljena po porazdelitvi F'zv; =n; —1 =19 in vy = ng — 1 = 19 prostostnimi stopnjami.

Kriti¢no obmodje oziroma obmodje zavrnitve nicelne domneve je [F}_,, 00). Meja kriti¢nega obmocja
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je Fo.95.19,19 = 2.168. V primeru 10.3 smo Ze izraCunali varianci vzorca:
S = 353.421, S = 257.642,

zato lahko izraCunamo statistiko I’

~353.421

Ker vrednost statistike ne lezi v kriticnem obmocju, ni¢elne domneve ne moremo zavrniti. Varianca
trajanja delovanja Crpalk prvega proizvajalca ni statisticno znacilno vecja od variance trajanja delovanja
Crpalk drugega.

10.5 PreizkuSanje domneve o delezu v populaciji

Tu preizkusamo domnevo o verjetnosti p, da populacija ustreza dolo¢enemu pogoju. Z ni¢elno domnevo
prepostavimo, da je verjetnost p, da populacija ustreza dolo¢enemu pogoju, enaka neki vrednosti pg. V
tem primeru je vzorec predstavljen z rezultati n Bernoullijevih poskusov, s katerimi ugotavljamo, ali
elementi vzorca oziroma populacije ustrezajo izbranemu pogoju. Stevilo uspesnih poskusov, pri katerih
je bil izpolnjen pogoj, ozna¢imo z N,,. To¢kovno oceno p parametra p izraunamo po enacbi (9.38).

Postavimo nicelno in alternativno domnevo:

Hy: p = po,
Hy: p # po.

Ob predpostavki, da ni¢elna domneva drZi, lahko zapiSemo statistiko U (enacba (9.39))

p—0p
p(1—p)
n

U:

)

ki se porazdeljuje priblizno po standardizirani normalni porazdelitvi. Kriti¢no obmocje oziroma obmocje
zavrnitve ni¢elne domneve je (—00, —kj_q /2] ali [k1_q /2, 00). Ce je torej statistika U < —k1_qa/2 ali
U > ki_q/2, niCelno domnevo zavrnemo in trdimo, da je p statistino znac€ilno razli¢en od po.

Primer 10.6: Volitve 2002. Obravnavajmo predsedniske volitve iz leta 2002, ki smo jih obravnavali Ze
v primeru 9.11. Tokrat preizkusimo nicelno domnevo, da je rezultat volitev p = 0.5. Seveda je v tem
primeru bolj smiselno, da opravimo enostranski test, saj nas zanima, ali je p > 0.5, torej ali kandidat, ki
Jje na vzporednih volitvah dobil vec glasov lahko zagotovo upa tudi na koncno zmago. Tokrat vzemimo le
rezultate enega podjetja, ki je izvajalo vzporedne volitve (na primer CATI: velikost vzorca: n = 9615 in
p = 0.578. Ugotovimo, ali lahko ob tveganju o« = 0.001 zavrnemo nicelno domnevo, da je p = 0.5.

Resitev: Postavimo nicelno in alternativho domnevo:

Hy:p=0.5,
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Hi:p > 0.5.

Statistika je v tem primeru enaka

5 — 0.578 — 0.5
Uv—_P—-P _ — 15.297.

\/p(l—p) \/0.5(1—0.5)

n 9615
Kriti¢no obmocje za ta enostranski test pa je [k1_qa,00). Meja kritiCnega obmoéja je k1_, = 3.090.
Ker je vrednost statistike U = 15.297 bistveno vecja od kriticne vrednosti, lahko ni¢elno domnevo zavr-
nemo in zaklju¢imo, da je p statisticno znacilno vecji od 0.5, torej da lahko z zelo veliko zanesljivostjo

trdimo, da je zmagal kandidat, ki je na vzporednih volitvah dobil ve€ glasov (na teh volitvah je bil to dr.
Drnovsek). Dejansko tveganje je v tem primeru izredno majhno: age; = 4.0 - 10753,

10.6 Preizkusanje skladnosti — test >

Ta test lahko uporabimo pri preizkusanju zelo razlicnih domnev. Rezultate meritev oziroma vzorec

(Xj,j = 1,...,n) razvrstimo v k razredov. Tako dobimo opazovana Stevila elementov v posameznem
razredu n;, ¢ = 1,..., k. Ob predpostavki, da velja ni¢elna domneva, lahko dolo¢imo teoreti¢no Stevilo
elementov v posameznem razredun;, 1 = 1,..., k.

Hy: Vzorec je skladen s predpostavko,
Hi: Vzorec ni skladen s predpostavko.

Statistika

(10.11)

se porazdeljuje po porazdelitvi x> z v = k — p — 1 prostostnimi stopnjami, kjer je p §tevilo parametrov,
ki smo jih ocenili iz vzorca. Test x> najpogosteje uporabljamo pri preizkuSanju, ali vzorec ustreza
predpostavljeni porazdelitvi, pa tudi pri preizkuSanju statistiCne odvisnosti.

Obmogje zavrnitve ni¢elne domneve je [x3_,, o0) (slika 10.5). Ce je statistika H ve&ja od X3 niCelno
domnevo zavrnemo in trdimo, da vzorec ni skladen s predpostavko.
Primeri nic¢elnih domnev pri preizkuSanju domnev o porazdelitvi populacije:

o Hj: Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno,
Hj: Slucajna spremenljivka X ni porazdeljena normalno.

Vzorec X;, j = 1,...,n razvrstimo v k razredov. Iz vzorca izraCunamo oceni za pricakovano
vrednost my = X in standardno deviacijo 6x = S%, torej je Stevilo parametrov, ki smo jih



178 10 Preizkusanje domnev

0.20 ‘
he V=5 |
0.15 |
|
010 |
R
0.05 S
' | 2E
[ S e)
MO
0

‘ ‘ ‘ ‘ 0 V2
0 2 4 6 8 h 10 X2
Slika 10.5: Porazdelitev statistike H pri testu skladnosti

ocenili iz vzorca enako p = 2. Glede na izbrane meje razredov dolo¢imo teoreti¢ne velikosti
razredov po naslednji enacbi:

n; = nP[inmm <X < xi,maz]. (10.12)

Statistiko A izracunamo po enacbi (10.11) in jo primerjamo z mejno vrednostjo X%faﬂj, ki jo
dolo¢imo iz preglednic ali z racunalnikom.

e [j: Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno (mx = 12inox = 3),
Hj: Slucajna spremenljivka X ni porazdeljena normalno (mx = 12 inox = 3).

Ker sta parametra normalne porazdelitve Ze podana v ni¢elni domnevi, ju iz vzorca ni potrebno
oceniti. Zato je Stevilo parametrov, ki jih ocenimo iz vzorca, enako ni¢ p = 0. Sicer je postopek
preizkusanja enak, kot v prejSnem primeru.

e Hj: Igralna kocka je postena (slucajna spremenljivka X je porazdeljena enakomerno od 1 do 6),
Hy: Igralna kocka ni poStena (slucajna spremenljivka X ni porazdeljena enakomerno od 1 do 6).

Slu€ajna spremenljivka X predstavlja rezultat meta kocke. V tem primeru rezultatov ne razvrstimo
v razrede, ampak vsi mozni rezultati predstavljajo po en razred. Opazovane velikosti razredov n;
so Stevila posameznih zadetkov (na primer: n; pove, kolikokrat je padla enica). Teoreti¢na Stevila
elementov v razredih so enaka:

n; =

kjer je n Stevilo metov kocke.

Primer 10.7: Proizvajalec tovornjakov trdi, da je Zivljenska doba njegovih tovornjakov normalno poraz-
deljena s pricakovano vrednostjo mx = 350 000 km in standardno deviacijo ox = 70000 km. Podatke
o Zivljenski dobi 40 tovornjakov tega proizvajalca prikazujemo v preglednici 10.3.
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Preglednica 10.3: Zivljenska doba tovornjakov v 1000 km

329 261 367 439 434 471 197 334 427 274
302 232 221 282 296 202 310 322 359 324
327 324 444 344 337 314 488 411 516 304
466 237 388 413 484 344 313 397 323 403

Preizkusite nicelno domnevo, ki pravi, da je Zivljenska doba tovornjakov porazdeljena normalno s pri¢akovano
vrednostjo mx = 350000 km in standardno deviacijo ox = 70000 km. Tveganje naj bo enako 5 %.

Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativho domnevo:

Hj: Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno (mx = 350,0x = 70),
Hji: Slucajna spremenljivka X ni porazdeljena tako.

Najprej moramo dolociti Stevilo razredov, v katere razporedimo elemente vzorca iz preglednice 10.3. Za
to pogosto uporabimo Sturgesovo formulo'

k=14 3.32logn,

kjer je n velikost vzorca, k pa je Stevilo razredov. V tem primeru, ko je velikost vzorca n = 40, dobimo
k=1+3.32log40 = 6.3 = 6.

Meje razredov lahko doloéimo na razli¢ne nacine. V tem primeru se odloéimo za §tiri enako §ir0ke

ewee

med razredl in razporeditev podatkov iz preglednice 10.3 prikazujemo v naslednji preglednici 10.4.

Preglednica 10.4: Meje razredov in razporeditev podatkov v razrede

Razred | Meje razredov | Opazovane velikosti razredov | Teoreti¢ne velikosti razredov
1 (—o0,250] 5 3.06
2 (250, 300] 4 6.44
3 (300, 350] 15 10.50
4 (350, 400] 4 10.50
5 (400, 450] 7 6.44
6 (450, 00) 5 3.06

Teoreti¢ne velikosti razredov dolo¢imo po enacbi (10.12). Pokazimo izracun teoreti¢ne velikosti razre-

I'H. A. Sturges, The Choise of a Class Interval, J. Amer. Statist. Assoc., Vol. 21, 65-66, 1926.
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dov za prva dva razreda.

250 — 350
70

ng = n P[250 < X < 300] = n (Fx(300) — Fx(250)) =
= n (Fy(—0.7143) — Fyy(—1.4286)) = 6.44.

ny =n P[X < 250] = n Fx(250) = n Fy ( > =n Fy(—1.4286) = 3.06,

Teoreticne velikosti razredov za vse razrede prikazujemo v preglednici 10.4. Statistiko H izraCunamo
po enacbi (10.11)

= + + ... =9.376.

. Zk: (ni — ;)% (3.06 —5)2  (6.44 — 4)2
n; 3.06 6.44

Obmocje zavrnitve nicelne domneve je [Xia,w 00). V nasem primeru je Stevilo prostostnih stopenj

v = k — 1 = 5, saj iz vzorca nismo dolocali ocen parametrov populacije. Meja kriticnega obmocja je
2

X0.95,5 = 11.07.

Ker statistika ne pade v kritiéno obmocje, ni¢elne hipoteze ne moremo zavrniti. Ne moremo trditi, da
porazdelitev ni normalna s pri¢akovano vrednostjo mx = 350000 km in standardno deviacijo ox =
70000 km.

Dejansko tveganje je ag.; = 0.095.

Primer 10.8: Preizkusite nicelno domnevo, da je Zivljenska doba tovornjakov porazdeljena normalno.
Uporabimo podatke prejsnjega primera 10.7. Tveganje naj bo enako 5 %.

Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativho domnevo:

Hy: Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno,
Hji: Slucajna spremenljivka X ni porazdeljena normalno.

Tokrat v nicelni domnevi ni trditve o pricakovani vrednosti in standardni deviaciji. Zato moramo njuni
vrednosti oceniti iz vzorca. Povprecje in standardna deviacija vzorca sta

mx = X = 349.02, 6x = S% =81.71.

Teoreticne velikosti razredov moramo izracunati glede na iz vzorca ocenjene vrednosti pricakovane vre-
dnosti in standardne deviacije (glej preglednico 10.5)
Statistiko H izrac¢unamo po enacbi (10.11)

= = T7.691.
; 150 646

H— zk: (ni ;L ﬁz‘)2 (4.51 — 5)2 (6.46 — 4)2

Obmocje zavrnitve ni¢elne domneve je [X%fa,w 00). V tem primeru je Stevilo prostostnih stopenj v =
k—p—1=6—2—1= 3, saj smo tokrat iz vzorca ocenili dva parametra porazdelitve (mx in ox),
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Preglednica 10.5: Meje razredov in razporeditev podatkov v razrede

Razred | Meje razredov | Opazovane velikosti razredov | Teoreti¢ne velikosti razredov
1 (—00,250] 5 4.51
2 (250, 300] 4 6.46
3 (300, 350] 15 9.22
4 (350, 400] 4 9.16
5 (400, 450] 7 6.32
6 (450, 00) 5 4.33

zato moramo vzeti, da je p = 2. Meja kritiénega obmocja je x%.%’?’ = 7.815.

Ker statistika ne pade v kriti¢no obmocje, nicelne hipoteze ne moremo zavrniti. Ne moremo trditi, da
porazdelitev ni normalna. Dejansko tveganje ob zavrnitvi niCelne domneve je ayg.; = 0.0528, torej le
nekoliko vi§je od izbranega tveganja o = 0.05.

Zanimiva je primerjava dejanskega tveganja pri zadnjih dveh primerih. Vidimo, da je dejansko tveganje
v primeru, kjer v nic¢elni domnevi predpostavimo tudi pricakovano vrednost in standardno deviacijo,
bistveno vi§je. Razlog za tako razliko je v bistvenem zmanjSanju Stevila prostostnih stopenj v primeru,
ko smo morali iz vzorca dolociti oceni pri¢akovane vrednosti in standardne deviacije. ReSitev problema
bi bilo povecanje Stevila razredov, ki pa bi ga v primeru tako majhnega vzorca tezko izvedli. Ena izmed
reSitev je tudi uporaba testa Kolmogorova in Smirnova, ki ga bomo opisali v nadaljevanju.

Primer 10.9: Ugotoviti Zelimo, ali je igralna kocka goljufiva.

Igralno kocko vrzemo 240-krat in beleZimo rezultate, ki jih prikazujemo v preglednici 10.6. Tveganje naj
bo enako 5 %.

Resitev: Postavimo nic¢elno in alternativho domnevo:

Hy: Igralna kocka je poStena (slucajna spremenljivka je porazdeljena enakomerno),
Hj: Igralna kocka ni poStena.

V tem primeru imamo Sest razredov, vsak razli¢en rezultat pri metu kocke razvrstimo v svoj razred. Ob
predpostavki, da nicelna domneva velja, so teoreti¢ne velikosti vseh razredov enake

n; =n P[X = z;] =n - = 40.

=

Rezultate metov kocke, podane v preglednici 10.6, razvrstimo v Sest razredov. Opazovane in teoreti¢ne
velikosti razredov prikazujemo v preglednici 10.7.
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Preglednica 10.6: Rezultati 240 metov sumljive igralne kocke

6 6 1 4 4 6 3 4 16 2 3 6 56 3 2 3 5 61 2 6 3
6 3361 52 6 6 2 6 4 6 3 2 6 1 2 2 2 6 2 4 3
1 4 3 1 4 2 4 5 4 1 55 23 61 4 5 4 1 3 3 3 2
554126 4 3 512312124 153 2 3 25
2 6 6 6 3 6 2 6 6 41 6 6 2 1 3 5 3 5 6 5 6 3 4
563 63 5113 4 156 3 2 2 6 2 5 6 4 6 6 6
6 2441 4 6 6 1 5 5 4 6 2 3 3 2 6 2 2 6 3 2 5
1 25 4 3 6 55 2 1332 6 2 5 352 43 411
6 51 2 2 2 6 6 4 6 3 3 3 5 2 1 2 13 3 3 6 6 5
356 3 61 2 4 4 6 5 4 6 5 3 4 6 6 2 1 6 6 5 4
Statistiko [ izratunamo po enacbi (10.11)
k )
(ni —n;)° (40 —31)% (40 — 43)?
H=Y)" =@ T @ + ... =135.

=1

Obmodje zavrnitve nicelne domneve je [X%—a,y’ o0). V naSem primeru je Stevilo prostostnih stopen;j
v =k — 1= 5. Meja kriticnega obmocja je X3,95,5 = 11.07.

Preglednica 10.7: Velikosti razredov pri preizkuSanju igralne kocke

Rezultat | Opazovane velikosti razredov | Teoreticne velikosti razredov
1 31 40
2 43 40
3 43 40
4 31 40
5 34 40
6 58 40

Ker vrednost statistike H = 13.5 pade v kriti¢éno obmocje [11.07, c0), moramo ni¢elno domnevo zavr-
niti. S petodstotnim tveganjem lahko trdimo, da kocka ni poStena.

(Dejansko so bili rezultati meta kocke, prikazani v preglednici 10.6, generirani z ratunalnikom. Predpo-
stavljeno je bilo, da so verjetnosti, da pade 1, 2, 3, 4 ali 5 enake 0.15, medtem ko je verjetnost, da pade 6
enaka 0.25. Ta kocka je torej zares goljufiva.)
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10.7 Preizkus Kolmogorova in Smirnova

Cilj tega preizkusa je enak kot pri preizkusu y?: Ugotoviti Zelimo, ali lahko na podlagi vzorca zavrnemo
ni¢elno domnevo o porazdelitvi populacije. Zato je ni¢elna domneva enaka, kot pri testu y:

Hy: Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po doloCeni porazdelitvi,
Hjy: Slu¢ajna spremenljivka X ni porazdeljena tako.

Test Kolmogorova in Smirnova temelji na porazdelitveni funkciji F'x(x) in empiri¢ni porazdelitveni
funkciji F ().

1.0

FX
0.8
0.6
0.4

0.2

0

200 250 300 350 400 450 500
x

Slika 10.6: Test Kolmogorova in Smirnova

Vrednosti elementov vzorca xj, j = 1,...,n razvrstimo po velikosti od najmanjSe vrednosti proti naj-
vedji in tvorimo empiriéno porazdelitveno funkcijo

Fi(xj) = j/n, (10.13)

kjer j predstavlja zaporedno Stevilko elementa v razvr§¢enem vzorcu. Graf empiri¢ne porazdelitvene
funkcije je stopnicast, kot kaZe tudi slika (10.6).

Statistiko D dolo¢imo tako, da poi§¢emo najvecjo absolutno razliko med porazdelitveno funkcijo Fx (z)
in F (z;)

D, = m%fc |Fx () — Fi(x;)] . (10.14)
]:
Ce je statistika D,, ve&ja od mejne vrednosti pri dolofenem tveganju a, ki jo od&itamo iz preglednic
ali pa jo izraCunamo z raCunalnikom, moramo ni¢elno domnevo zavrniti in lahko s tveganjem « trdimo,
da porazdelitev ni taka, kot pravi ni¢elna domneva. Vrednost n je enaka velikosti vzorca, torej Stevilu
elementov vzorca.

V primerjavi s testom y? ima test Kolmogorova in Smirnova bistveno prednost, da elemente vzorca ni
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potrebno razvrscati v razrede. Stevilo in Sirine razredov lahko namre¢ bistveno vplivajo na rezultat testa

x2. Zato je tudi potrebna velikost vzorca n za uéinkovito uporabo tega testa manjsa kot v primeru testa
2

X

Pomanjkljivost tega testa je, da ga lahko zanesljivo uporabimo le za zvezne porazdelitve, katerih para-
metre poznamo. Ce moramo parametre predpostavljene porazdelitve oceniti iz vzorca, test ne da toéne
ocene tveganja pri zavrnitvi ni¢elne domneve. Kljub temu ta test uporabljamo tudi za diskretne porazde-
litve in tudi v primeru, da moramo parametre porazdelitve izracunati iz vzorca. Nekatere pomanjkljivosti
testa Kolmogorova in Smirnova odpravlja test Anderson-Darling, ki pa obstaja le za dolocene porazdeli-
tve.

Primer 10.10: S preizkusom Kolmogorova in Smirnova preizkusite nicelno domnevo, ki pravi, da je
Zivljenska doba tovornjakov porazdeljena normalno s pricakovano vrednostio mx = 350000km in
standardno deviacijo ox = 70000 km.

Uporabimo podatke primera 10.7. Tveganje naj bo enako 5 %.

Resitev: Postavimo nicelno in alternativho domnevo:

Hy: Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno (mx = 350,0x = 70),
Hy: Sluc¢ajna spremenljivka X ni porazdeljena tako.

Elemente vzorca, prikazanega v preglednici 10.3, razvrstimo po velikosti. Sedaj lahko dolo¢imo vredno-
sti empiri¢ne porazdelitvene funkcije Iy po enacbi (10.13) ter vrednost statistike DD po enacbi (10.14).


http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda35e.htm
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Preglednica 10.8: Dolocitev statistike D v preizkusu Kolmogorova in Smirnova

1 197 0.025 0.0144 0.0106 | 21 334 0.525 0.4096 0.1154
2 202 0050 0.0172 0.0328 | 22 337 0.550 0.4263 0.1237
3 221 0075 0.0327 0.0423 | 23 344 0.575 0.4658 0.1092
4 232 0.100 0.0459 0.0541 | 24 344 0.600 0.4658 0.1342
5 237 0125 0.0532 0.0718 | 25 359 0.625 0.5512 0.0738
6 261 0.150 0.1018 0.0482 | 26 367 0.650 0.5959 0.0541
7 274 0175 0.1388 0.0362 | 27 388 0.675 0.7064 0.0314
8 282 0200 0.1657 0.0343 | 28 397 0.700 0.7490 0.0490
9 296 0225 0.2202 0.0048 | 29 403 0.725 0.7755 0.0505
10 302 0.250 0.2464 0.0036 | 30 411 0.750 0.8082 0.0582
11 304 0275 0.2555 0.0195 | 31 413 0.775 0.8159 0.0409
12 310 0300 0.2839 0.0161 | 32 427 0.800 0.8643 0.0643

13 313 0325 0.2986 0.0264 | 33 434 0.825 0.8849 0.0599
14 314 0350 0.3035 0.0465 | 34 439 0.850 0.8982 0.0482
15 322 0375 0.3446 0.0304 | 35 444 0.875 0.9103 0.0353
16 323 0400 0.3499 0.0501 | 36 466 0.900 09513 0.0513
17 324 0425 0.3552 0.0698 | 37 471 0925 0.9581 0.0331
18 324 0450 0.3552 0.0948 | 38 484 0950 09722 0.0222
19 327 0475 03712 0.1038 | 39 488 0975 0.9757 0.0007
20 329 0500 03821 0.1179 | 40 516 1.000 09911 0.0089

Z AFx smo oznalili |F (x;) — Fx (x;)).

1z preglednice 10.8 lahko od¢itamo, da je vrednost statistike D = 0.1342. Kriticno obmocje oziroma
obmodje zavrnitve ni¢elne domneve je [0.2102, 1], kar lahko od¢itamo iz preglednice Kolmogorova in
Smirnova.

Ker vrednost statistike ne leZi v obmocju zavrnitve nicelne domneve, je ne moremo zavrniti. Ne mo-
remo trditi, da slucajna spremenljivka X (Zivljenska doba tovornjakov) ni porazdeljena normalno s
pric¢akovano vrednostjo mx = 350 000 km in standardno deviacijo ox = 70000 km.

Dejansko tveganje ob zavrnitvi ni¢elne domneve je enako aye; = 0.415, kar bi bilo izredno visoko
tveganje. V tem primeru se je pokazalo, da je preizkus Kolmogorova in Smirnova boljsi od preizkusa
skladnosti s porazdelitvijo x2, kjer je bilo dejansko tveganje precej blizu izbranega tveganja o = 0.05.
Prednost preizkusa Kolmogorova in Smirnova je posebej oCitna pri relativno majhnih vzorcih, pri katerih
je razporeditev elementov v razrede lahko tezavna.

(Vzorec vrednosti zivljenskih dob tovornjakov, prikazan v preglednici 10.3, je bil dejansko generi-
ran z racunalnikom. Predpostavljeno je bilo, da je porazdelitev normalna s pri¢akovano vrednostjo
mx = 350 tiso¢ km in standardno deviacijo o x = 70 tiso¢ km.)



11 Bivariatna analiza

V tem poglavju obravnavamo statisticno analizo slucajnega vektorja dveh slucajnih spremenljivk. Iz
vzorca in z uporabo ustreznih statisticnih metod lahko ugotovimo, ali sta dve slucajni spremenljivki
statisticno znacilno medsebojno odvisni. Drugi del tega poglavja opisuje analizo linearne povezanosti
dveh slucajnih spremenljivk.

Vzorec obicajno sestavljajo pari vrednosti slu¢ajnih spremenljivk: X;,Y;, ¢ = 1,...,n, kjer je n velikost
vzorca.
11.1 PreizkuSanje statisticne odvisnosti

Postavimo nicelno in alternativno domnevo:

Hy: spremenljivki X in Y sta neodvisni,
Hj: spremenljivki X in Y sta odvisni.

Za preizkuSanje domneve o statisticni povezanosti med dvema slu€ajnima spremenljivkama X in Y
na osnovi vzorénih podatkov uporabimo test x2. Ta test temelji na primerjavi empiri¢nih (dejanskih)

frekvenc s teoreticnimi frekvencami. Vzorec slucajnega vektorja X;,Y;,l = 1,...,n razporedimo v
razrede (kx razredov za spremenljivko X in ky razredov za spremenljivko Y'). Stevila elementov vzorca
v razredih, to so empiri¢ne oziroma dejanske frekvence n;;,7 = 1,...,kx,7 = 1,..., ky, prikaZemo v

kontingen¢ni preglednici (preglednica 11.1).

Teoreti¢ne frekvence oziroma teoreti¢ne velikosti razredov n;; v kontingen¢ni preglednici izraCunamo
po naslednji enacbi:

nij:nP[(X:xi)ﬂ(Y:yj)}. (11.1)

Z izrazom (X = z;) N (Y = y;) opisemo dogodek, da slu¢ajna spremenljivka X zavzame vrednost v
i-tem razredu, slucajna spremenljivka Y pa v j-tem razredu.

Ob predpostavki, da velja nicelna hipoteza, da sta slucajni spremenljivki X in Y neodvisni, lahko verje-
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tnost produkta dogodkov (X = x;) N (Y = y;) zapiSemo kot produkt verjetnosti

P[X::ciﬂY:yj]:P[X:xi]P[Y:yj].

Preglednica 11.1: Dejanske velikosti razredov

Spremenljivka X Vsota za vse
Spremenljivka Y 1 2 e kx razrede Y
1 11 Nor o Mgyl ny1
2 n12 fog ot Mgy Ny2
ky Mky N2ky 0 Thxky Y ky
Vsota za vse . . R
razrede X fx1 Mx2 ot NXkx n

Verjetnosti, da je X = x; oziroma Y = y; lahko ocenimo iz vzorca:

PIX =] = ”TX in P[Y = y,] :%. (11.2)

Ce enacbi (11.2) upostevamo v enacbi (11.1), lahko zapiSemo koncni izraz za dolocCitev teoreti¢nih veli-
kosti razredov n;;

nXinyj (11.3)

Sestavimo kontingencno preglednico teoreti¢nih frekvenc n;; ter jih s statistiko H primerjamo z dejan-
skimi:
kx ky

H=3Y % ny ;jij)Q. (11.4)

i=1 j=1
Statistika H se porazdeljuje po porazdelitvi x? z v = (kx — 1)(ky — 1) prostostnimi stopnjami.

Kriti¢no obmogje za zavrnitev nicelne domneve je [x3_,, ,,00). Ce je statistika H > x3__,,, nicelno
domnevo zavrnemo in trdimo, da sta slu€ajni spremenljivki statisticno znacilno medsebojno odvisni.
Primer 11.1: Anketirance, ki jih razporedimo po starosti v tri skupine (mlajsi, srednji, starejsi), vprasamo,
kaj si mislijo o nekem ukrepu nasega Zupana. Mozna sta dva odgovora: “za” ali “proti”. Rezultate po-
dajamo v naslednji kontingencni preglednici.
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Preglednica 11.2: Dejanske velikosti razredov

Mnenje o Starost Vsota
ukrepu | mlajSi srednji starejSi
za 182 213 203 598
proti 154 138 110 402
Vsota 336 351 313 1000

11 Bivariatna analiza

Ugotoviti Zelimo ali starost mes¢anov vpliva na mnenje o ukrepu Zupana. Tveganje naj bo enako 5 %.

Resitev: Postavimo ni¢elno in alternativno domnevo:

Hj : Mnenje o ukrepu je neodvisna od starosti meS¢anov,
H; : Mnenje o ukrepu je odvisna od starosti mesc¢anov.

Statistiko H bomo dolocili po enacbi (11.4). Zato moramo najprej izracunati teoreti¢ne velikosti razre-
dov n;; po enacbi (11.3), ki jih prikazujemo v naslednji preglednici.

Preglednica 11.3: Teoreti¢ne velikosti razredov

Mnenje o Starost Vsota
ukrepu | mlajSi srednji starejSi
za 2009 2099 187.2 598
proti 135.1 141.1  125.8 402
Vsota 336 351 313 1000

Glede na tveganje oo = 0.05 lahko zapiSemo kritiéno obmocje: [X%ﬂmj, o0), kjer je Stevilo prostostnih
stopenj enako

r=0B-1)02-1)=2.

Ce bo statistika H ve&ja od x7_,, ,,, nicelno hiptezo zavrnemo in trdimo, da sta mnenje o ukrepu in
starost anketirancev odvisni slucajni spremenljivki. Mejo kriticnega obmocja od¢itamo iz preglednic ali
izratunamo z ra¢unalni$kim programom (na primer EXCEL) 3 _ ay = X(%.95,2 = 5.991.

Statistika H je
kX kY ~ 2 2 9 9
(nij — 7)) (200.9 —182)%  (209.9 — 213) (125.8 — 110)
= = cep 2 = T.878.
; ; Mij 200.9 * 209.9 Tt 125.8

Ker je H = 7.878 > X3'9572 = 5.991, nicelno hipotezo zavrnemo in trdimo, da je mnenje o ukrepu
statisticno znacilno odvisno od starosti mescanov.
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Ugotovimo Se dejansko tveganje ob zavrnitvi ni¢elne hipoteze! 1z porazdelitvene funkcije porazdelitve
F\2 (glej sliko 10.5) lahko izratunamo

l—a=Fp(7878) — a=1-F:2(7.878)=1-0.9805=0.0195.
Tveganje je torej nekoliko pod 2 %. Ker je to tveganje niZje od predpisanega tveganja o = 5%, smo
nicelno hipotezo zavrnili.

11.2 PreizkuSanje linearne povezanosti

Povezanost med dvema Stevilskima spremenljivkama graficno ponazorimo z razsevnim grafom (slika
11.1).

60 60
Y| R =0.9059 Yol
40j . . 40f
00 £ 20f
07\ L I O S O S | 07\ L I O S O S |
0 10 20 5 30 0 10 20, 30
60 60
Yy | R =0.7353 J v | R =0.0189
401 40| : :
20| 0wl T
07\ 07 M I \’ \.\ L L
0 0 10 20, 30
607
.
401
20(
07\ L L L Il L I S T A
0 10 20, 30

Slika 11.1: Vzorci X in Y z razli¢no linearno povezanostjo
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Linearno povezanost med dvema spremenljivkama merimo s kovarianco (glej tudi primera 6.3 in 6.4):

nx ny

oxy =y 3 (xi—mx)(y; — my) pxy (i, ;)

i=1 j=1

oziroma

oxy = / /(m—mX)(y—my)ny(m,y)dmdy.

—0o0 —O0

Brezdimenzijska mera linerne povezanosti je Pearsonov koeficient korelacije:

oXy
PXYy = .
oxoy
1z vzorénih podatkov X;,Y;,¢ = 1, ..., n lahko ocenimo kovarianco po naslednji enacbi:
1 n
Gxy =Sxy =~ z;ofi - X)(Y; - Y),
1=

kjer je n $tevilo opazovanj v vzorcu, X povpreéje vzorca X; in Y povpreéje vzorca Y;.

Ocena koeficienta korelacije pa je

o R — Sxvy _ i—1

pXY XY Sx Sy n n
(X=X (v -v)
i—1 i—1

Pomen parametra pxy oziroma Rxy za razli€ne vzorce prikazujemo na sliki 11.1. V primerih, kjer je
parameter R blizu ni¢, lahko govorimo o zelo slabi linearni povezanosti. Ce se R pribliZzuje vrednosti ena,
sta spremenljivki mo¢no pozitivno linearno povezani, ¢e pa se pribliZuje vrednosti —1, sta spremenljivki
mocno negativno linearno povezani.

Statisticno sklepanje o linearni povezanosti. Postavimo ni¢elno in alternativno domnevo:

Hy: pxy = 0 (spremenljivki nista linearno povezani)
Hi: pxy # 0 (spremenljivki sta linearno povezani)

Statistika T’
. RXY vVn — 2

1By

T (11.5)
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se v tem primeru porazdeljuje po Studentovi porazdelitvi ¢ z v = n — 2 prostostnimi stopnjami. Kriticno
obmocje oziroma obmocje zavrnitve je (—00, —t1_q/2]; [t1—a/2, 00). Ce je torej vrednost statistike T’
manjSa od —t;_ 9 ali ve€ja od t1_ /9, lahko s tveganjem « zaklju¢imo, da sta spremenljivki statisti¢no
znacilno linearno povezani.

11.3 Regresija

Regresijska funkcija Yy = f(X) opisuje, kakSen je vpliv spremenljivke X na Y brez drugih vplivov,
ki so lahko posledica vpliva drugih spremenljivk ali slu¢ajnega odstopanja. Slucajno spremenljivko Y
lahko zapiSemo kot vsoto dveh spremenljivk

Y=Y +e=f(X)+e,

kjer spremenljivko X imenujemo neodvisna spremenljivka, slu¢ajno spremenljivko Y pa odvisna spre-
menljivka ter € napaka (ali sluc¢ajno odstopanje). Neodvisna spremenljivka X je deterministicna ali
slu¢ajna. Poglejmo dva primera:

1. Ugotavljamo zvezo med trdnostjo zemljine Y in globino od povr§ja X. Glede na to, da si globino
lahko sami izberemo, lahko privzamemo, da je neodvisna slucajna spremenljivka deterministic¢na.

2. Analiziramo, kako sta povezana elasticni modul X in trdnost Y betona. V tem primeru moramo
narediti preizkus, kjer na istem preizkuSancu najprej izmerimo elasti¢ni modul, nato pa Se trdnost. V
tem primeru sta obe spremenljivki slucajni.

Obicajno predpostavimo, da se € porazdeljuje normalno s pricakovano vrednostjo 0 in standardno devi-
acijo o

Ele] =0 var[e] = o2

11.3.1 Linearna regresija

V primeru, da je regresijska funkcija linearna
Y =f(X)=a+bX,

zapiSemo regresijsko enacbo takole:
Y=Y+e=f(X)+e=a+bX +e.

Za posamezni element vzorca X; in Y; zapiSemo naslednjo regresijsko enacbo:
Y,=Yi+e=a+bX;+e.

Z regresijo dolo¢imo tiste vrednosti ocen @ in b, da j je prileganje regresijske premice elementom vzorca
¢imboljse. Ce za doloitev ocene parametrov @ in b uporabimo metodo najmanjsih kvadratov, moramo
poiskati minimum funkcije S(a, b), ki predstavlja vsoto kvadratov odstopanj ¢;

n

Ze = Z Y, —Y)2 =) (Y- (a+bX;)

=1 =1
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Funkcijo S(a, b) odvajamo po a in b in zahtevamo, da so ti odvodi enaki ni¢

S < o
S < .
a5 =2 20Yi—a—bX)(~X;) =0

Po preureditvi zgornjih izrazov dobimo sistem dveh linearnih enacb z dvema neznakama @ in b. Temu
sistemu pravimo tudi sistem normalnih enach:

na + (ix) b = f:y
=1 =1
(ix) a + (ZH:XZ?) b = zn:YX
=1 =1 =1

ki ga lahko zapiSemo tudi v matri¢ni obliki

=1
S >
=11
< =
o

Sistem linearnih enacb lahko reS§imo na razli¢ne nacine. Morda najbolj obicajen nadin je reSevanje z
Gaussovo eliminacijo, tako da sistem preoblikujemo tako, da je matrika sistema zgornja trikotna. Prvo
enacbo pomnozimo z — Y ;" ; X;/n in priStejemo drugi enacbi:

na + (iX)b zzn:y
1=1 =1
n n 2 n n n
0a + ZXE—;(Z&) b :ZYZ-Xi—<ZYZ->:L<ZXi),
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

(11.6)

Iz druge enacbe v sistemu (11.6) lahko dolo¢imo oceno b
n n 1 n
e () (5)
_a=1 =1 =1
-4 (%)
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Ce imenovalec in $tevec delimo z n in upostevamo enacbi (2.7) in (2.16), dobimo

o E)1(En) o

s s = = = _ Sxy
b= . 1 - 3 - - = S 117
- 2_ . — X —X
P> (3o DI
i=1 i=1 =
Uporabimo Se prvo enacbo iz sistema (11.6) in dolo¢imo oceno parametra G
1 & 1<~ « - —w  _ Syy -
a=-Y Y-~ Xb=Y-Xb=Y - "3'X (11.8)
[t [t X

Oceni parametrov a in b sta slucajni spremenljivki, za katere lahko zapiSemo srednji vrednosti in varianci:

2 Y 2
Ela] = a varla) = © <1 + ;‘;)
) X (11.9)
~ ~ g
E[b] =b Var[b] = %

Izraza za srednji vrednosti priCata, da sta obe oceni nepristranski. Iz izrazov za varianco pa vidimo, da
velikost odstopanj ¢, ki se odraZa z varianco o2 vpliva na povecanje variance obeh ocen, medtem ko ta
varianca pada z velikostjo vzorca n.

Varianci obeh ocen parametrov smo izrazili z varianco o2 slu¢ajne spremenljivke ¢, ki predstavlja odsto-
panja elementov vzorca od modela oziroma regresijske premice. Te variance obi¢ajno ne poznamo, zato
jo moramo oceniti iz vzorca. Nepristransko oceno 62 dolo¢imo po naslednji ena¢bi

n—2 n—2 n—2

1 1 -
52 = Y= Y (Vi-a—-bX)?= 8% (1- Ry), (11.10)
=1 =1

kjer smo pri racunu variance delili z n — 2, saj se je Stevilo prostostnih stopenj pri dolocitvi dveh ocen
parametrov @ in b zmanjsalo za dve.

PreizkuSanje domneve o vrednosti koeficienta b. Postavimo nicelno in alternativno domnevo:
H, 0- b= bo,
Hi: b 7& bo.

Testna statistika 7" je normirana ocena parametra b tako, da ima srednjo vrednost enako ni¢ in standardno
deviacijo ena. Ce namesto variance o® zapi§emo njeno oceno 2 in uporabimo enacbi (11.7) in (11.10),
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dobimo naslednji izraz

) X R SXY_bO
DBl _ b—b S5

. [ - 1 :
varb] Sy /n ;L/TE2SY\/1—R§(YW

Ta statistika se porazdeljuje po porazdelitvi t z v = n — 2 prostostnimi stopnjami. Z nicelno domnevo
najpogosteje predpostavimo, da je b = 0, kar ustreza predpostavki, da sta slucajni spremenljivki X in Y’
linearno neodvisni. V tem primeru lahko iz zgornjega izraza izpeljemo enacbo za dolocitev statistike T’

Sx _ fxyvn -2 (11.11)

. Y v — 2
~ Sx Sy 2 2
1 — R%y 1 — R%y
ki smo jo Ze uporabili pri preizkusanju domnev o linearni neodvisnosti med dvema sluc¢ajnima spremen-
ljivkama.

T

Primer 11.2: V naslednji preglednici podajamo letne povprecne koncentracije Zveplovega dioksida SO»
v Mariboru za obdobje od 1992 do 2002. Glavni vir onesnaZenja z Zveplovim dioksidom so termocen-
trale, ki za gorivo uporabljajo premog (pri nas Sostanj in Trbovlje), manjsi izvori pa so termocentrale
oziroma toplarne, ki za gorivo uporabljajo nafto. Mejna vrednost povprecne letne koncentracije SOo po
Direktivi Sveta EU (99/30/EEC) je enaka 20 ug/m?.

Preglednica 11.4: Letne povpreéne koncentracije SOy v Mariboru v pg/m?

Leto | 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
SOy | 47 42 30 28 24 23 18 17 13 10 8

Vir: OnesnaZenost zraka v Sloveniji v letu 2002, Porocilo Agencije Republike Slovenije za okolje
(ARSO), Ministrstvo za okolje in prostor

Doloc¢imo oceni za parametra a in b linearne regresije. Ce bi veljal linearni model, katerega leta bi
bila koncentracija enaka ni¢? Dolo¢imo oceno standardne deviacije odstopanj od modela sigAma in
preizkusimo domnevo o parametru b oziroma domnevo o linearni neodvisnosti med spremenljivkama.
Tveganje naj bo enaodstotno.

Resitev: Preden zacnemo z reSevanjem naloge, bomo vrednosti za leta spremenili tako, da bodo leta
(spremenljivka X) tekla od O do 10. To naredimo zato, da vrednosti S%, Sxy in ocene parametra G ne
bodo prevelike Stevilke. Povprecno letno koncentracijo SO2 ozna¢imo z Y. Nove podatke podajamo v
preglednici 11.5, skupaj z rezultati za vrednost modela in odstopanj od modela.
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Preglednica 11.5: Letne povprecne koncentracije SOz, linearni model in odstopanja

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 47 42 30 28 24 23 18 17 13 10 8
Model 4191 3826 34.60 3095 2729 23.64 1998 1633 1267 9.02 5.36
Odstopanja | —5.09 —-3.75 4.60 295 329 064 198 -067 -033 —-098 —2.64

Oceni parametrov a in b ter oceno standardne deviacije ¢ dolo¢imo iz enacb (11.7), (11.8) in (11.10). Iz
vrednosti osnovnih statistik za dane podatke

, Y = 23.636,
2 =10, S% = 142.050,
Sxy = —36.545 Rxy = —0.9696

>

U

lahko izratunamo ocene

. Syy —36.545
h— - = —3.6545
S2 10 ’
a=Y —bX =23.636 — (—3.655 - 5) = 41.909,
11
6" = - . 5 St (1= Riy) = 5 - 142050 - (1 - (~0.9696)%) = 10.3798.

ZapiSemo lahko linearni model, ki se po metodi najmanjsih kvadratov najbolje prilega podatkom:
Y:f(X):41.909—3.6545X (11.12)

Z enacbo (11.12) lahko izracunamo vrednosti modela v toc¢kah, kjer imamo podatke in odstopanje modela
od pravih vrednosti (preglednica 11.5).

Iz enacbe (11.12) lahko izra¢unamo tudi leto, ko bi morala biti povpre¢na letna koncentracija SO2 enaka
nic¢, ¢e bi bil linearni model ustrezen.

41.909
X — —

41. —3.6545 X = = =
909 — 3.6545 0 - 3 6545

11.47.

To bi pomenilo, da bi morala biti povpre¢na letna koncentracija SO2 enaka ni¢ najpozneje v letu 2004.
To se seveda ni zgodilo, kar pomeni, da je linearni model sicer ustrezen za obdobje od 1992 do 2002,
ekstrapolacija z linearno funkcijo pa v tem primeru ni bila ustrezna.

Grafi¢ni prikaz podatkov in linearnega modela prikazujemo na sliki 11.2.
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Koncentracija

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Leta (od 1992 dalje)

Slika 11.2: Povprec¢na letna koncentracija SOo v obdobju od 1992 do 2002

Nazadnje preizkusimo Se domnevo o linearni neodvisnosti spremenljivk X in Y. Postavimo ni¢elno in
alternativno domnevo:

H()Z bZO,
H12 b7é0

Statistiko 71" izracunamo po enacbi (11.5)

_ Rxyvn—2  —0.9696 -9

T = =
\/1 ~ R%, /1 - (—0.9696)2

= —11.897.

Meja kriti¢nega obmocja je t;_, /2 = 3.250. Ker je vrednost statistike 7' = 11.897 manjSa od —¢1_, /o =
—3.250, moramo nicelno domnevo zavrniti in trdimo, da je parameter b statisticno znacilno razli¢en od
0. Zaklju¢imo lahko tudi z izjavo, da sta spremenljivki X in Y statisti¢no znacilno linearno odvisni.

11.3.2 Nelinearna regresija

Rezultati pogosto kaZejo, da zveza med dvema spremenljivkama ni linearna. Obravnavajmo najprej
funkcijo z dvema parametroma a in b

Y=Y +e=f(X,a,b)+e.

Oceni parametrov & in b dolo¢imo po metodi najmanjsih kvadratov tako, da pois¢emo minimum funkcije

n n

S(a,b) =" =D (Vi = Y;)2 =) (V; - f(X,a,b))%
=1

i=1 =1
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Ta funkcija je v splosSnem nelinearna glede na parametra a in b, zato je iskanje minimuma lahko zelo
zahtevna. Nelinearna funkcija ima lahko mnogo lokalnih ekstremov, iskanje globalnega minimuma pa
je Se vedno problem, ki ga poskusajo resiti mnogi raziskovalci. Metod in njihovih razli¢ic je mnogo, v
grobem jih lahko delimo na gradientne metode (na primer Newtonova metoda) in genetske algoritme.

Problem se zelo poenostavi, Ce je funkcija f(X, a, b) linearna glede na parametra a in b, sicer pa je lahko
poljubna nelinearna funkcija

f(X,a,b) = a f1(X) + b f2(X).
Taki primeri so:

f(X,a,b) =a+bX?
f(X,a,b) =asin X + b cos X,
f(X,a,b) = alog X + b cos X?.

Oceni parametrov g in b dolo¢imo po metodi najmanjsih kvadratov

n n n

S(a,b) =Y e => (Y, =Y)’ =) (Yi—afi(X)+bf2(X))”,

=1 =1 =1

Funkcijo S(a,b) odvajamo po parametrih a in b ter zahtevamo, da sta odvoda enaka ni¢

% =3 2(Yi —a fi(X) — b fo( X)) (—f1(X2) =0,
=1

08 < . 3

= = ZQ(Yi —a f1(Xi) — b fo(Xi)) (= f2(X;)) = 0.

i=1

Podobno kot pri linearni regresiji dobimo tudi v tem primeru sistem linearnih enacb
(Z f12(Xi)> a + <Z f1(X3) fQ(Xi)>
i=1 i=1
(Z fl(Xi)fZ(Xi)> a + (Z sz(Xz'))
i=1 i=1

ki ima enoli¢no reSitev le v primeru, da je determinanta sistema razli¢na od ni¢. Ta pogoj je izpolnjen
v primeru, da sta funkciji fi(x) in f2(z) linearno neodvisni. Iz zadnjega sistema enacb lahko hitro
izpeljemo sistem enacb za linearno regresijo, ¢e zapiSemo, da je fi(z) = 1lin fa(z) = .

SN

=) h(X)Y;,
=1

>

= Zf2(Xz')Yz'a
i—1

Vcasih je funkcija f(X, a, b) taka, da jo s preprosto transformacijo prevedemo v linearno funkcijo. Tudi
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v tem primeru je dolocitev ocen parametrov a in b relativno preprosto. Nekaj takih funkcij z ustrezno
transformacijo opisujemo z naslednjimi izrazi:

_a+1bX i %:a—i-bX Z=a+bX
Y =ab¥ by MY =Iha+X Inb Z=A+BX
Y =ae® 2 Y =Ina+Xb Z=A+bX (1L.13)
Y =aX’ nY MY =hha+blnX Z=A+bW
Y=In(a+bX) <> & —atbX Z=a+bX

Druga in tretja enacba predstavljata isti model, drugacen je le zapis enacbe.

Primer 11.3: Vrnimo se k problemu, ki smo ga obravnavali v primeru 11.2. Namesto linearne regresije
poskusimo, ali je morda bolje uporabiti nelinearno (eksponentno) regresijo. S primerjavo ocen variance
odstopanj & lahko ugotovimo, kateri model se bolje prilega podatkom.

Resitev: Regresijska funkcija je v tem primeru

YV = f(X) =ae?X,

Enacbo logaritmiramo in dobimo
nY =lna+bX — Z=A+bX.

Podatke iz preglednice 11.5 preuredimo tako, da izraCunamo Se vrednosti spremenljivke Z = InY. V

preglednici 11.6 prikazujemo vrednosti spremenljivke Z ter vrednosti, ki jih dolo¢imo z eksponentnim
modelom, in odstopanja eksponentnega modela od dejanskih podatkov.

Preglednica 11.6: Vrednosti spremenljivk X, Y in Z, eksponentni model in odstopanja

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 47 42 30 28 24 23 18 17 13 10 8
Z=mhY 3.850 3.738 3401 3332 3.178 3.135 2.890 2.833 2.565 2303 2.079
Model 47.64 4030 34.10 28.85 2441 20.65 17.47 1478 1251 10.58 8.95
Odstopanja | 0.64 -1.70 4.10 085 041 -235 -053 -222 -049 058 0.95

IzraCunati moramo $e osnovne statistike za sluc¢ajno spremenljivko Z:

7 = 3.028,
5% = 0.2866,
Sxz = —1.6717
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in oceni parametrov A in b
. Sxz —1.6717
b = 2 =
S% 10
A=Z—-bX =3.028—(—0.16717) - 5 = 3.8636,
i = et = 47.636.

= —0.16717,

Ce primerjamo vrednosti modela v preglednicah 11.5 in 11.6, vidimo, da so odstopanja bistveno manjsa
pri eksponentni regresiji. Oceno variance odstopanj 62 dolo¢imo po enacbi (11.10)

R R px\2 1
a—QZn_QZa?:n_QZ(Y;—aein) = 5 (0.647 + (~1.70)2 ) = 3.686.

1= 1=

Ocena variance odstopanj 62 je torej bistveno manjsa kot v primeru linearne regresije. Primerjavo med
linearno in eksponentno regresijo prikazujemo tudi na sliki 11.3. Tudi iz slike je ocitno, da je v tem
primeru eksponentna regresija boljSa od linearne.

50

.8 4

R3]

g 40

=

(]

S o

2@ 301 s
20
10 ~ 2
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Leta (od 1992 dalje)

Slika 11.3: Povprecna letna koncentracija SO2 v obdobju od 1992 do 2002

11.3.3 Linearna regresija vec spremenljivk

Linearna regresija ve¢ spremenljivk oziroma multipla linearna regresija je posploSitev linearne regresije
ene same neodvisne spremenljivke. Ta problem pravzaprav ne sodi v poglavje Bivariatna analiza, saj
tu analiziramo ve¢ kot dve spremenljivki. Vseeno bomo to snov podali na koncu tega poglavja, saj se
neposredno navezuje na linearno regresijo.

V tem primeru obravnavamo model odvisnosti med spremenljivkami X;, 7 = 1,..., k in slu¢ajno spre-
menljivko Y.
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Vzorec je v tem primeru obi¢ajno podan z vrednostmi X;;,7 = 1,...,n,7 = 1,...,k neodvisnih sre-
menljivk in ustrezne vrednosti Y;,7 = 1, ..., n spremenljivke Y. Linearni model zapiSemo z enacbo

Y:Y—f—&:a—i-lel+b2X2+~-+kak+€,

kjer €, podobno kot pri linearni regresiji ene spremenljivke, predstavlja odstopanje od modela. Obicajno
predpostavimo, da je ¢ porazdeljen normalno s pricakovano vrednostjo ni¢ in standardno deviacijo o.

Za posamezni element vzorca X;;, Y; zapiSemo regresijsko enaCbo takole:

k
Yi=a+b Xit +ba Xig + -+ + b X + & :a+zijij + €.
j=1
Z regresijo Zelimo doloditi ocene neznanih regresijskih parametrov a in l;j tako, da bodo odstopanja

dejanskih vrednosti Y; od modela ¢immanjSa. Uporabimo metodo najmanjsih kvadratov, s katero iS¢emo
minimum funkcije

2
n n

n k
S(a,bj):Zé‘%:Z Y;'—a—ijXij :Z(}/i—a—leil—bQXiQ—"‘—kaik)Q
=1 =1 j=1 i=1

Minimum te funkcije dolo¢imo tako, da jo odvajamo po a in b; ter postavimo pogoj, da so ti odvodi
enaki nic:

%:ZQ(Yi—d—i)lXﬂ—BZXiZ—"'_l;kXik)(_1):()
=1

S ¢ i ; ;

a—bl:ZQ(YQ—a—th—bzXz'z—"'—kaik>(_Xil)zo
i=1

28 . - ;

aibQ:ZQ(}/Z'—CL—IHXH—bQXiQ_"’_kaik)(_XZQ):O
i=1

gl;s];:22(Y;—&—I;lXﬂ_BQXz‘Q_"'_BkXik>(_Xik)zo
i=1

Po preureditvi zgornjih enacb dobimo sistem £ + 1 linearnih enacb za k + 1 neznano oceno parametrov
ain bj
na + ZXill}l + ZXiQI:JQ +-- ZXikI:)k =Y,
Y Xana + ZXizlfjl + ZXZ'2XZ'1[32 +- 4 ZXikXillzk => Y Xi1,
Yo Xipa + Y XaXieb + SN XEby 4o+ Y Xg Xobe =YY Xio,

S Xiva + X Xub + Y Xio Xipby oo+ S XEb =2V X,
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kjer smo z znakom za vsoto Y, zapisali vsoto » ;" ;. Ta sistem normalnih enacb lahko zapiSemo tudi v

matri¢ni obliki
n > Xa > Xio

> Xa Y X3 > Xio X
N Xio DX X X3

IDIP.TEDIP. GP. TP, €79, ¢

> Xik
> Xk Xin
> Xik Xio

> XG

[ >2Y;
Y Xa
> Y Xio

| DY X |

(11.14)

Primer 11.4: V okviru projekta za dolocitev trdnosti lesa smo izmerili razlicne lastnosti na istih lesenih
deskah. Na spodnji preglednici prikazujemo rezultate za 20 desk. Predpostavimo, da je upogibna trdnost
f lesenih desk odvisna od elasticnega modula E in gostote p. Dolocimo ocene za koeficiente regresijske

Sfunkcije

y=a+b x4+ b xs.

71 = B[MPa] [ @3 = plkg/m’] | y = 7 [MPa)
9150 538 31.03
10487 500 22.57
11357 423 32.29
4683 394 13.22
8728 413 36.39
14633 519 58.64
10615 509 31.32
8204 384 33.92
12235 509 22.00
6711 500 17.31
11647 471 41.82
11673 423 33.00
13785 442 45.66
5787 423 13.38
10369 471 28.02
13530 432 46.29
11131 500 29.98
10268 413 25.38
12753 452 30.71
10658 423 33.16

Resitev: Za dolocitev ocen d, by in by uporabimo prve tri vrstice v enacbi (11.14). Zato moramo

izraCunati naslednje vsote:
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n
D Xi = 9150 4 10487 + - - - = 208404,
=1

n
> Xig =538+ 500 4 - - = 9139,
=1
n
> X7 = 91507 + 104877 + - - - = 2301198018,
=1
n
> X7 =538+ 5007 + - - - = 4216487,
=1
n
> Xi1 Xip = 9150 - 538 + 10487 - 500 + - - - = 95922910,
=1

Z Y; = 31.03 4+ 22.57 + - - - = 626.09,

=1

n
Z Xi1Y; = 9150 - 31.03 + 10487 - 22.57 + - - - = 6956369,
=1

n
Z X0 Y; = 538 -31.03 + 500 - 22.57 + - - - = 287201.8.
=1

1z linearnega sistema enacb

20 208404 9139 fl 626.09
208404 2301198018 95922910 by | = | 6956369
9139 95922910 4216487 by 287201.8

izraCunamo ocene parametrov linearne regresije

a 9.664
by | = | 0.003512
by —0.03272



12 Analiza variance

Z analizo variance ugotavljamo, kako ena ali ve¢ neodvisnih spremenljivk vpliva na slu¢ajno spremen-
ljivko Y. Vzorec je urejen tako, da so vrednosti neodvisnih spremenljivk razvr§€ene v razrede, ali pa
neodvisna spremenljivka predstavlja opisni znak. Neodvisni spremenljivki pogosto recemo tudi faktor.

Prvi primer: Ugotoviti Zelimo, ali je telesna viSina Y prvosol¢kov odvisna od spola X. V tem primeru
neodvisna spremenljivka X predstavlja opisni znak, ki lahko zavzame le dve vrednosti: Zenski in moski
spol.

Drugi primer: Ugotoviti Zelimo, ali oddaljenost u€encevega bivaliS¢a X od Sole vpliva na njegov ucni
uspeh Y. V tem primeru oddaljenosti od Sole razvrstimo v primerno Stevilo razredov, tako da neodvisna
spremenljivka lahko zavzame le toliko vrednosti, kolikor je razredov.

Tretji primer: Ugotoviti Zelimo, ali stopnja izobrazbe X in nalin zaposlitve X5 vplivata na dohodek
prebivalca Slovenije. V tem primeru sta obe neodvisni spremenljivki opisna znaka.

12.1 Analiza variance za en faktor oziroma eno neodvisno spremenljivko

Vzemimo, da vrednosti neodvisne spremenljivke X lahko razvrstimo v a razredov in da je vzorec pri-
pravljen tako, da je v vsakem razredu enako Stevilo elementov n. Vzorec torej vsebuje an elementov.
Osnovni model takih podatkov lahko zapiSemo s preprosto enacbo

Yij = p+ o + €y, i=1,...,a, 7=1,...,n, (12.1)

kjer Y;; predstavljajo vzorCne vrednosti sluCajne spremenljivke Y, i je pricakovana vrednost, «; pred-
stavlja vplive posameznih razredov faktorja, €;; pa predstavlja vzor¢na odstopanja od modela. Obicajno
predpostavimo, da so odstopanja ;; porazdeljena normalno s pricakovano vrednostjo ni¢ in standardno
deviacijo o.
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Primer podatkov za analizo variance prikazujemo v preglednici 12.1.

Preglednica 12.1: Podatki za analizo variance — vzorec

Razred | Izmerjeni podatki Y;; | Y;
1 Yii Yi2 oo Y| W1
2 Yor Yoo -0 Yo, | Yo
a You Yao -0 Yo Ya

Pri analizi variance preizkusimo domnevo, ali faktor ne vpliva na spremenljivko Y. Glede na model,
ki smo ga zapisali z enacbo (12.1), to ustreza pogoju, da so vsi «; enaki ni¢. Nicelno in alternativno
domnevo zapisemo takole:

Hy: a; =0,zavsei =1,...,a, kar pomeni, da faktor ne vpliva,
Hi: a; #0,zavsajeni = 1,...,a, kar pomeni, da faktor vpliva.

Dolo¢iti moramo statistiko, na osnovi katere bomo preizkusili ni¢elno domnevo. Za to moramo izracunati
povprecja za posamezne razrede ter skupno povprecje:

n a n

E:%an, i=1,...,a, YZ%ZZYW (12.2)

j=1 i=1 j=1

Nato tvorimo vsote kvadratov razlik, ki jih oznac¢imo s S'S (angl. “summed squares”):

SSr = ZZ(Y] —Y)?

i=1 j=1
SSa=nY (V;=Y)?, (12.3)
=1
SSp =Y _> (Vi - Vi)
i=1 j=1

S SST oznacimo celotno vsoto kvadratov. Vsota kvadratov zaradi vpliva faktorja S.S4 je vsota kvadra-
tov zaradi razlik med povpreénimi vrednostmi Y; v razredih, zato tej vsoti na kratko re¢emo tudi vsota
kvadratov med razredi. Vsota kvadratov zaradi vpliva napak oziroma nepojasnjenih odstopanj SSg je
vsota kvadratov razlik med posameznimi elementi vzorca Y;; in povpredji Y; posameznih razredov, zato
to na kratko opiSemo kot vsoto kvadratov znotraj razredov. Racunanje vsot kvadratov je dobro preveriti,
ali izpolnjuje preprosto zvezo SSt = SS4 + SSg.

Na osnovi vsot kvadratov pripravimo preglednico analize variance, ki jo krajSe imenujemo kar pregle-
dnica ANOVA:
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Vir Vsota Prostostne  Povpre€ni  Statistika
odstopanj kvadratov stopnje kvadrati F
Faktor SS4 Nops a MSy F
Napaka SSE Nps MSg

Skupaj SST Npsy

Stevila prostostnih stopnj so:
Nps, =0 —1, npsy =aln—1), nps, =an—1,

kjer velja tudi nps,. = nps, + Nps,. Povprene kvadrate izraCunamo po preprostih enacbah:

S prikazano preglednico izraCunamo statistiko

_ MS4

F=
MSg’

ki se porazdeljuje po porazdelitvi F' s prostostnimi stopnjamivyl = Nps, 1N V3 = N . KritiCno obmocje
oziroma obmodje zavrnitve ni¢elne domneve je [F}_,, 00). Ce je statistika F' ve¢ja od kriti¢ne vrednosti
Fyrit = Fi—a,0, 0, Oziroma presega mejo obmocja zavrnitve nicelne hipoteze, nielno hipotezo zavr-
nemo in trdimo, da je vpliv faktorja na spremenljivko Y statisticno znacilen.



206 12 Analiza variance

Primer 12.1: Na avtomatskih merilnih postajah, ki so postavljene v vec slovenskih krajih, merijo najvisje
urne in povprecne letne koncentracije SO2, NOs, ozona, delcev PMyq (T. Bolte, s sod., Kakovost zraka v
Sloveniji v letu 2006, Agencija RS za okolje, Ljubljana, 2007.) Na preglednici 12.2 prikazujemo najvisje
urne koncentracije SOs v razli¢nih slovenskih krajih v obdobju od 1997-2006.

Ugotovimo, ali je kraj meritve odlocilen faktor pri koncentraciji SO3! Tveganje je 1-odstotno.

Preglednica 12.2: Najvisje urne koncentracije SOy v pg/m?

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Ljubljana-BeZigrad | 1593 936 786 184 273 157 202 129 94 81
Maribor 211 161 157 117 180 89 70 64 58 60
Celje 975 623 228 379 666 224 619 396 157 90
Trbovlje 1806 693 849 634 552 811 758 521 848 379
Hrastnik 1930 978 963 720 731 2168 507 1799 549 134
Zagorje 914 1092 952 653 1111 788 693 1165 954 183
Sostan; 1536 1495 2466 2855 2099 2000 1392 937 642 1028
Topolscica 1050 1245 1345 987 835 1350 812 291 284 288
Veliki Vrh 1720 1530 2257 1678 1569 1450 1320 1329 1110 771
Zavodnje 2154 2255 1963 1187 954 1536 947 680 1106 731
Velenje 672 1316 709 563 187 725 361 164 210 86
Graska Gora 1579 1076 1844 1505 990 1024 824 463 497 175
Kovk 3000 1916 2167 1237 1451 702 1806 1514 1063 511
Dobovec 6072 4548 3761 4073 3978 4043 2910 4056 1662 2290
Ravenska Vas 2578 1846 1021 1471 1397 2093 1378 1779 3275 590

Vir: T. Bolte, s sod., Kakovost zraka v Sloveniji v letu 2006, Agencija RS za okolje, Ljubljana, 2007.

Resitev: Izra¢unajmo najprej povpreja Y; za posamezne razrede oziroma za posamezne merilne postaje
ter skupno povpreéje Y po enacbah (12.2). Te rezultate podajamo v preglednici 12.3

Preglednica 12.3: Povpre¢ne vrednosti po razredih in skupno povprecje

Y Y, | Y3 | Yy | Y5 Ys Y7 Vs
4435 | 1167 | 4357 [ 785.1 | 1047.9 | 850.5 | 1645.0 | 848.7
)79 YIO Yll Y12 YIS }714 EE) Y
1473.4 | 1351.3 | 499.3 | 997.7 | 1536.7 | 3739.3 | 1742.8 | 1167.6

Nato postavimo nicelno in alternativno domnevo:

Hy: Faktor (kraj merilne naprave) ne vpliva na stopnjo onesnazenosti z SOq,
Hj: Faktor (kraj merilne naprave) vpliva na stopnjo onesnazenosti z SOa.



http://www.arso.gov.si/zrak/kakovost%20zraka/poro%C4%8Dila%20in%20publikacije/LETNO2006.pdf
http://www.arso.gov.si/zrak/kakovost%20zraka/poro%C4%8Dila%20in%20publikacije/LETNO2006.pdf
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12.2 Analiza variance za dva faktorja

Pri analizi variance za vec faktorjev ugotavljamo ali faktorji ter interakcija med njimi vplivajo na spre-
menljivko Y. Prva neodvisna spremenljivka oziroma faktor A je razporejena v a razredov, druga oziroma
faktor B pa v b razredov. Vzemimo, da je Stevilo elementov v vsakem razredu enako n. To pomeni, da
je skupno Stevilo elementov v vzorcu enako abn. Model tako urejenih podatkov zapiSemo s preprosto
enacbo

Yigie = p+ ai + 5 + (@B)ij + eij, (12.4)
1=1,...,a, j=1,...,b, k=1,...,n

kjer Y1, predstavljajo vzor¢ne vrednosti slu¢ajne spremenljivke Y, p je priCakovana vrednost, a; pred-
stavlja vplive posameznih razredov faktorja A, (; predstavlja vplive posameznih razredov faktorja B,
(aB);; predstavlja vpliv interakcije med faktorjema A in B, €;;;, pa predstavlja vzor¢na odstopanja od
modela. Obicajno predpostavimo, da so odstopanja &, ;, porazdeljena normalno s pri¢akovano vrednostjo
ni¢ in standardno deviacijo o.
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Podatke pripravimo v preglednici:

Razredi Razredi faktorja B
faktorja A 1 2 e b Povpredja
1 Yin...Yiun Yior...Yien - Y. Y V1.
2 You1 ... Yo1n  Yoor... Yoo, -0 Yo ... Yo, Yo.
a Yor1.. . Yain Yao1r.. . Yaon - Y ... Yo Ya-
Povprecja Y, Yo e Y, Y

Pri analizi variance za ve¢ faktorjev analiziramo vpliv posameznih faktorjev ter vpliv interakcije med po-
sameznimi faktorji. Zato moramo v primeru dveh faktorjev opraviti tri loCena in neodvisna preizku$anja,
ki jim ustrezajo tri nicelne in tri alternativne domneve.

Hy: a; =0,zavsei=1,...,a (faktor A ne vpliva),
Hy:«a; #0,zavsajent = 1,...,a (faktor A vpliva),

Hy: Bj = 0,zavse j = 1,...,b (faktor B ne vpliva),
Hy: 8j #0,zavsajen j = 1,...,b (faktor B vpliva),
Hy: (afij =0,zavsei=1,...,ainj = 1,...,b (interakcija med faktorjema A in B ne vpliva),
Hi: (afi; #0,zavsajeni=1,...,ainj = 1,...,b (interakcija med faktorjema A in B vpliva).

Za ta preizkuSanje moramo na podoben nacin kot pri analizi variance za en faktor pripraviti tri statistike.
Najprej izraCunamo povprecja za posamezne razrede Y;; povprecja za razrede faktorja A in B (Y. in Y.;)
in skupno povprecje Y':

B 1 n ~ 1 b n
Yij:EZY;jk er:%zzyéjk
k=1 j=1k=1
B 1 a n ~ 1 a b n
V= on 2.2 Y Vo= o 2222 Ya
j=1 k=

i=1 k=1 i=1
Na osnovi izracunanih povprecij izraunamo Se vsote kvadratov:

a b n
SSr=>Y Y (Yijp = Y)?,
i=1 j=1 k=1
SSa=bn Y (Vi —¥)?

i=1
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7=1
a b
SSap=nY_ Y (Vij =Y. -Y;+Y)
i=1 j=1
a b n B
50— 303 Sk T
i=1 j=1 k=1

kjer je S St celotna vsota kvadratov razlik, S.S4 predstavlja vpliv faktorja A, SSp vpliv faktorja B,
SS ap vpliv interakcije med faktorjema A in B, SSE pa vpliv napake oziroma nepojasnjenih odstopan;.
Vsote kvadratov povezuje preprosta zveza

SSt =554+ 55+ SSap+ SSE.

Sedaj lahko tvorimo preglednico analize variance

Vir Vsota Prostostne Povprecni  Statistika
odstopanj kvadratov  stopnje kvadrati F
Faktor A SS 4 Nips 4 MS 4 Fy
Faktor B SSp Npsg MSp Fp
Interakcija AB SSap Npsap MSap Fup
Napaka SSE Nps MSg
Skupaj SSt Npsy
Prostostne stopnje izracunamo po enacbah

Npsy = 6 — 1, Npsap = (a—1)(b—-1),

Npsg = b— 1, Npsp = ab(n — 1),

Npsp = abn — 1, Npsy = Npsa + Npsp + Npsap T Npsg s

povprecne kvadrate M S pa po enacbah

SS SS
MSA = A s MSB = b ’
Tips 4 Npsp
) SS
MSap = 2248 MSp = 22F,
Npsap Npsg

Statistike, ki jih izraCunamo z ena¢bami

MS 4 MSpg _ MSyp

Fip=—= = = F =
A MSE7 B MSE’ AB MSE ;

se porazdeljujejo po porazdelitvi /' s prostostnimi stopnjami 11 = nNps ,, Npsg all Mg, 5 1IN Vo = Ny
Ce je statistika F' ve&ja od kriti¢ne vrednosti Fiy.;; = F1_q ., 1, Oziroma presega mejo obmocja zavrnitve
nicelne hipoteze, nicelno hipotezo zavrnemo in trdimo, da je vpliv faktorja A, B oziroma interakcije med
A in B na spremenljivko Y statisti¢no znacilen.
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Simulacije so numeri¢no orodje, s katerim opravimo preizkuse na racunalniku. Preizkus vkljucuje nek
matematicen ali logi¢en model, ki opisuje problem, ki ga reSujemo. S simulacijami inZenirji in drugi
strokovnjaki reSujejo najrazlicnejSe probleme: vedenje letala, delovanje telekomunikacijskega sistema,
delovanje trga, vojskovanje in drugo.

Ce simulacije izvajamo tako, da generiramo slu¢ajne spremenljivke X z doloeno porazdelitveno funk-
cijo Fx(x), takim simulacijam pravimo metoda Monte Carlo. To ime se je prvi¢ pojavilo med drugo
svetovno vojno, ko so znanstveniki von Neuman, Ulam, Fermi in drugi v laboratorijih v Los Alamosu
tudi s pomocjo simulacij skonstruirali prvo atomsko bombo. Sicer pa je ideja o generiranju slucajnih
spremenljivk in njihova uporaba pri reSevanju problemov bistveno starejSa. Prvi dobro dokumentiran
primer je opravil Comte de Buffon leta 1777, ko je v problemu, poznanem kot Buffonova igla, s si-
mulacijami poskusal doloditi vrednost Stevila . Pozneje so generiranje slucajnih Stevil uporabili tudi
Lord Kelvin (1901), W.S. Gosset (Student) (1908), Fermi (1930) in drugi (Kalos et al., 1986, Rubinstein,
1981). Z razvojem boljsih, hitrejSih racunalnikov, postaja metoda Monte Carlo uporabna za vse SirSi
krog ljudi.

Generiranje vzorca slucajne spremenljivke X temelji na vzorcu enakomerno porazdeljene slucajne U
spremenljivke s porazdelitveno funkcijo Fyy(u) = u (za 0 < uw < 1). Vzorca povsem slucajne spre-
menljivke ni lahko generirati. Zato z racunalniki obi¢ajno generiramo vzorce tako imenovanih psevdo-
slucajnih Stevil, ki so pravzaprav zaporedja deterministi¢nih Stevil z zelo veliko periodo ponovitve. Ta
zaporedja imajo enake lastnosti kot zaporedja povsem slucajnih Stevil. Skoraj vsi racunalniSki programi,
namenjeni racunanju (na primer prevajalniki: FORTRAN, C, PASCAL, BASIC in drugi programi: MA-
TLAB, MATHEMATICA, EXCEL), vklju€ujejo tudi “generatorje slucajnih Stevil”, s katerimi generiramo
zaporedja psevdoslucajnih Stevil, ki ustrezajo vzorcu slucajne spremenljivke U, ki je porazdeljena ena-
komerno od 0 do 1. Vzorec poljubno porazdeljene slu¢ajne spremenljivke ali vektorja lahko generiramo
z razli¢nimi metodami: inverzna metoda, metoda sprejema in zavrnitve, polarna metoda, metoda trakov,
mreZna metoda in druge. Najpogosteje uporabljamo inverzno metodo, ki je najprimernejSa za generiranje
neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk.
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Inverzna metoda generiranja vzorca

Vzemimo, da imamo enako velika vzorca dveh slucajnih spremenljivk. Prva, X, je porazdeljena po
porazdelitvi F'x(x), druga, U, pa je enakomerno porazdeljena od 0 do 1: Fy(u) = u (za0 < u <
1). Elemente v obeh vzorcih razvrstimo po velikosti in predpostavimo, da je verjetnost, da sta slucajni
spremenljivki X in U manjsi od i-tega elementa ustreznega vzorca enaka, ne glede na porazdelitev. To
predpostavko v enacbi zapiSemo takole:

P[X S .7}1] = Fx(xz) = P[U S uz] = FU(UZ) = U;
1z zadnje enacbe lahko izpeljemo izraz za dolocCitev elementa vzorca sluajne spremenljivke:
FX(a:i):ui —_— x,:Fgl(uz)

Ce torej poznamo porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke oziroma njeno inverzno funkcijo in
imamo vzorec (u;, ¢ = 1,...) enakomerno porazdeljene sluCajne spremenljivke U, lahko po zadnji
enacbi dolo¢imo vzorec slucajne spremenljivke X. Inverzno metodo nazorno prikaZemo tudi graficno
na sliki 13.1.

ZVEZNA PORAZDELITEV

u xT
DISKRETNA PORAZDELITEV
1 T
\
Fy(u) | Fy(x) —
—
e
Wi
A \
\ ¥
\ 0 | \
u Uq X4 x

Slika 13.1: Inverzna metoda generiranja vzorca

Generiranje vzorca normalno porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk

Porazdelitvene funkcije normalne porazdelitve v zakljuceni obliki ne poznamo, prav tako ne poznamo
njene inverzne funkcije. Zato za generiranje vzorca normalno porazdeljene slucajne spremenljivke ne
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moremo uporabiti analiti¢ne inverzne metode. Ce ratunalnidki program omogo&a numeriéni izrat¢un
inverzne porazdelitvene funkcije normalne porazdelitve, lahko uporabimo inverzno metodo, ¢etudi funk-
cije F);l (u;) ne poznamo v eksplicitni obliki. Na primer: v programu EXCEL je funkcija vgrajena kot
norminv, v programu MATHEMATICA lahko problem reS§imo z ukazom InverseErf, v programu
MATLAB pa lahko uporabimo funkcijo erfinv. Ce programska oprema ne omogo&a uporabe funk-
cije F)El(ui), moramo vzorec normalno porazdeljene slucajne spremenljivke generirati s kak$no drugo
metodo, kot je na primer Box-Miillerjeva polarna metoda. S to metodo vzorec standardno normalno
porazdeljene slucajne spremenljivke izratunamo iz dveh vzorcev (u1;, ¢ = 1,...) in (ug;, @ = 1,...)
slu¢ajnih spremenljivk U; in Uy, ki sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno od 0 do 1, po naslednji
enacbi

x; =/ —2Inuy; sin(2muy;).

Vzorec y; poljubne normalno porazdeljene slucajne spremenljivke Y s pricakovano vrednostjo my in
standardno deviacijo oy iz vzorca x; dolo¢imo s transformacijo

Yi =my + x;0y.



14 Dodatek

14.1 Varianca povprecja pri kon¢no velikih populacijah

Izpeljati Zelimo enacbo (8.5) za varianco povprecja vzorca pri konéno velikih populacijah in vzoréenjem
brez vracanja. Elementi populacije so neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke X,
Stevilo vseh teh spremenljivk v populaciji je IN. Velikost vzorca je enaka n. Varianco povprecja
izraCunamo z enacbo (6.15)

2 2
var [X] =E [(X — mX)Q] = %E (Z(XZ - mX)> = %E <Z Yl> ,

=1

kjer smo upostevali, da je

n

1 @ 1
:n;Xi—mX:nZ(Xi—mx)

i=1
in vpeljali oznako
Y, =X, —mx.
Vsoto slucajnih spremenljivk Y; na kvadrat lahko zapiSemo v razviti obliki takole:
n
(Sx) - Swey 3wy,
=1 =1 j=1+1

Ob upostevanju enacbe (6.28) lahko varianco povprecje sedaj zapiSemo z enacbo

var | ZE (V7] +2Z Z EY;Y;] | . (14.1)

i=1 j=1+1

Pricakovana vrednost E [Yﬂ = E[X; — mx] je zaradi enacbe (6.15) in (8.1) enaka varianci sluCajne
spremenljivke X

E [Y?] = o%. (14.2)
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Nekoliko tezje je dolociti pricakovano vrednost produkta Y; Y. Izpeljimo najprej pricakovano vrednost

produkta dveh diskretnih slucajnih spremenljivk X in Y z zalogama vrednosti z;,¢ = 1,...,nx in
yj,j =1,...,ny. Pricakovano vrednost E[XY] izratunamo po enacbi
nx ny
BIXY] = Y03 muy (i) zxz S0P ) )
=1 j=1 J=1 PX (xl)
nx ny nx
= i [ D wipvix(@iyy) | px (@) =) 2 E[Y|X = 2] px(z;) = E[XE[Y|X]].
i=1 j=1 i=1

pri ¢emer smo upoStevali definicijo pogojne verjetnostne funkcije (4.20) in definicijo pricakovane vre-
dnosti (6.3). Zadnjo enacbo torej uporabimo pri dolocitvi pricakovane vrednosti produkta Y; Y;

ElY; ;] = E[Y; E[Y;|Y]. (143)

Pogojno pri¢akovano vrednost E[Y;|Y;] lahko dolo¢imo z enacbo, v kateri upostevamo vse elemente
populacije

E[Y;|Y;] = Z Yk_ Y (14.4)

saj velja, da je vsota vseh Y; enaka ni¢

ZYk— Z Vi +Yi=0 — Y Yi=-Y.
k=1 (ki) k=1 (k1)
Sedaj enacbo (14.4) vstavimo v (14.3) in dobimo
Y; 1 o2
EY;Y;]=E|Y; | —— || = ———E[Y? = X 14.
[¥: ¥3] {1<N—1>] N -1 7] = N-1 (14.5)

Enacbi (14.2) in (14.5) vstavimo v enacbo (14.1) ter zapiSemo

Var E o%

=1 j= z+1

Ce upostevamo, da je v prvi vsoti n elementov, v drugi pa (72‘) = nlnl) elementov, dobimo kon¢ni

2
rezultat

- 1 9 nin—1) o% o3 n—1 0% N—n
Var[X]:n?<nGX_22N—1 Uy T voo




15 Preglednice porazdelitev

Vse preglednice smo pripravili z racunalniSkim programom Excel. Namesto teh preglednic lahko upo-
rabite tudi datoteko Statkalk.xls, s katero lahko izraCunate vrednosti porazdelitvenih funkcij in njihovih
inverznih vrednosti.

15.1 Porazdelitvena funkcija standardizirane normalne porazdelitve
15.2 Inverzna porazdelitvena funkcija Studentove porazdelitve ¢
15.3 Inverzna porazdelitvena funkcija porazdelitve y?

15.4 Inverzna porazdelitvena funkcija normalne porazdelitve F'

15.5 Preglednica preverjanja po Kolmogorovu in Smirnovu


http://www.fgg.uni-lj.si/~/sdrobne/Pouk/Statkalk.xls
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15.1 Standardizirana normalna porazdelitev

15 Preglednice porazdelitev

p=l-«

wali k 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
0.0 | 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595
0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567
0.2 1057926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483
0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307
0.4 | 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003
0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540
0.6 | 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891
0.7 ]0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035
0.8 | 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955
0.9 | 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639
1.0 | 0.84134 0.84375 0.84614 0.84849 0.85083
1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286
1.2 | 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251
1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988
1.4 1091924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822
1.6 | 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950
1.7 | 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907
1.8 | 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712
1.9 | 097128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381
20 | 097725 097778 0.97831 0.97882 0.97932
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341 0.98382
22 | 098610 0.98645 0.98679 0.98713 0.98745
23 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010 0.99036
24 1099180 0.99202 0.99224 0.99245 0.99266
25 0.99379 0.99396 0.99413 0.99430 0.99446
26 | 099534 0.99547 0.99560 0.99573 0.99585
27 10.99653 0.99664 0.99674 0.99683 0.99693
2.8 |0.99744 099752 0.99760 0.99767 0.99774
29 10.99813 0.99819 0.99825 0.99831 0.99836
3.0 | 0.99865 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882
3.1 0.99903 0.99906 0.99910 0.99913 0.99916
3.2 1099931 0.99934 0.99936 0.99938 0.99940
33 0.99952  0.99953 0.99955 0.99957 0.99958
34 10.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971
3.5 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980
3.6 | 0.99984 0.99985 0.99985 0.99986 0.99986
37 10.99989 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991




15.1 Standardizirana normalna porazdelitev

Standardizirana normalna porazdelitev (nadaljevanje)

p=l-«

wali k 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 051994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586
0.1 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535
0.2 ]0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409
0.3 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173
04 | 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793
0.5 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240
0.6 | 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490
0.7 | 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 | 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327
0.9 ]0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891
1.0 | 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214
1.1 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298
1.2 | 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147
1.3 091149 091308 0.91466 0.91621 0.91774
1.4 | 0.92647 092785 0.92922 0.93056 0.93189
1.5 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295 0.94408
1.6 | 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352 0.95449
1.7 1095994 0.96080 0.96164 0.96246 0.96327
1.8 | 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
19 | 097441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
20 |0.97982 0.98030 0.98077 0.98124 0.98169
2.1 0.98422 098461 0.98500 0.98537 0.98574
22 | 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870 0.98899
23 0.99061 0.99086 0.99111 0.99134 0.99158
24 10.99286 0.99305 0.99324 0.99343 0.99361
25 0.99461 0.99477 0.99492 0.99506 0.99520
2.6 | 0.99598 0.99609 0.99621 0.99632 0.99643
27 1099702 099711 0.99720 0.99728 0.99736
2.8 1 0.99781 0.99788 0.99795 0.99801 0.99807
29 10.99841 0.99846 0.99851 0.99856 0.99861
3.0 | 0.99886 0.99889 0.99893 0.99896 0.99900
3.1 0.99918 0.99921 0.99924 0.99926 0.99929
32 1099942 0.99944 0.99946 0.99948 0.99950
33 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965
34 1099972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976
3.5 0.99981 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983
3.6 | 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989
37 1099991 0.99992  0.99992 0.99992  0.99992
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15.2 Studentova porazdelitev ¢

p=l-a p=1—-«

0.75 0.80 0.85 090 095 0975 0.99 0.995
1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.656
0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4303 6.965 9.925
0.765 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
0.741 0941 1.190 1.533 2.132 2776 3.747 4.604
0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2571 3.365 4.032
0.718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2365 2.998 3.499
0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2306 2.896 3.355
0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2262 2.821 3.250
0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2764 3.169
0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2201 2.718 3.106
0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
0.694 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2977
0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
0.688 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
0.687 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2492 2.797
0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2479 2.779
0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2473 2.771
0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2457 2.750
0.682 0.853 1.054 1.309 1.696 2.040 2.453 2.744
0.682 0.853 1.054 1.309 1.694 2.037 2449 2.738
0.682 0.853 1.053 1.308 1.692 2.035 2445 2.733
0.682 0.852 1.052 1.307 1.691 2.032 2441 2728
0.682 0.852 1.052 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724
0.681 0.852 1.052 1.306 1.688 2.028 2.434 2719

03O N bk~ W~ X
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15.2 Studentova porazdelitev t

Studentova porazdelitev ¢ (nadaljevanje)

p=l-a

0.75

0.80

0.85

0.975

0.99

0.995

37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95

100

110

120

130

140

150

160

170

180

0.681
0.681
0.681
0.681
0.681
0.680
0.680
0.680
0.680
0.680
0.680
0.680
0.680
0.679
0.679
0.679
0.678
0.678
0.678
0.678
0.677
0.677
0.677
0.677
0.677
0.677
0.676
0.676
0.676
0.676
0.676
0.676
0.674

0.851
0.851
0.851
0.851
0.850
0.850
0.850
0.850
0.850
0.850
0.849
0.849
0.849
0.849
0.848
0.848
0.847
0.847
0.846
0.846
0.846
0.846
0.845
0.845
0.845
0.845
0.844
0.844
0.844
0.844
0.844
0.844
0.842

1.051
1.051
1.050
1.050
1.050
1.049
1.049
1.049
1.049
1.048
1.048
1.048
1.048
1.047
1.046
1.045
1.045
1.044
1.044
1.043
1.043
1.042
1.042
1.042
1.041
1.041
1.041
1.040
1.040
1.040
1.040
1.039
1.036

2.026
2.024
2.023
2.021
2.020
2.018
2.017
2.015
2.014
2.013
2.012
2.011
2.010
2.009
2.004
2.000
1.997
1.994
1.992
1.990
1.988
1.987
1.985
1.984
1.982
1.980
1.978
1.977
1.976
1.975
1.974
1.973
1.960

2431
2.429
2.426
2.423
2421
2418
2416
2414
2412
2.410
2.408
2.407
2.405
2.403
2.396
2.390
2.385
2.381
2.377
2.374
2.371
2.368
2.366
2.364
2.361
2.358
2.355
2.353
2.351
2.350
2.348
2.347
2.326

2715
2.712
2.708
2.704
2.701
2.698
2.695
2.692
2.690
2.687
2.685
2.682
2.680
2.678
2.668
2.660
2.654
2.648
2.643
2.639
2.635
2.632
2.629
2.626
2.621
2.617
2.614
2.611
2.609
2.607
2.605
2.603
2.576
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15.3 Porazdelitev >

o
[\ v 0.001 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100 0.250
110.000002 0.00004 0.0002 0.001 0.004 0.016 0.102
0x® 2 0.002  0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 0.575
3 0.024 0.072 0.115 0.216 0352 0.584 1.213
4 0.091 0.207 0297 0.484 0.711 1.064 1.923
5 0.210 0412 0554 0.831 1.145 1.610 2.675
6 0.381 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 3.455
7 0.599 0989 1.239 1.690 2.167 2.833 4.255
8 0.857 1.344  1.647 2.180 2.733 3490 5.071
9 1.152 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 5.899
10 1.479 2,156 2558 3.247 3940 4.865 6.737
11 1.834 2,603 3.053 3.816 4.575 5578 7.584
12 2214 3.074 3571 4404 5226 6.304 8.438
13 2.617 3.565 4.107 5.009 5.892 7.041 9.299
14 3.041 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 10.165
15 3.483 4.601 5229 6.262 7.261 8.547 11.037
16 3942 5142 5812 6908 7.962 9312 11912
17 4416  5.697 6408 7.564 8.672 10.085 12.792
18 4.905 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 13.675
19 5.407 6.844 7.633 8907 10.117 11.651 14.562
20 5.921 7434 8260 9.591 10.851 12.443 15.452
21 6.447 8.034 8.897 10.283 11.591 13.240 16.344
22 6.983 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 17.240
23 7.529 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 18.137
24 8.085 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 19.037
25 8.649 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 19.939
26 9.222 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 20.843
27 9.803 11.808 12.878 14.573 16.151 18.114 21.749
28 10.391 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 22.657
29 10.986 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 23.567
30 11.588 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 24.478
31 12.196  14.458 15.655 17.539 19.281 21.434 25.390
32 12.810 15.134 16.362 18.291 20.072 22.271 26.304
33 13431 15.815 17.073 19.047 20.867 23.110 27.219
34 14.057 16.501 17.789 19.806 21.664 23.952 28.136
35 14.688 17.192 18.509 20.569 22.465 24.797 29.054
40 17917 20.707 22.164 24.433 26.509 29.051 33.660
50| 24.674 27.991 29.707 32.357 34.764 37.689 42.942




15.3 Porazdelitev x?

Porazdelitev y? (nadaljevanje)

p=1-«

0.500

0.750

0.975

0.990

0.995

0NN bk~ WX

DN B L W LW W LW WK NN DN NN DN DN DN = = = e e e e e
OO AR WN~R, OOV IDNANNRAEWND~R,OOVOIOWUN A WD~ OO

0.455

1.386

2.366

3.357

4.351

5.348

6.346

7.344

8.343

9.342
10.341
11.340
12.340
13.339
14.339
15.338
16.338
17.338
18.338
19.337
20.337
21.337
22.337
23.337
24.337
25.336
26.336
27.336
28.336
29.336
30.336
31.336
32.336
33.336
34.336
39.335
49.335

1.323

2.773

4.108

5.385

6.626

7.841

9.037
10.219
11.389
12.549
13.701
14.845
15.984
17.117
18.245
19.369
20.489
21.605
22.718
23.828
24.935
26.039
27.141
28.241
29.339
30.435
31.528
32.620
33.711
34.800
35.887
36.973
38.058
39.141
40.223
45.616
56.334

5.024

7.378

9.348
11.143
12.832
14.449
16.013
17.535
19.023
20.483
21.920
23.337
24.736
26.119
27.488
28.845
30.191
31.526
32.852
34.170
35.479
36.781
38.076
39.364
40.646
41.923
43.195
44.461
45.722
46.979
48.232
49.480
50.725
51.966
53.203
59.342
71.420

6.635

9.210
11.345
13.277
15.086
16.812
18.475
20.090
21.666
23.209
24.725
26.217
27.688
29.141
30.578
32.000
33.409
34.805
36.191
37.566
38.932
40.289
41.638
42.980
44314
45.642
46.963
48.278
49.588
50.892
52.191
53.486
54.775
56.061
57.342
63.691
76.154

7.879
10.597
12.838
14.860
16.750
18.548
20.278
21.955
23.589
25.188
26.757
28.300
29.819
31.319
32.801
34.267
35.718
37.156
38.582
39.997
41.401
42.796
44.181
45.558
46.928
48.290
49.645
50.994
52.335
53.672
55.002
56.328
57.648
58.964
60.275
66.766
79.490
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15.4 Porazdelitev F

p=l-a V1
p=1—a| 1 2 3 4 5 6
0.900 1 39.9 49.5 53.6 55.8 57.2 58.2
F 0.950 1 161.4 199.5 2157 2246 2302 2340
0.975 1 647.8 799.5 864.2 899.6  921.8 937.1
0.990 1] 40522 49993 5403.5 56243 5764.0 5859.0
0.995 1]16212.5 199974 21614.1 22500.8 23055.8 23439.5
0.900 2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33
0.950 2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33
0.975 21 3851 39.00  39.17 39.25 3930  39.33
0.990 21 9850 99.00 99.16  99.25 99.30  99.33
0.995 21 198.50 199.01 199.16 199.24 199.30 199.33
0.900 3 5.538 5462  5.391 5.343 5309  5.285
0.950 3| 10.128 9.552 9277  9.117  9.013 8.941
0.975 3| 17.443 16.044 15439 15.101 14.885 14.735
0.990 3| 34.116 30.816 29.457 28710 28.237 27911
0.995 3| 55552 49.800 47.468 46.195 45391 44.838
0.900 4| 4545 4325  4.191 4107  4.051 4.010
0.950 4|1 7.709 6944  6.591 6.388 6.256  6.163
0.975 41 12218 10.649 9979 9.604 9364  9.197
0.990 4| 21.198 18.000 16.694 15977 15.522 15.207
0.995 4| 31.332 26.284 24260 23.154 22456 21975
0.900 5/ 4060 3780  3.619 3.520  3.453 3.405
0.950 5 6.608 57786 5409  5.192  5.050 @ 4.950
0.975 51 10.007 8434 77764 7388  7.146 6978
0.990 51 16258 13274 12.060 11.392 10.967 10.672
0.995 51 22785 18314 16.530 15.556 14939 14.513
0.900 6| 3.776 3.463 3.289 3.181 3.108 3.055
0.950 6| 5987 5.143 4757 4534 4387 4284
0.975 6 8.813 7.260  6.599 6.227 5.988 5.820
0.990 6| 13.745 10.925 9.780  9.148 8.746 8.466
0.995 6| 18.635 14.544 12917 12.028 11464 11.073




15.4 Porazdelitev F’

Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=1l-a

4!

p=1l—a| 1 1 2 3 4 5 6
0.900 71 3.589 3257 3.074 2961 2.883 2.827
0.950 7| 5591 4737 4347 4120 3.972 3.866
0.975 71 8073 6542 5890 5.523 5.285 5.119
0.990 7112246  9.547 8451 7.847 7.460 7.191
0.995 7116235 12.404 10.883 10.050 9.522 9.155
0.900 8] 3458 3.113 2924 2806 2.726 2.668
0.950 8] 5318 4459 4.066 3.838 3.688 3.581
0.975 81 7571 6.059 5416 5.053 4.817 4.652
0.990 8| 11.259 8.649 7591 7.006 6.632 6.371
0.995 81 14.688 11.043 9597 8.805 8.302 7.952
0.900 9| 3360 3.006 2813 2.693 2.611 2.551
0.950 9| 5.117 4256 3.863 3.633 3.482 3.374
0.975 9| 7209 5715 5078 4718 4.484 4.320
0.990 9110562 8.022 6992 6.422 6.057 5.802
0.995 9| 13.614 10.107 8.717 7.956 7.471 7.134
0.900 10 | 3285 2924 2728 2605 2522 2461
0.950 10| 4965 4.103 3.708 3.478 3326 3.217
0.975 10 | 6937 5456 4.826 4.468 4.236 4.072
0.990 10 | 10.044 7559 6.552 5994 5.636 5.386
0.995 10 | 12.827 9.427 8.081 7.343 6.872 6.545
0.900 11| 3225 2860 2.660 2536 2451 2.389
0.950 11| 4.844 3982 3.587 3357 3.204 3.095
0.975 11| 6724 5256 4.630 4275 4.044 3.881
0.990 11| 9.646 7206 6.217 5.668 5.316 5.069
0.995 1112226 8912 7.600 6.881 6422 6.102
0.900 15| 3.073 2695 2490 2361 2273 2208
0.950 15| 4543 3.682 3.287 3.056 2901 2.790
0.975 15| 6200 4765 4.153 3.804 3.576 3415
0.990 15| 8.683 6359 5417 4.893 4556 4318
0.995 15 | 10.798 7.701 6.476 5.803 5.372 5.071
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224 15 Preglednice porazdelitev

Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=l-«a V1
p=1—-« 12 1 2 3 4 5 6
0.900 20 | 2975 2589 2380 2249 2.158 2.091
" 0.950 20 | 4351 3.493 3.098 2866 2711 2.599
0.975 20 | 5.871 4461 3.859 3.515 3.289 3.128
0.990 20 | 8.096 5.849 4938 4431 4.103 3.871
0.995 20 | 9944 6987 5818 5.174 47762 4472
0.900 25 | 2918 2528 2317 2.184 2092 2.024
0.950 25 | 4242 3385 2991 2759 2.603 2490
0.975 25 | 5.686 4.291 3.694 3.353 3.129 2.969
0.990 25 | 7.770  5.568 4.675 4.177 3.855 3.627
0.995 25 | 9475 6598 5462 4835 4433 4.150
0.900 30 | 2.881 2489 2276 2.142 2.049 1.980
0.950 30 | 4171 3316 2922 2.690 2534 2421
0.975 30 | 5.568 4.182 3.589 3.250 3.026 2.867
0.990 30 | 7.562  5.390 4.510 4.018 3.699 3473
0.995 30 | 9.180 6.355 5.239 4.623 4.228 3.949
0.900 50 | 2.809 2412 2.197 2.061 1966 1.895
0.950 50 | 4.034 3.183 2790 2.557 2400 2.286
0.975 50 | 5.340 3975 3390 3.054 2.833 2674
0.990 50 | 7.171  5.057 4.199 3.720 3.408 3.186
0.995 50 | 8.626 5902 4.826 4.232 3.849 3.579
0.900 100 | 2.756 2356 2.139 2002 1906 1.834
0.950 100 | 3.936 3.087 2.696 2463 2305 2.191
0.975 100 | 5.179 3.828 3.250 2917 2.696 2.537
0.990 100 | 6.895 4.824 3984 3513 3.206 2.988
0.995 100 | 8.241 5.589 4.542 3963 3.589 3.325
0.900 oo | 2706 2303 2.084 1.945 1.847 1.774
0.950 oo | 3.841 2996 2.605 2372 2214 2.099
0.975 oo | 5.024 3.689 3.116 2786 2.566 2.408
0.990 oo | 6.635 4.605 3.782 3.319 3.017 2.802
0.995 oo | 7.879 5.298 4.279 3.715 3.350 3.091
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Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=l-«a 2!
p=1—a|1 7 8 9 10 11 15
0.900 1 58.9 59.4 59.9 60.2 60.5 61.2
" 0.950 1 236.8 2389 2405 2419 2430 2459
0.975 1 948.2 956.6 963.3 968.6 973.0 984.9
0.990 1| 59283 5981.0 60224 60559 6083.4 6157.0
0.995 1237152 23923.8 24091.5 24221.8 24333.6 24631.6
0.900 2 9.35 9.37 9.38 9.39 9.40 9.42
0.950 2 19.35 19.37 19.38 19.40 19.40 19.43
0.975 2 39.36 39.37 39.39 39.40 39.41 39.43
0.990 2 99.36 99.38 99.39 99.40 99.41 99.43
0.995 21 19936 19938 199.39  199.39  199.42 199.43
0.900 3| 5266 5252 5240 5230 5222  5.200
0.950 3 8.887 8.845 8.812 8.785 8.763 8.703
0.975 3| 14.624 14540 14473 14419 14374 14.253
0.990 31 27.671 27.489 27.345 27.228 27.132 26.872
0.995 3| 44434 44.125 43.881 43.685 43.525 43.085
0.900 41 3979 3955 3936 3920 3907 3.870
0.950 4 6.094 6.041 5.999 5.964 5.936 5.858
0.975 4 9.074 8.980 8.905 8.844 8.794 8.657
0.990 41 14976 14799 14.659 14.546 14452 14.198
0.995 4| 21.622 21.352 21.138 20.967 20.824 20.438
0.900 5 3.368 3.339 3.316 3.297 3.282 3.238
0.950 5| 4876 4818 4772 4735 4704  4.619
0.975 5 6.853 6.757 6.681 6.619 6.568 6.428
0.990 5| 10456 10.289 10.158 10.051 9.963  9.722
0.995 51 14200 13961 13.772 13.618 13.491 13.146
0.900 6 3.014 2.983 2.958 2.937 2.920 2.871
0.950 6 4.207 4.147 4.099 4.060 4.027 3.938
0.975 6| 5.695 5600 5523 5461 5410  5.269
0.990 6 8.260 8.102 7.976 7.874 7.790 7.559
0.995 6| 10.786 10.566 10.391 10.250 10.133  9.814




226 15 Preglednice porazdelitev

Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=l-«a 2!
p=1l—a | 7 8 9 10 11 15
0.900 7| 27785 2752 2725 2703 2.684 2.632
" 0.950 7| 3787 3726 3.677 3.637 3.603 3.511
0.975 7| 4995 4899 4823 4761 4709 4.568
0.990 716993 6840 6.719 6.620 6.538 6.314
0.995 7 | 8.885 8.678 8.514 8380 8.270 7.968
0.900 8 | 2.624 2589 2561 2538 2519 2464
0.950 8 | 3500 3438 3388 3.347 3313 3.218
0.975 8 | 4529 4433 4357 4295 4.243 4.101
0.990 8] 6178 6.029 5911 5814 5.734 5.515
0.995 8| 7.694 7496 7339 7211 7.105 6.814
0.900 912505 2469 2440 2416 2396 2.340
0.950 9 | 3293 3230 3.179 3.137 3.102 3.006
0.975 9| 4197 4102 4.026 3964 3912 3.769
0.990 9] 5613 5467 5351 5257 5.178 4.962
0.995 9] 6885 6.693 6541 6417 6314 6.032

0.900 10 | 2.414 2377 2347 2323 2302 2244
0.950 10 | 3.135 3.072 3.020 2978 2943 2.845
0.975 10 | 3.950 3.855 37779 3.717 3.665 3.522
0.990 10 | 5200 5.057 4942 4849 4772 4558
0.995 10 | 6303 6.116 5968 5.847 5.746 5471

0.900 11 | 2.342 2304 2274 2248 2227 2167
0.950 11 | 3.012 2948 2896 2.854 2818 2.719
0.975 11 | 3.759 3.664 3.588 3.526 3.474 3.330
0.990 11 | 4886 4.744 4.632 4539 4462 4.251
0.995 11 | 5865 5.682 5.537 5.418 5.320 5.049

0.900 15 | 2.158 2119 2.086 2.059 2.037 1.972
0.950 15 | 2.707 2.641 2588 2.544 2507 2403
0.975 15 | 3293 3.199 3.123 3.060 3.008 2.862
0.990 15 | 4.142 4.004 3.895 3.805 3.730 3.522
0.995 15 | 4847 4.674 4536 4.424 4329 4.070
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Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=1l-a

41
p=1—« 12 7 8 9 10 11 15
0.900 20 | 2.040 1.999 1965 1937 1913 1.845
0.950 20 | 2.514 2447 2393 2348 2310 2.203
0.975 20 | 3.007 2913 2837 2774 2721 2.573
0.990 20 | 3.699 3.564 3.457 3368 3294 3.088
0.995 20 | 4257 4.090 3956 3.847 3.756 3.502
0.900 25 11971 1929 1.895 1.866 1.841 1.771
0.950 25 | 2405 2337 2282 2236 2.198 2.089
0.975 25 | 2.848 27753 2677 2613 2560 2411
0.990 25 | 3.457 3324 3217 3.129 3.056 2.850
0.995 25 1 3939 3776 3.645 3.537 3.447 3.196
0.900 30 | 1.927 1884 1.849 1.819 1794 1.722
0.950 30 | 2.334 2266 2211 2165 2126 2.015
0.975 30 | 2746  2.651 2575 2511 2458 2307
0.990 30 | 3.305 3.173 3.067 2979 2906 2.700
0.995 30 | 3.742 3.580 3.451 3344 3.255 3.006
0.900 50 | 1.840 1.796 1.760 1.729 1.703 1.627
0.950 50 | 2.199 2.130 2.073 2.026 1986 1.871
0.975 50 | 2.553 2458 2381 2317 2263 2.109
0.990 50 | 3.020 2.890 2785 2.698 2.625 2.419
0.995 50 | 3.376  3.219 3.092 2988 2900 2.653
0.900 100 | 1.778 1.732 1.695 1.663 1.636 1.557
0.950 100 | 2.103 2.032 1975 1927 1886 1.768
0.975 100 | 2417 2.321 2.244 2179 2.124 1.968
0.990 100 | 2.823 2.694 2.590 2503 2430 2.223
0.995 100 | 3.127 2972 2847 2744 2.657 2411
0.900 oo | 1.717 1.670 1.632 1599 1570 1.487
0.950 oo | 2.010 1.938 1.880 1.831 1.789 1.666
0.975 oo | 2288 2.192 2.114 2.048 1993 1.833
0.990 oo | 2.639 2,511 2407 2321 2248 2.039
0.995 oo | 2.897 2744 2621 2519 2432 2.187
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Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=l-«a 2!
p=1—a| 20 25 30 50 100 00
0.900 1 61.7 62.1 62.3 62.7 63.0 63.3
" 0.950 1 248.0 2493  250.1 251.8  253.0 2543
0.975 1 993.1 998.1 10014 1008.1 1013.2 1018.3
0.990 1| 6208.7 6239.9 6260.4 63023 63339 6365.6
0.995 1 24836.5 24959.4 25041.4 25212.8 25339.4 25466.1
0.900 2 9.44 9.45 9.46 9.47 9.48 9.49
0.950 2 19.45 19.46 19.46 19.48 19.49 19.50
0.975 2 39.45 39.46 39.46 39.48 39.49 39.50
0.990 2 99.45 99.46 99.47 99.48 99.49 99.50
0.995 21 199.45 19945 19948 199.48 199.48 199.51
0.900 3| 5184 5175 5168 5155 5.144  5.134
0.950 3 8.660 8.634 8.617 8.581 8.554 8.526
0.975 3| 14.167 14.115 14.081 14.010 13.956 13.902
0.990 3| 26.690 26.579 26.504 26.354 26.241 26.125
0.995 3| 427779 42590 42466 42211 42.022 41.829
0.900 4| 3844 3828 3817 3795 3778  3.761
0.950 4 5.803 5.769 5.746 5.699 5.664 5.628
0.975 4 8.560 8.501 8.461 8.381 8.319 8.257
0.990 4| 14.019 13911 13.838 13.690 13.577 13.463
0.995 4| 20.167 20.003 19.892 19.667 19.497 19.325
0.900 5 3.207 3.187 3.174 3.147 3.126 3.105
0.950 5| 4558 4521 4496 4444 4405  4.365
0.975 5 6.329 6.268 6.227 6.144 6.080 6.015
0.990 51 9553 9449 9379 9238  9.130  9.020
0.995 51 12903 12756 12.656 12454 12300 12.144
0.900 6 2.836 2.815 2.800 2.770 2.746 2.722
0.950 6 3.874 3.835 3.808 3.754 3.712 3.669
0.975 6 5.168 5.107 5.065 4.980 4.915 4.849
0.990 6 7.396 7.296 7.229 7.091 6.987 6.880
0.995 6| 958 9451 9.358 9.170  9.026  8.879
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Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=1l-a

21
p=1—«a | 1n 20 25 30 50 100 %)
0.900 71 2595 2571 2555 2523 2497 2471
0.950 7| 3.445 3404 3.376 3.319 3.275 3.230
0.975 7| 4467 4405 4362 4276 4210 4.142
0.990 7 | 6.155 6.058 5992 5858 5.755 5.650
0.995 7 77754 7.623 7534 7.354 7.217 7.076
0.900 8 | 2425 2400 2383 2348 2321 2.293
0.950 8 | 3.150 3.108 3.079 3.020 2975 2.928
0.975 8 | 3999 3937 3.894 3807 3.739 3.670
0.990 8| 5359 5263 5198 5065 4963 4.859
0.995 8 | 6.608 6482 6.396 6222 6.087 5.951
0.900 9| 2298 2272 2255 2218 2.189 2.159
0.950 912936 2893 2864 2803 2.756 2.707
0.975 9 | 3.667 3.604 3560 3472 3.403 3.333
0.990 9| 4808 4713 4.649 4517 4415 4311
0.995 9| 5832 5708 5.625 5454 5322 5.188
0.900 10 | 2.201 2.174 2155 2.117 2.087 2.055
0.950 10 | 2,774 2.730 2.700 2.637 2.588 2.538
0.975 10 | 3.419 3.355 3311 3.221 3.152 3.080
0.990 10 | 4405 4311 4247 4115 4.014 3.909
0.995 10 | 5.274 5.153 5.071 4902 4.772 4.639
0.900 11 | 2.123  2.095 2076 2.036 2.005 1.972
0.950 11 | 2.646 2.601 2570 2507 2457 2.404
0.975 11 | 3.226 3.162 3.118 3.027 2956 2.883
0.990 11 | 4.099 4.005 3941 3.810 3.708 3.602
0.995 11 | 4.855 4.736 4.654 4488 4.359 4.226
0.900 15 ] 1924 1.894 1.873 1.828 1.793 1.755
0.950 15 | 2.328 2280 2247 2178 2.123 2.066
0.975 15 | 2756 2.689 2.644 2549 2474 2.395
0.990 15 | 3.372 3278 3214 3.081 2977 2.868
0.995 15 | 3.883 3.766 3.687 3.523 3.394 3.260

229
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Porazdelitev F' (nadaljevanje)

p=l-«a V1
p=1—-« 12 20 25 30 50 100 00
0.900 20 | 1.794 17761 1.738 1.690 1.650 1.607
" 0.950 20 | 2.124 2.074 2.039 1966 1907 1.843
0.975 20 | 2464 2396 2349 2249 2170 2.085
0.990 20 | 2938 2.843 2778 2.643 2535 2421
0.995 20 | 3.318 3203 3.123 2959 2.828 2.690
0.900 25 | 1.718 1.683 1.659 1.607 1.565 1.518
0.950 25 | 2.007 1955 1919 1.842 1.779 1.711
0.975 25 | 2.300 2230 2.182 2.079 1.996 1.906
0.990 25 | 2.699 2604 2538 2400 2289 2.169
0.995 25 | 3.013 2.898 2819 2.652 2519 2377
0.900 30 | 1.667 1.632 1.606 1.552 1.507 1.456
0.950 30 | 1.932 1.878 1.841 1.761 1.695 1.622
0.975 30 | 2195 2.124 2.074 1968 1.882 1.787
0.990 30 | 2.549 2453 2386 2245 2.131 2.006
0.995 30 | 2.823 27708 2.628 2459 2323 2.176
0.900 50 | 1.568 1.529 1502 1.441 1.388 1.327
0.950 50 | 1.784 1.727 1.687 1.599 1.525 1.438
0.975 50 | 1.993 1919 1866 1.752 1.656 1.545
0.990 50 | 2.265 2.167 2.098 1949 1.825 1.683
0.995 50 | 2470 2353 2272 2.097 1951 1.786
0.900 100 | 1.494 1.453 1423 1355 1293 1.214
0.950 100 | 1.676 1.616 1.573 1477 1392 1.283
0.975 100 | 1.849 1.770 1.715 1592 1.483 1.347
0.990 100 | 2.067 1965 1.893 1.735 1.598 1.427
0.995 100 | 2.227 2.108 2.024 1.840 1.681 1.485
0.900 oo | 1.421 1375 1342 1.263 1.185 1.000
0.950 oo | 1.571 1506 1.459 1.350 1.243 1.000
0.975 oo | 1.708 1.626 1.566 1.428 1.296 1.000
0.990 oo | 1.878 1.773 1.696 1.523 1358 1.000
0.995 oo | 2.000 1.877 1.789 1.590 1.402 1.000
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15.5 Preverjanje Kolmogorov-Smirnov

n | Dpa=010 Dna=005 Dna=002 Dna=0.01
5 0.5088 0.5646 0.6309 0.6767
6 0.4681 0.5195 0.5804 0.6226
7 0.4359 0.4838 0.5405 0.5798
8 0.4097 0.4546 0.5080 0.5448
9 0.3877 0.4302 0.4807 0.5156
10 0.3690 0.4094 0.4575 0.4907
11 0.3527 0.3914 0.4373 0.4691
12 0.3385 0.3756 0.4197 0.4501
13 0.3258 0.3616 0.4040 0.4333
14 0.3145 0.3490 0.3900 0.4183
15 0.3043 0.3377 0.3773 0.4047
16 0.2951 0.3274 0.3659 0.3924
17 0.2866 0.3181 0.3554 0.3812
18 0.2789 0.3095 0.3458 0.3709
19 0.2717 0.3015 0.3369 0.3614
20 0.2651 0.2942 0.3287 0.3525
21 0.2589 0.2873 0.3210 0.3444
22 0.2532 0.2810 0.3139 0.3367
23 0.2478 0.2750 0.3072 0.3296
24 0.2428 0.2694 0.3010 0.3228
25 0.2380 0.2641 0.2951 0.3165
30 0.2179 0.2418 0.2701 0.2898
35 0.2021 0.2243 0.2506 0.2688
40 0.1894 0.2102 0.2348 0.2519
50 0.1698 0.1885 0.2106 0.2259
60 0.1553 0.1723 0.1926 0.2065
70 0.1440 0.1598 0.1785 0.1915
80 0.1348 0.1496 0.1672 0.1793
90 0.1272 0.1412 0.1578 0.1692
100 0.1208 0.1341 0.1498 0.1607
120 0.1104 0.1225 0.1369 0.1468
150 0.0989 0.1097 0.1226 0.1315
200 0.0858 0.0952 0.1063 0.1141
250 0.0768 0.0852 0.0952 0.1021
300 0.0701 0.0778 0.0870 0.0933
350 0.0650 0.0721 0.0806 0.0864
400 0.0608 0.0675 0.0754 0.0809
500 0.0544 0.0604 0.0675 0.0724
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