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1.) 10 bratov ima v omari 20 nogavic (10 parov) od tega 4 bele pare in 6 érnih parov. V sobi ugasnemo Iu¢ in bratje v
temi obujejo nogavice. Na koliko razli¢nih nacinov lahko obujejo te nogavice?

X — tisti, ki imajo 2 beli nogavici - 2X, 0Y
Y — tisti, ki imajo 2 ¢rni nogavici — 0X, 2Y
Z - tisti, ki imajo 1. nogavico belo, 2. nogavico ¢mo — 1X, 1Y
W — tisti, ki imajo 1. nogavico €rno, 2. nogavico belo - 1X, 1Y

ZapiSemo tri enacbe s Stirimi neznankami;
a) X+Y+Z+W=10
b) 2X+Z+W-=38
c) 2Y+Z+W=12

Pri tem velja, da so X, Y, Zin W elementi mnozice naravnih Stevil.

Enacbi a in ¢ lahko zanemarimo, saj ni ne spremenita — osredoto¢imo se na enacbo »b« na podlagi katere lahko zapisemo
mozne porazdelitve v obliki tabele:
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2.) Dekle ima v omari 12 kap in 3 klobuke. Na koliko nacinov si lahko izbere pokrivalo?

Glede na to, da naenkrat lahko nosi le eno pokrivalo — ali kapo ali klobuk, je resitev 12 + 3 =15

3.) Nace ima 4 puloverje, 2 srajci in troje hlace. Na koliko nacinov se lahko oblece, ¢e gre vedno napravljen v ene
hlace, en pulover in eno srajco?

1. nacin:
(vse troje) + (pulover in srajica) + (srajico in hlace) + (pulover in hlace) + pulover + srajica + hlace
(412013)+(412)+(2[3)+(4[3)+4+2+3=60

2. nacin:

uvedemo »nevidna« oblacila — predpostavimo, da ima lahko oble¢eno $e eno »nevidno« obladilo. V tem primeru lahko
izra¢unamo:

50304 =60

4.) Olga zna skuhati 4 juhe, 2 glavni jedi in 1 sladico. Koliko razli¢nih jedilnikov lahko pripravi?

402[1=8




5.) Peter je sprevodnik na progi s 7 postajami. Na vsaki karti, ki jo proda, je napisana vstopna ter izstopna postaja.
Koliko razliénih kart mora imeti na proda;j?

Vstop — 7 moznosti
Izstop — 7 -1 = 6 moznosti

Skupaj — 42 razli¢nih kompletov kart

6.) Koliko razli¢nih besed lahko dobimo iz érk naslednjih besed: (pomen besed ni pomemben)

a) REZKA
5!1=50413[2[1=120

b) STANISLAV
Ker se Crki S in A ponavljajo, moramo upostevati, da se lahko ponavljajo na dva razli¢na naéina. Tako dobimo:

or _9

—— =—=90720
220 4
c) BANANA
6
3o

7.) V razredu zna 12 uéencev lepo peti, 7 pa jih obvlada matematiki. Koliko uéencev imamo v razredu?
Ker imamo premalo podatkov, lahko reCemo le, da je v razredu najmanj 12 uéencev. Sicer pa je lahko teoretiéno v tem
razredu neskoncno ucencev.

8.) V razredu vsak ucenec obiskuje vsaj enega od krozkov. Od tega 15 ucencev obiskuje modelarski krozek, 21 jih
obiskuje likovni krozek, trije pa obiskujejo oba krozka. Koliko je uéencev v razredu?

To izra¢unamo po formuli: |A U B| = |A| +|B| —|A N B|
Torej je Stevilo uéencev enako: 15 + 21 -3 =33

9.) Na Soli imamo 100 ucencev. Od tega je 28 koSarkarjev, 30 rokometasev in 42 nogometasev. 8 uencev igra
kosarko in nogomet, 10 jih igra koSarko in rokomet, 5 jih igra rokomet in nogomet, trije pa igrajo vse tri Sporte.
Koliko je uéencev na $oli, ki se ne ukvarjajo z nobenim od §portov?

Ucence oznadimo z:
A — koSarkarji

B - rokometasi

C - nogometasi

Dalie vzamemo formulo: | ADBOCIH Al +IBI+ICI-1ANBI-1AnCI-1BnCI

IAOBI+ICI-1(AOB)NnCI=
To lahko preoblikujemov: =l A1+ Bl—-1ANBl+ICI-1(AnC)U(BNC)I=
=S Al+IBI-1IAnBI+ICI-IAnNCI-IBnCl+IAnBnClI

V to vstavimo podatke: 28 +30 -8 +42-10-5+3 =80
To pomeni, da se 80 uCencev ukvarja s $portom - iz tega izraCunamo, da se 100-80=20 uéencev ne ukvarja z nobenim
Sportom.




10.) Imamo 52 kart in 4 igralce. Karte se delijo in vsak dobi 13 kart.

a) Kaksna je verjetnost, da vsak dobi samo karte ene barve (pik, karo, srce, kriz)?

! 11 3N
P= 4 _4dsh =0,4474007*
52! 52!
(13nH*

b) Kaksna je verjetnost, da ima kdorkoli vsaj 2 asa?
Trditev lahko zanikamo in sicer tako, da izraGunamo verjetnost, da ima vsak natanko enega asa. To lahko potem izraGunamo
o formuli:

P(A) =1- P(A)

tako dobimo:
P=1-0,105=0,895

11.) V posodi imamo B belih in R rdecih kroglic. Ven vlecemo po eno kroglico brez vracanja, dokler posoda ni
prazna. Kak$na je verjetnost, da rdeco kroglico izviecemo v K+1 koraku?

Imamo B + R razli¢nih prostih mest (izven posode). Tako je lahko razliénih razporeditev — na koliko naéinov lahko iz B + R

B+R
mest izberemo B mesta enaka: B

(B-K)+(R-1)
B-K

)

|z tega lahko nastavimo formulo: P =

12.) V posodi imamo 8 belih, 4 ¢rne in 2 rdeCi kroglici. KakSna je verjetnost, da so vse tri razli¢ne, ¢e vleCemo
kroglice:

a) zvraCanjem
b) brez vracanja

a) z vracanjem

814[3

43

20804

47

P(1.bela,2.¢rna,3.rdec)=

P(l.rdec,2.bela,3.¢crna) =
Iz tega vidimo, da lahko zapi§emo splodno formulo:

8[4[2
P(vse _razl.) =3!
(vse_rael) =310

b) brez vra¢anja
Formulo za to lahko zapiSemo takole:

_ 3 81412
140302

Enako formulo lahko zapi§emo tudi z uvedbo binomskega simbola:
_ 81412 8[41[2

- (14] - 140302

3 1203



POGOJNA VERJETNOST

P(An B)

P(A/B) = P(B)

13.) Na slepo izberemo $tevilo iz mnozice {1,2,3...,21}. Kaksna je verjetnost, da je izbrano Stevilo deljivo s 3?
Ze »na pamet« vidimo, da je ta verjetnost enaka 1/3.
Kaksna pa je verjetnost, da je Stevilo deljivo s 3, pogojno sodo?
Najprej dolo¢imo dve mnoZici:
»  Stevila, deljiva s 3, ki so soda: {6, 12, 18} — 3 Stevila

6
»  Stevila, kiso soda: {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,16, 18, 20} - 10 Stevil

Iz tega lahko zakljugimo, da je verjetnost enaka 3/10

14.) V posodi imamo 4 bele in 6 rdecih kroglic. IzleGemo dve kroglici brez vracanja.
a) Kaksna je verjetnost, da bomo potegnili dve beli kroglici, pogojno da bo 1. bela?
b) Kaksna je verjetnost, da bosta obe beli, pogojno 2. bela?

c) Kaksna je verjetnost, da bosta obe beli, pogojno vsaj ena bela?

d) Kaksna je verjetnost, da bo 1. érna pogojno natanko ena bela?

413 2
P(dveB.) = P(.B)[P(2.B/1.B)=—= ==
(dveB.) = P(1.B) LP( ) 1008 15
2 P(1.B 1 obeB.) _ P(obeB) = 1
P(dveB./1.B) = LLB N obeB) _ PlobeB) 15 _1
P(1.B) P1.B) 4 3
10

Ce vemo, da je 1. bela, potem ostane 9 kroglic, od tega 3 bele — torej je verjetnost 1/3.
Za drugi del naloge lahko izraunamo:

o) P(2.B) = P(1.B2.B)+ P(L.C2B) =45 4 014 _ 4
100 100 10

Iz tega vidimo, da je verjetnost, da je 2. bela enaka verjetnosti, da je 1. bela (kar smo izracunali Ze prej). To pa je zato, ker
lahko drugace Stejemo kaj je 1. in kaj je 2. kroglica, saj kroglice niso oSteviléene oziroma se bele kroglice med seboj ne
razlikujejo. Zaradi tega lahko zaklju¢imo, da velja: P(dveB./2.B) = P(dveB./1.B)

Za tretji del naloge pa ratunamo:

P(obeB) = ;—(Z);P(vsale) =1-(nobenaB) =1 —% zg
) 12
P(obeB/vsajlB) = _PlobeB) _90 _1

Za zadnji del naloge pa izraGunamo:
P(1.C/2.B)

d) P(1.&/ natan kol B) = —— -1
PA.C2B)0P1B2C) 2




BERTRANDOV PARADOKS

Imamo 3 (neostevilcene) Skatle s po dvema kovancema in sicer:
- v prvi Skatli sta 2 zlata kovanca
- vdrugi Skatli je en zlat in en srebrn kovanec
- v tretji Skatli sta 2 srebrna kovanca

1.korak: Iz neke Skatle potegnemo na slepo en kovanec
2.korak: ugibamo kaksen je drugi kovanec, ki je ostal v Skatli, iz katere smo vlekli

Paradoks:
Recimo, da je kovanec zlat. Tedaj prihaja ali iz 1. ali 2. Skatle. Ker sta obe enako verjetni, zakljucimo da je za drugi kovanec
enako verjetno da bo zlat ali srebrn (torej P=1/2).

Temu pa v resnici ni tako, kar lahko tudi izraéunamo:
P(ZZnZ 2
P(Z1Z)= PzZnz)_2
P(Z) 3
MONTY HOLLOW PARADOKS

Danih je troje vrat. Za enimi vrati je Cokolada, za ostalimi dvojimi pa zelje.

1.korak: izberemo ena vrata, za katerimi predvidevamo da je ¢okolada - ta vrata ostanejo zaprta
2.korak: vodja igre brez predsodkov odpre ena od preostalih dveh vrat, za katerimi je zelje in nam ponudi da se
premislimo.

Je bolje, da si premislimo ali ne?

Paradoks:
Ker imamo na razpolago se dvoja vrata in ker vemo, da je za enimi zelje, za drugimi pa Cokolada, je enaka verjetnost, da je
Cokolada za izbranimi vrati kot tudi za preostalimi, zato je vseeno ali si premislimo ali ne (P=1/2).

Temu ni tako, saj moramo upostevati, da vodja igre brez predsodkov odpre ena vrata za katerimi je zelje. Torej ce
smo mi izbrali vrata, za katerimi je Cokolada (P=1/3) ali pa vrata za katerimi je zelje (P=2/3) je razmerje, da smo izbrali
prava vrata tako 1/3:2/3 iz Cesar sledi, da je bolje, da si premislimo (vecja verjetnost, da bomo dobili cokolado).

NEODVISNOST
Dogodek A je neodvisen od dogodka B kadar velja:
P(A)=P(A/B)
P(An B)
P(B)
P(An B)=P(A)LP(B)

P(A) =

15.) Vrzemo dva kovanca. Pri tem ozna¢imo dogodke:
A - 1. pade cifra

B - 2. pade cifra

C - obakrat pade cifra

D - obakrat pade enako

a) Alistadogodka A in B neodvisna?

1
P(A)=—
(A) 5
1 .
P(B) = E => DA, dogodka sta neodvisna

P(AnB)=C:i

b) Ali sta dogodka A in C neodvisna?
NE, ker je C poddogodek dogodka A



c) Ali stadogodka A in D neodvisna?

1
P( D) =_
2 => DA, dogodka sta neodvisna

P(AnD)=C=Z

d) Ali lahko reéemo, da so dogodki A, B in D neodvisni dogodki?
NE, saj velja, da sta:
- Ain B neodvisna
- Ain D neodvisna
- Biin D neodvisna
|z Cesar sledi, da so dogodki PAROMA NEODVISNI.
Ce so dogodki paroma neodvisni, potem med seboj niso neodvisni.

16.) Neodvisno vrzemo 3 kovance. Oznacimo dogodke:
A - 1. kovanec pade grb
B - grb pade na natanko dveh kovancih
a) recimo, da so vsi trije kovanci posteni. Ali sta dogodka A in B neodvisna?

Z Gn oznacimo, da pade grb, z Ca pa da pade cifra na n-tem kovancu

_1
PA) ==

P(B)=(G,nG,n C;))0(G,nC,n G)O(C n G, n@):%

P(AmB)=(G1mGanS)D(GlmCZHGS):%

P(A)TP(B) = %

Ker 3/16 ni enako 1/4, dogodka nista neodvisna.

b) prvi kovanec je posten. Verjetnost, da pade grb na 2. in na 3. pa je P. Pri kaksni vrednosti P sta dogodka A
in B neodvisna?

P(B):(GlmszC3)D(G1mCznG3)D(C1mG2mG3):%P(I—P)+%P(1—P)+%PEP:P—%P2
1

P(A)=—

(A) 5

P(AnB)=P(1-P)=P-P°

(P—%P2) =p-pP

1
2
g102:1103101:0
4 2

4 2

P

2




IZREK O POPOLNI VERJETNOSTI
Popoln sistem dogodkov: H1, Ha, ... , Hn
Zanj velja, da:
so dogodki paroma zdruzljivi
unija dogodkov mora biti cel prostor

Gotovi dogodek oznaCujemo s ¢rko G.

> (P(H\)P(A/H,)+ P(H,)P(AlH,)+...+ P(H,)P(A/ H,)) = P(A)

17.) Dani sta dve posodi. V prvi je 5 belih, 3 rdece in 2 ¢rni kroglici. V drugi posodi so 3 bele in 3 ¢rne kroglice.
Najprej eno kroglico premestimo iz 1. v drugo posodo. Nato iz 2. posode brez vraanja potegnemo dve kroglici.
Kaksna je verjetnost, da potegnemo eno belo in eno ¢rno kroglico?

P(H(B)) = %

P(H(R)) = %

P(H(C)) = %

P(A/HB):fﬁmzi

76 7

P(A/HR):éﬁmzE

76 7

3 4 4

P(A/H. ) ==FDR==

( 2 76 7
P(A)=iEIAi+iE?—+£BA:=20+9+8=£
107 107 10 7 70 70

Celoten postopek lahko tudi poenostavimo, tako, da vzamemo le dve hipotezi namesto treh

18.) Trije vinogradniki - Janez, Ivan in Stefan ponudijo Franceljnu en kozarec vina. Pri tem obstaja verjetnost, da mu
ponudijo Smarnico, po kateri boli glava. Dogodki so slede¢i:

P(Janez ponudi $marnico) = 40%

P(lvan ponudi $marnico) = 60%

P(Stefan ponudi $marnico) = 10%

P(Franceljna boli glava tudi ¢e ni pil Smarnice) = 10%

P(Franceljna boli glava po 1 kozarcu Smarnice) = 40%

P(Franceljna boli glava po 2 kozarcih Smarnice) = 70%

P(Franceljna boli glava po 3 kozarcih Smarnice) = 100%

Kolik$na je verjetnost, da ga bo po obisku teh vinogradnikov bolela glava?

Z »B« oznacgimo, da ga boli glava, s Hi pa, da je spil i kozarcev Smarnice
P(B/H,)=0,1

P(H,)=0,600,4109=0,216

P(B/H,)=04
P(H,)=0,400,4009+0,60,6009+0,60,4[0,1=0,492
P(B/H,)=0,7

P(H,)=0,4010,6009+0,40,4[0,1+0,6 0,6L0,1=0,268
P(B/H;)=0,7

P(H,)=0,400,60,10=0,024

P(B)=0,21610,1+0,42910,4 + 0,268 [0,7 + 0,024 1 =41,5%



BAYESOVA FORMULA

H1, Hz, ... Hn - sistem dogodkov

P(H,)[P(A/H))
P(H,)P(A/H,)+..+ P(H )P(A/H,)

P(H,/A) =

19.) Na trznici prodajata dve branjevki - Francka in Micka. Verjetnost, da Janez kupi solato pri Francki je 40%, da pa
kupi solato pri Micki pa 60%. Francka ima 10% nagnite solate, Micka pa 20% nagnite solate. Janez domov prinese
nagnito solato. Kaksna je verjetnost, da jo je kupil pri Micki?

Hr — kupi pri Francki
Hw — kupi pri Micki
A - dogodek, da je prinesel nagnito glavo

P(H, | A) = 0,600,2
(0,6 [0,2) + (0,4 [0,1)

:é =0,75
4

20.) Trije lovci lovijo zajca in le-ta pade pod strelom. Vemo, da Janez zadane z 10% verjetnostjo, Francelj z 20%
verjetnostjo ter Tone z 30% verjetnostjo.

a) kaksna je verjetnost da je zajca zadel Janez?

b) Vemo, da je zajca zadel le en lovec - kaksna je verjetnost, da je bil to Janez?

a)

PJIZ)= PUNZ)
P(Z)
P(Z)=1-P(J n FnT)=1-(090,8[0,7) =0,496

(zajca sta lahko zadela tudi dva ali pa kar vsi trije)

.P(J nZ)=P(J)

b)

BERNOULLIJEVA ZAPOREDJA POIZKUSOV

Poizkusi so:
neodvisni (n neodvisnih poizkusov)
vsak uspe z enako verjetnostjo P

Uvedemo spremenljivko U, ki nam predstavlja Stevilo uspesnih poizkusov.

Pn(U=K) ... verjetnost, da je uspelo k poizkusov
Zato lahko zapiSemo:

PU=k)= (Z]P Q- Pyt

Pri Cemer je (ﬂj enako Stevilu izborov k elementov izmed n, k je Stevilo uspelih poizkusov, n-k pa Stevilo neuspelih
k

poizkusov




21.) 7x vrzemo posteno kocko.

a) kaksna je verjetnost, da 6 pade vsaj enkrat
S 5
P =1- P(nikoli _ne _ pade) =1- (gj
b) kaksna je verjetnost, da 6 pade natanko enkrat
6
p=70-02
6 \6
c) kaksna je verjetnost, da pade natanko dvakrat?
NL1Y (5Y
P= — —
2) (6 6

Tako zapi§emo, ker imamo lahko ve¢ kombinacij — lahko 6 pade prvi€ in drugi¢, lahko prvi€ in tretji€ itd.
d) Kaksna je verjetnost, da pade natanko petkrat?

alickdl

Ce se osredotoimo na binomski simbol, vidimo da velja:

52+

Iz Cesar lahko zaklju¢imo, da velja:
ny ( n
k n—k

22.) V Skatli imamo 6 bonbonov. Hodimo mimo Skatle in vsaki¢ ven vzamemo en bonbon z verjetnostjo 90%.

a) Kaksna je verjetnost, da sta po 8 mimohodih notri e 2 bonbona?
b) Kaksna je verjetnost, da smo $katlo izpraznili v natanko 8. mimohodu?

a)
P(po 8 mimohodih ostane 2 bonbona) = P(po 8 mimohodih smo vzeli 4 bonbone)

8 4 4
P= 4 [0,9" [0,1" =0,0046

b)

7
P= (5] [0,9° [0,1> 0,9 =210,0053=0,1113

23.) Zavarovalnica je zavarovala 1000 oseb proti nezgodi. Verjetnost nezgode je 0,15%. Odskodnina je 1 mio SIT.
Postena zavarovalna premija je v tem primeru enaka 0,15% * 1mio = 1500 SIT. Zaradi tega, ker mora zavarovalnica
tudi nekaj zasluziti, postavimo premijo na 3000 SIT. Kaksna je verjetnost, da bo zavarovalnica poslovala z zgubo v
primeru take premije?

Ker je tako prihodek enak 3 milijone SIT, nas sedaj zanima, kaksna je verjetnost, da se ponesrecijo ve¢ kot trije zavarovanci.
Ta verjetnost je enaka:

P =1- P(noben) — P(natankol) — P(natan ko2) — P(natan ko3 je) =

lOOOj

1000 1000
=1-0,9985"" —[ | j [0,0015 [0,9985"” —[ ) [0,0015° [0,9985" —( 3 j[(l),OOlS3 [0,9985”"

Ker pa je to prevec za racunati, si lahko omislimo numeriéno stabilnejsi izracun:



[0,0015° [0,9985™ +...

1000 \ 00 (1000
P=| ", |0.0015" 099857 +

Ker pa gre za zelo majhna Stevila pa lahko iz tega ze v prvem koraku naredimo priblizek, ki znasa 0,047.

24.) 7x vrzemo posteno kocko.
a) kaksna je verjetnost, da 6 pade natanko trikrat, pogojno da je padla prvi¢
Ta verjetnost je enaka verjetnosti, da je 6 padla v dveh metih od Sestih:

6) (1Y (5
P= — - =..
2)\6 6
b) kaksna je verjetnost, da je 6 padla prvi¢, pogojno da pade natanko 3x
Ta verjetnost je enaka verjetnosti, da je:
P1 = padla prvi¢, v ostalih Sestih metih pa e 2x

P2 = padla natanko 3x
Kar lahko zapisemo:

25.) Dana je posoda v kateri so:
1 kovanec za 10 SIT
5 kovancev za 2 SIT
4 kovanci po 1 SIT
Iz posode potegnemo 5x kovanec z vraéanjem. Kolik$na je verjetnost, da smo potegnili ve¢ kot 7 SIT?

Verjetnost, da smo potegnili ve¢ kot 7 SIT je enaka seStevku verjetnosti:
P1 = vsaj enkrat smo potegnili kovanec za 10 SIT

P2 = kovanca za 10SIT nismo potegnili, a smo vsaj 3x potegnili kovanec za 2 SIT (3x2=6, v preostalih dveh potegih pa je
vseeno tudi ¢e potegnemo kovanec za 1 SIT, saj je seStevek ze veciji od 7)

-l
(A -

To lahko resimo tudi s pomocjo nasprotnega dogodka — torej predpostavimo, da smo potegnili manj ali enako kot 7 SIT (P3).

P =1-P3=1-(5xlsit) — P(4xlsit1x2sit) — P(3xlsit,2x2sit) =

{5

SLUCAJNE SPREMENLJIVKE

P(x=a1)=p1
P(x=a2)=p:

Porazdelitvena shema:

(al aj
x:
P Dy




Matematiéno upanije:
E(x)=a,[p ta,lp, +..
E[f(0)]= f(a)p, + f(a)p, +..

26.) Dana je posoda s kovanci:
- 1za58IT
- 2po2SIT
- 3poiSIT

a) Najprej izvlecemo en kovanec in njegovo vrednost oznac¢imo z X. Napisi porazdelitveno shemo te spremenljivke
in izracunaj matemati¢no upanje!

Porazdelitvena shema:

1 2 5
=111
2 3 6

Matematiéno upanije:

E=11+214s5l-p
2 73 76

Matemati¢no upanje pa lahko izraunamo tudi po drugi poti:
Vemo, da je skupna vrednost vseh kovancev 12 SIT, izvleGemo 1/6 vseh kovanceyv, torej 12/6, kar je 2 SIT.

b) izvle€emo 2 kovanca brez vracanja. S je pri tem skupna vrednost obeh. Kako je porazdeljen S? Kaks$no je
matemati¢no upanje od S?

Matemati¢no upanje tudi tu lahko kar uganemo in sicer izvie¢emo 2/6 kovancev z vrednostjo 12 SIT, torej je E(S)=2*12/6=4
Porazdelitveno shemo pa moramo izradunati:

6 7
5

2 3 4
P(S=3)= % BZ» 2=% |z tega sedaj lahko izgradimo shemo: S =| 1 1

15 15

P(S=4)=

W | =

P(S=6)=

Ho vl wli-
]
I

‘NU\M—A

PS=T7)= 2=

A= = |
W

15
Ce iz teh podatkov izraéunamo matematiéno upanje po formuli, pa prav tako dobimo 4.

c) Kako bi hitro, a vendar eksaktno izra¢unali E(s)?

S=X+Y
X... vrednost 1. kovanca
Y ... vrednost 2. kovanca

Xin'Y sta izmenljivi

Ce vemo, da velja E(X)=2 (naloga a), potem je tudi E(X)=E(Y)=2
Iz tega vemo, da velja tudi

E(X+Y) = E(X) + E(Y) = 4.

27.) Koliko bi morala biti vredna sedmica, da bi bila igra postena?
Pravila igre:

Cena kombinacije = 50 SIT

Na voljo je 39 stevilk

7 jih prekrizamo

Recimo, da je v igri samo sedmica.

Uvedemo slu¢ajne spremenljivke:



X:= znesek, ki ga loterija izplaca
S:= vrednost sedmice

0 S
1 1

el

X ima samo dve slu¢ajni vrednosti, zato je dihotomna.

39
S :( . j BBOSIT =769.046.850SIT

28.) Kovanec mecemo dokler ne pade cifra, vendar najve¢ petkrat. Pri tem uvedemo slu¢ajno spremenljivko X, ki
nam predstavlja Stevilo metov. Kako je X porazdeljen in kak$no je njegovo matemati¢no upanje?

Mozne variante zapiSemo v obliki tabele:

1ZID VERJETNOST | X
C 1 1
GC Y 2
GGC 1/8 3
GGGC | 116 4
GGGG_ | 1116 5
1 2 3 4 5
X={1 1111
2 4 8 16 16
E(X)=1Ell—+2E}l—+3E}1—+4[-|l_+5[.;1_:ﬂ
2 4 8 16 16 16

DISPERZIJA ALI VARIANCA

Pri disperziji ali varianci ugotavljamo, za koliko X ostopa od povpre¢ja:

D(X) =var(X) = E|[(X - E(X))*|= E[X? - 2XE(X) +[E(X)['|= E(x*) - [ECX)[

STANDARDNI ODKLON

Standardni odklon ragunamo zato, ker disperzija ni neposredno primerijiva z verjetnostjo (11 # m*)
lzraGunamo ga po formuli:

o(x)=0, ={D(X)

29.) Podano imamo naslednjo porazdelitveno shemo:
-10 1 2
X =
01 0,5 0,2 a
a) dolo€i parameter a
b) doloci E(X)



c) definiramo novo spremenljivko Y=X2. Kako je porazdeljen Y? KakSno je matemati¢no upanje od Y?
d) Dolo¢i disperzijo oziroma varianco ter standardni odklon za X.

a) Parameter a dolo¢imo tako, da odstejemo ostale verjetnosti od 1 (seStevek verjetnosti v spodnji vrstici mora biti

natanko 1) - torej1-(0,5+0,2+0,1)=1-0,8=0.2
by E(X)=-1[0,1)+(010,5+100,2)+(2[0,2)=0,5

c) Porazdelitvena shema:

1 0 4
Y=
(0,3 0.5 0,2]

Do te porazdelitvene sheme pridemo tako, da kvadriramo zgornje vrednosti — ker se Stevilo 1 pojavi dvakrat (12 ter

-12), ju lahko zdruzimo. Verjetnosti se ne kvadrirajo temvec se pri enakih vrednostih med seboj sestevajo.

Matematiéno upanje za Y je tako:
EY)=103+40,2=11=E(X?)
(E(X2) bomo rabili za naslednjo tocko)

d) Disperzija 0z. Varianca:
D(X) =var(X) = E(X*) - [E(X)[ =1,1-(0,5)> =1,1-0,25=0,85

Standardni odklon:
o(x)=0, =/D(X) =085 =092

30.) Dani sta dve neodvisni slu¢ajni spremenljivki s porazdelitvijo:

-3 -1 1 -1 1 3
x=| L 11 v=[1 11
2 3 6 2 3 6

a) lzracunaj matemati¢no upanje in disperzijo teh dveh spremenljivk
b) Predpostavimo, da sta neodvisni. Izraunaj porazdelitveno shemo za S:=X+Y
c) Kaksno je matemati¢no upanje od S ter disperzija?

a)
E(X):_E_l+i:_§

2 36 3
E(Y):_l+l+§:1

2 3 6 3
E(X2)=2+1+1=5

2 3 6
E05=1+1+2=Z

2 3 6 3

2

D(X)=E(X2)—[E(X)]2=5—(—§] =%

vy ey =T (1) 220
DY) =E(Y*) -[EY)) 3 [3] 5

b)

Vidimo, da lahko X+Y~ dosegata vrednosti: -3-1=-4, -3+1=-1-1=-2, 1-1=-1+1=-3+3=3-3=0, 1+1=-1+3=2 ter 1+3=4, zato lahko
zapiSemo v porazdelitveno shemo zgornjo vrstico: §= (-4 -2 0 2 4j , spodnje vrednosti (verjetnosti) pa moramo

izraunati:



P(S=-4)= P(X =-3)P(Y ==1) :i

P(S =-2)=[P(X =-3)P(Y =-1)]+[P(X =-1)P(¥ =3)] =é +é =%

P(S =0)=[P(X =)P(Y =-1)]+[P(X =-DPY =D]+[P(X =3)P(Y =-3)]+[P(X =-3)P(Y =3)] :é =

P(S =2)=[P(X =DPY =1)]+[P(X =)P(¥ =3)] =é

—4)=P(X = ==L
P(S=4)=P(X =DP( =3 =_

Sedaj te izraunane vrednosti vnesemo v porazdelitveno shemo za S:

[—4—2024]
s=|1 1 51 1
4 3 8 9 36
c)

5 1_ 4
ES :EX +EY =4t —-—=——
S)=EX)+EY) 3t37 73

Za izradun D(S) potrebujemo najprej izraCunati E(S2): E(S?) :(_4)21+(_2)21+02§+221+42i _56
4 378 79 3 9

To vstavimo v formulo: 1, ¢, — 52 ~[ES)T =5T,6_§ =%

Iz tega lahko zakljuéimo, da Ce sta slu¢ajni spremenljivki X in Y resniéno neodvisni zanju velja:

[D(X +Y)=D(X) +D(Y)]

Pravilo:

D@X)=a’D(X)= DX +X)=D(2X)=4D(X)
Ker sta X in X v sploSnem med seboj odvisni zanju NE velja odvisnost D(X+X)=D(X)+D(X)

Zgled: imamo kovance:
1za5SIT
2za2SIT
3za1SIT

ter sluéajne spremenljivke:

1 2 5 2 3 4 6 7
X,Y:1115:12i12
2 3 6 5 5 15 5 15
Izberemo dva kovanca - torej X in Y — pri tem je S vsota vrednosti obeh kovancev.
Najprej izracunamo matematico upanje:
E(X)=EX)=2

EWS)=EX)+EY)=4

Sedaj izracunamo disperzijo:
1 1 1
D(X)=D({Y)= 12—+22—+52—}—22 =2
(0=pm=| P+l es P
D(S):22%+32§+42i+621+72£:E

15 5 15 5
Iz tega vidimo, da sta spremenljivki neodvisni, saj 22 ni enako 16/5...




31.) V posodi imamo 3 rdece, 2 modri ter 1 belo kroglico. Iz posode potegnemo dve kroglici brez vracanja. S
slucajnima spremenljivkama R in M oznacimo Stevilo rde¢ih oziroma Stevilo modrih kroglic med tema dvema
kroglicama, ki smo jih potegnili.

a) lzraunaj navzkrizno porazdelitev, matemati¢no upanje ter disperzijo spremenljivk R in M!

b) Definiramo dve nakljucni spremenljivki: W = R + 2M ;S = R + M . Kako sta ti dve spremenljivki
porazdeljeni, kak$no je matemati¢no upanje in disperzija?

a)

Navzkrizna porazdelitev z robnimi vrednostmi:

1/5

3/5

15

4/63/5=2/5 2/6*4/5=8/15 1115

Iz tega lahko razberemo porazdelitveno shemo:

T
5
o 1 2
m=[2 8 1
5 15 15

Na podlagi te razporeditvene sheme izraGunamo matematiéno upanje:
E(R) ZOEL+1£+2EL:1
5 5 5

son=o@+ic +2gl =2
5 1 1 3

(9]

S pomocjo matemati¢nega upanja pa sedaj lahko izratunamo tudi disperzijo:
DR =ER)-[ER =R +rB+22dy-1=2
5 5 5 5

8 4 (2 _16

DIMY=EM>)-|[EM|==+=-|2| ==

()()[()]1515(3j45

b)
Za zaCetek izraunamo novo navzkrizno porazdelitev, da dobimo mozne porazdelitve W in S:

2 W=2; =1
15

1 W=4; 8=2
15

1 W=1;8=1 | 2 W=3;S=2 | 0 W=5;S=2

5 5

T W=2-S=2 | 0 W=4:5=3 | 0 W=6:5-4 | Podatke za zgornjo tabelo smo dobili tako, da smo vstavili

3 ’ ' ’ vrednosti R in M v dejanski formuli za W in S. Vidimo, da W lahko

zavzame vrednosti 1, 2, 3 ali 4 (vrednosti 0, 5 in 6 v nobenem
primeru niso mozne, saj je verjetnost enaka 0), kar lahko zapiSemo s porazdelitveno shemo: W= [1 2 3 4}

Sedaj izraunamo spodnjo kolono (verjetnosti za posamezno vrednost W):

PW=0)=P(R=0,M =0)=0 P(W=3)=P(R:1,M:1):z
5
PW =1)=P(R=1,M =0) =+ 1
5 P(W=4)=P(R=0,M=2)=E
2 1_1
PW=2)=P(R=0,M =)+ P(R=2,M =0)=—+—-=—
( )=P( )+ P( ) 51573

=1

Sedaj lahko dopolnimo porazdelitveno shemo: w [ 1
5

W=
W W

4
1
15

Iz teh izraCunov lahko izratunamo $e matemati¢no upanje:

Ewy=12 +20 +3F+4pl 23527
5 35 15 15 3

Za S ne bomo racunali, saj je isti postopek...



Sicer pa se da ta del naloge izraCunati tudi na drug, krajsi nacin:

Ker vemo, da velja W=R+2M, lahko to vstavimo v formulo za odvisne spremenljivke in dobimo:

E(W):E(R)+2E(M)=1+2%=%

Vendar pa za izraCun disperzije $e vedno potrebujemo razporeditveno shemo od W:

EwH=rd+2d+r gl =B231

5 3 5 15 15 5

) 31 (7Y _31 49 34
DW)=EWH -lEm| =22 == -Z2==22
()()[()]5@5945

32.) Podana je navzkrizna porazdelitev:

0,11 022 ?
0,03 ? ?
0,06 ? ?

Dopolni tabelo tako, da bosta X in Y neodvisni spremenljivki. Poleg tega izraunaj Se E(X+Y) ter D(X+Y)
Najprej moramo izraCunati robne verjetnosti:

1.) kerimamo stolpec pri Y=1 Ze podan, lahko robno verjetnost pri Y=1 izraunamo tako, da seStejemo vse
Stevilke, torej: 0,11+0,03+0,06=0,2

2.) ker naloga zahteva, da sta X in Y neodvisni spremenljivki, zanju velja p(x = -1,y =1y= p(x =-1) [P =1)
in ker smo v prejsnji tocki izradunali, da je P(Y=1) = 0,2, lahko to zapiSemo v formuli:

PX=-LY=1) 011 _ kar nam predstavlja robno verjetnost pri X=-1

PY =1) 02

3.) Iz tega lahko sedaj izratunamo verjetnost za P(X=-1,Y=3) in sicer tako, da od 0,55 odStejemo
P(X=-1,Y=1) ter P(X=-1,Y=2) => P(X=-1,Y=3) = 0,55-(0,22+0,11)=0,22

4.) Ker sta spremenljivki neodvisni, zanju velja tudi, da je p(x = -1,y =2) = p(x =-1)[ Py =2) iZ Cesar lahko
izra¢unamo robno verjetnost pri Y=2 => P(X=-1Y=2) 022

P(Y =2) :W = ﬁ =

5.) Enako naredimo tudi, da dobimo robno verjetnost za X=-2, X=-3 ter Y=3:
P(X=-2,Y=1) _003

P(X =-1)=

0.4

px == A ="5Y=D D045
P(Y =1) 0.2

P(X :4):@:%:0,3
P(Y =1) 0.2

py =3 = PE=TLY=3 _022_

P(X=-1) 055
Sedaj lahko vse izra¢unane vrednosti vpiSemo v tabelo zaradi boljSe preglednosti:

0,11 022 022 0,55
0,03 ? ? 0,15
0,06 ? ? 0,3
02 04 04
7.) S pomocijo izraGunanih robnih verjetnosti lahko sedaj izratunamo $e preostale neznane podatke:
P(X =-2,Y=2)=P(X =-2)[P(Y =2)=0,1510,4 =0,06
P(X =-3,Y =2)=P(X =-3)[P(Y =2)=0,310,4=0,12
P(X =-2,Y=3)=P(X =-2)[P(Y =3)=0,15[0,4=0,06
P(X =-3,Y =3)=P(X =-3)[P(Y =3)=0,2[0,4 =0,12

8.) Sedaj lahko dokonéno izpolnimo tabelo navzkriznih porazdelitev:

0,11 022 022 0,55
0,03 0,06 006 0,15
0,06 | 0,12 0,12 0,3
02 04 04

Drugi del naloge (ra¢unanje E(X+Y) ter D(X+Y)) lahko reSimo na dva nacina — en nacin bi bil, da zapiS§emo porazdelitveno
shemo od X+Y, drug nacin pa je, da izraCunamo matemati¢no upanije ter disperzijo od X in Y in ker sta neodvisna lahko
rezultate med seboj preprosto seStevamo:



E(X)=-100,55-200,15-300,3=-1,75

E(X+Y)=EX)+EXY)=-175+22=0,45
EY)=102+20,4+3[0,4=22

E(X?)=0,55+0,6+27 =385
EY*)=02+16+36=54

D(X) = E(X*)-[E(X)]? =3,85-3,0625=0,7875
D(Y)=EY*) -[EQ)] =54-484=0,56

D(X +Y)=D(X)+D()=0,7875+0,56 =1,3475

33.) Naj bodo neodvisne spremenljivke X1, X2, X3, ..., X10 porazdeljene s shemo:

0 1
X, =
’ (0,4 O,6j

Nakljucna spremenljivka S nam pove vsoto teh spremenljivk:
S=X,+X,+X;+..+X,
Kaks$na je verjetnost, da bo vrednost S enaka matemati¢nemu upanju od S?

Najprej izraunamo kak$no je matematiéno upanje od S:
ES)=E(X )+E(X,)+..+E(X,,) =[0[0.4+100,6]+[00.4+100,6]..=100,6=6

Sedaj definiramo novo spremenljivko »k«, ki ima vrednosti:
k={0,1,2,...,10}

Na podlagi tega vemo, da bo veljalo P(S=k) natanko takrat, ko bo natanko k X-ov enakih 1, ostalih (10-k) pa enakih 0. To
lahko zapiSemo:
10 _
P(S=k)= ( f ] [0,6" 0,4'°*
na podlagi te formule pa lahko izratunamo tudi kaksna je verjetnost, da bo P(S=E(S)):

10
P(S =6) 2( 6 j 0,6° [0,4* =2100,047 [0,0256 = 0,253

To nalogo lahko zapiemo tudi s pomoéjo binomske porazdelitve:
S = B(10,0'6)
Splona formula pa je:

P(S=k)= (Z] P* [l - )"




