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1. Osnove kombinatorike
Pravilo vsote, pravilo produkta. Variacije, kombinacije in permutacije.

1. Na koliko nacinov lahko opremimo dnevno sobo, ¢e imamo na voljo 4 vrste parketa,
3 vrste nelesnih talnih oblog in 5 vrst pohistva?

2. Koliko je:

a) vseh trimestnih Stevil?

o

vseh sodih trimestnih Stevil?

o o

vseh trimestnih Stevil s samimi enakimi Stevkami?

vseh trimestnih Stevil s samimi razlicnimi Stevkami?

(¢}

)
)
) vseh trimestnih Stevil s sodo prvo Stevko?
)
)
)

f) vseh trimestnih Stevil, ki so palindromi?

3. Na koliko nacinov lahko iz skatle s petimi razli¢nimi kroglicami vzamemo:

a) eno kroglico

b) dve kroglici

c) tri kroglice
Pri tem locite primer, ko kroglice vracamo, in primer, ko jih ne vracamo. Poleg tega
locite primer, ko je vrstni red jemanja pomemben, in primer, ko ni pomemben.
Pri razlicici, ko kroglic ne vracamo in vrstni red jemanja ni pomemben, primerjajte

rezultata iz tock b) in c).

4. Na koliko nacinov lahko na ravno polico razporedimo 3 begonije in 4 fuksije? Pri
tem locite primer, ko razloCujemo vse cvetlice, in primer, ko cvetlic iste vrste med
seboj ne razlocujemo.

Splosneje: iz Skatle z n razlicnimi kroglicami lahko izvlecemo k kroglic na
naslednje stevilo nac¢inov:

vrstni red vlecenja

pomemben ni pomemben
k—1
vracamo Plyk — pk ® ok = (” + . )

%
ne vracamo | V¥ =n(n—1)...(n —k+1) Ck:(Z):%

T . (n\ n! B n
Velja se Vo = o 1 (k:) I (n—k>
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5. V posodi je 6 rdecih in 4 modre kroglice, vse kroglice so razlicne. Na koliko nacinov
lahko iz posode brez vracanja vzamemo (vrstni red ni pomemben):
a) 4 rdece in 2 modri kroglici?
b) 4 kroglice, a od tega vsaj eno rdeco in vsaj eno modro?
6. Na koliko nac¢inov lahko v ravno vrsto polozimo tri brezove, dve leskovi in Stiri
vrbove sibe, ce:
a) vse Sibe razlo¢ujemo in ni omejitev?

b) vse Sibe razlo¢ujemo ter morajo priti najprej brezove, nato leskove in nazadnje
vrbove?

c) vse §ibe razlo¢ujemo in morajo biti Sibe posamezne vrste skupaj?
d) sib iste vrste med seboj ne razlo¢ujemo in ni omejitev?
7. Na koliko nacinov lahko razvrstimo Sest otrok (ki jih razlofujemo) na vrtiljak s

Sestimi sedezi (ki jih lo¢imo le glede na njihovo medsebojno lego)? Kaj pa na
vrtiljak z desetimi sedezi? Na vsak sedez gre najvec en otrok.

8. 1 7 mogkih in 5 Zensk se odpravi na taborjenje. Na voljo imajo dva Sotora za tri
osebe in tri Sotore za dve osebi. Vse Sotore med seboj lo¢imo. Na koliko nacinov se
lahko razporedijo v Sotore, Ce:

a) ni omejitev?
b) smejo biti v posameznem Sotoru le osebe istega spola?

¢) mora biti v posameznem Sotoru najmanj en moski in najmanj ena Zenska?

! Avtor naloge: Gregor Sega
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2. Elementarna verjetnost

Klasi¢na verjetnost, klasicna geometrijska verjetnost. Racunanje z dogodki.

Klasi¢na verjetnost

Ce so vsi izidi enako verjetni, za dogodek A velja:

Stevilo izidov, ki so v A

P(4) = Stevilo vseh izidov

Temu, da so vse moznosti enako verjetne, pravimo slepa izbira.
Izbirati dve (splosneje n) stvari na slepo in neodvisno pa pomeni,
da so vse kombinacije moznosti (kjer stvari lo¢imo) enako verjetne. Z
drugimi besedami, to pomeni slepo izbiro ustreznega urejenega para
0z. n-terice.

1. Vrzemo dve neodvisni standardni kocki. Kolik$na je verjetnost, da bo skupno stevilo
pik enako 87

2. Zakonca nacrtujeta stiri otroke. Kaj je verjetneje: da bosta oba spola enako zasto-
pana ali da bodo trije enega, eden pa nasprotnega spola? Privzamemo, da sta oba
spola pri posameznem rojstvu enako verjetna in da so spoli pri posameznih rojstvih
neodvisni.

P(A)=1— P(A)

3. Vrzemo pet neodvisnih standardnih kock. Koliksna je verjetnost, da bo na vsaj eni
kocki padla Sestica?

4. V posodi je 5 belih, 4 ¢rne in 3 rdece kroglice. Iz posode potegnemo tri kroglice.
Koliksna je verjetnost, da bo med njimi po ena kroglica vsake barve, ce:

a) kroglice vracamo?

b) kroglic ne vra¢amo?

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

5. Iz posode, v kateri so 3 rdece, 2 zeleni in 5 belih kroglic, na slepo in brez vracanja
izvle¢emo dve kroglici. Koliksna je verjetnost, da je prva rdeca ali pa druga zelena?

6. Koliksna je verjetnost, da v skupini n ljudi obstajata dva, ki imata rojstni dan
na isti dan? Prestopna leta zanemarite. Najmanj koliko ljudi mora biti, da je
ta verjetnost enaka vsaj 1/27 ZapiSite rezultat Se za splosno Stevilo dni v letu in
razisSCite asimptoti¢no obnasanje, ko gre le-to proti neskoncno.
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7. Dan je dobro premesan kup 16 kart, med katerimi so Stirje piki. KolikSna je verje-
tnost, da sta med prvimi osmimi kartami natanko dva pika?

8. Med 100 izdelki v seriji je 10 okvarjenih. Iz serije na slepo izberemo 10 izdelkov. Ce
je med njimi vec¢ kot en okvarjen, serijo zavrnemo. Koliksna je verjetnost, da se bo
to zgodilo?

9. V posodi je 8 belih, 4 ¢rne in 2 rdeci kroglici. Iz posode brez vracanja potegnemo
sedem kroglic. Kolik$na je verjetnost, da bo razmerje barv enako kot v posodi?

10. Pri igri Loto na kombinacijskem listku prekrizamo 7 stevilk izmed 39. Izzreba se 7
rednih stevilk in Se ena dodatna. Mozni so naslednji dobitki:

sedmica: vse prekrizane Stevilke so redno izzrebane;

Sest in dodatna: med prekrizanimi Stevilkami je Sest redno izzrebanih in ena
dodatna;

Sestica: natanko Sest prekrizanih stevilk je redno izzrebanih, dodatna ni pre-
krizana;

petica: natanko pet prekrizanih Stevilk je redno izzrebanih (dodatna pa je
lahko prekrizana ali ne);

Stirica: natanko Stiri prekrizane Stevilke so redno izzrebane (dodatna pa je
lahko prekrizana ali ne);

tri in dodatna: natanko tri prekrizane stevilke so redno izzrebane, prekrizana
pa je tudi dodatna stevilka.

Izracunajte verjetnosti posameznih dobitkov.

AUB=BUA ANB=BNA
AU(BUC)=(AuB)UC AN(BNC)=(AnB)NnC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AUG =G ANG=A

AUN=A ANN=N

AUB=ANB ANB=AUB

AUA=G ANA=N

A=A

Racunanje z dogodki

11. Poenostavite naslednji izraz z dogodki:

(BUC)N(BUC)N (BUCO)
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12. Dani so dogodki A, B in C. Matemati¢no zapisite:

a) dogodek, da se ne zgodi niti A niti B niti C;
b) dogodek, da se zgodi natanko eden od teh treh dogodkov;
c) dogodek, da se zgodita vsaj dva od teh treh dogodkov.

Izracunajte Se verjetnosti zgornjih dogodkov, e veste, da je P(A) = 03, P(B) =
0'45, P(C)) = 0°6, P(ANB) = 0'2, P(ANC) = 02, P(BNC) = 0°'3 in P(ANBNC) =

0°1.

Nacelo vkljucitev in izkljucitev

P(AyU---UA,) = P(A) +---+ P(A,) —
— P(A N A) — P(A N Ag) — - — P(A,_1 NA,) +

+ (=1)"PAN---NA)

13. Mama napise pet razlicnih pisem in pripravi pet kuvert za ta pisma s samimi raz-
licnimi naslovi. Mimo pride navihani Petrcek in na slepo vtakne pisma v kuverte,

v vsako kuverto po eno pismo. Koliksna je verjetnost, da je vsaj eno pismo v pravi

kuverti?

o-algebra na mnozici €} je druzina F njenih podmnozic, ki izpolnjuje naslednje
pogoje:
e )eF.

o CejeAc F,jetudi Ac F.
EFJetUd1A1UA2U€F

e Za poljubno zaporedje mnozic Ay, As, ..

14. Zavsak n € N naj bo A, najmanjsa o-algebra na N, ki vsebuje mnozice {1}, {2}, ...
a) Opisite druzine mnozic A,.
b) Pokazite, da njihova unija A = J 7, A, ni o-algebra.

c¢) Dolo¢ite najmanjso o-algebro na N, ki vsebije A.
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15.

16.

17.

18.

Klasi¢na geometrijska verjetnost

Tocka je izbrana na slepo iz mnozice G, ki je lahko interval, lik, telo
ipd., ¢e za vsako merljivo podmnozico A C G velja:

mera mnozice A

P(tocka pripada A) = — :
mera mnozice G

Pri tem je mera lahko dolzina, ploscina itd.

Na slepo in neodvisno izbrati dve tocki (splosneje, n tock) pomeni

slepo izbiro njunega urejenega para (oz. n-terice) v ustreznem karte-

zijskem produktu.

Do sole je stiri minute hoda, vmes pa je semafor, na katerem dve minuti gori zelena,
dve minuti pa rdeca lu¢. Od doma se odpravim pet minut pred zacetkom pouka.
Koliksna je verjetnost, da pridem Se pravocasno, ¢e se drzim predpisov? Kaj pa,
¢e sta na poti dva semaforja? Seveda privzamemo, da je faza semaforja izbrana na
slepo (oz. da sta fazi semaforjev izbrani na slepo in neodvisno).

Avtobus se ustavi na postaji na slepo med 6:55 in 7:05. Sam pa sem nagnjen k
zamujanju in pridem na postajo na slepo med 7:00 in 7:07, neodvisno od avtobusa.
a) Kolik$na je verjetnost, da ujamem ta avtobus?
b) Ce Zelim $e pravocasno priti na predavanje, moram biti na tem avtobusu naj-

kasneje ob 7:02. Kolik$na je verjetnost, da se to zgodi?

Koliksna je verjetnost, da je na slepo izbrana tocka v kvadratu blizje robu kot
sredisc¢u kvadrata?

Buffonova igla. Na list papirja z ravnimi vzporednimi ¢rtami, razmaknjenimi za a,
na slepo vrzemo iglo dolzine b. Koliksna je verjetnost, da igla seka katero od ¢rt?
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3.

Pogojna verjetnost

Racunanje pogojne verjetnosti po definiciji. Izrek o polni verjetnosti, Bayesova formula. Neod-

visnost. Zapletenejsi primeri pogojne verjetnosti.

Definicija pogojne verjetnosti

P(ANB)

PIAIB) = =5

Ce je dogodek B sestavljen iz samih enako verjetnih izidov, pa je tudi:

|AN B
|B|

P(A|B) =

1. Vrzemo standardno kocko. Naj bo A dogodek, da padejo vsaj stiri pike, B dogodek,

da pade Sest pik, L pa dogodek, da pade liho mnogo pik. Izracunajte P(A | L) in
P(B | L). Kaj pa, ¢e kocka ni poStena, tako da ena pika pade z verjetnostjo 0°3,
izidi z dvema, tremi, Stirimi in petimi pikami imajo verjetnost 0°15, Sest pik pa pade
z verjetnostjo 017

. Iz dobro premesanega kupa 16 kart, med katerimi so Stirje piki, izvlecemo stiri karte.

Koliksna je pogojna verjetnost, da je prva med njimi pik, ¢e vemo, da sta med njimi
natanko dva pika?

. Bertrandov paradoks. Dane so tri skatle. V eni sta dva zlata kovanca, v drugi en

zlat in en srebrn, v tretji pa dva srebrna. Dovoljeno nam je, da na slepo izberemo en
kovanec (t. j. vseh Sest z enako verjetnostjo). Ce uganemo, kaksen je drugi kovanec
v skatli, ki smo jo izbrali, dobimo kovanec. Koliksna je verjetnost, da dobimo
kovanec?

Razmislek: Recimo, da je kovanec zlat. Potem vemo, da je prisel ali iz skatle z dvema
zlatima kovancema ali pa iz Skatle z enim zlatim in enim srebrnim kovancem. Ker
sta obe gkatli enako verjetni, je verjetnost, da bomo uganili, enaka 1/2, ne glede na
to, kaj recemo.

Je s tem razmislekom vse v redu?

. Monty—Hallov paradoks. Dana so tri vrata, za enimi je skrit porsche, za dvema pa

koza. Najprej izberemo ena vrata, ne da bi jih odprli, nakar vodja igre odpre ena
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izmed vrat, za katerima je koza in ki jih nismo izbrali. Nato nam ponovno ponudi,
da izberemo ena izmed Se zaprtih vrat. Tisto, kar se skriva za njimi, dobimo.

Kako naj ravnamo? Privzamemo, da so vse moznosti za vrata, za katerimi stoji
porsche, enako verjetne. Prav tako privzamemo, da vodja igre v primeru, ko ima
moznost izbire, izbere na slepo.

Razmislek: Recimo, da smo najprej pokazali na prva vrata, vodja igre pa je nato
odprl tretja vrata. Prva in druga vrata so Se zaprta. Ker so vsa vrata enako verjetna,
je pri obojih verjetnost, da bo zadaj porsche, enaka 1/2. Torej je Cisto vseeno, kaj
storimo.

Je s tem razmislekom vse v redu?

5. Janez in Peter igrata namizni tenis. V vsaki rundi nekdo zmaga in oba sta enako-
vredna (ne glede na zgodovino) igrata pa, dokler eden od njiju ne dobi Sest rund.
Trenutni izid je 4 : 2 za Janeza. Koliksna je verjetnost, da bo Janez na koncu tudi
zmagal?

6. Janez in Peter spet igrata namizni tenis. Spet v vsaki rundi nekdo zmaga, a tokrat
Janez dobi posamezno rundo z verjetnostjo 1/3 (ne glede na zgodovino), igrata pa
na dve tocki razlike. Koliksna je zdaj verjetnost, da bo Janez na koncu zmagal?
Le-to zdaj racunamo od zacetka, t. j. izida 0:0.

Namig: Rekurzivna formula
7. Mecemo posten kovanec, pri ¢emer privzamemo, da je verjetnost, da v posameznem

metu pade grb, enaka 1/2 ne glede na prejsnje mete. Koliksna je verjetnost, da v
prvih n metih nista padli dve zaporedni cifri?

Izrek o polni verjetnosti

Ce H,,Hy, Hs, ... tvorijo popoln sistem dogodkov (t. j. vedno se zgodi
natanko eden izmed njih), velja:

P(A) = P(Hy) P(A| Hy) + P(Hy) P(A| Hy) + P(Hs) P(A| H3) + - --

Dogodkom H; cesto pravimo hipoteze in jih je lahko koncno ali pa Stevno
neskoncno.

8. V prvi posodi je 5 belih, 3 rdece in 2 ¢rni kroglici, v drugi posodi pa so tri bele in
tri ¢rne kroglice. Iz prve posode v drugo na slepo premestimo eno kroglico, nato pa
iz druge na slepo in brez vracanja potegnemo dve kroglici. Kolik$na je verjetnost,
da je med njima ena bela in ena ¢rna?
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9.

10.

11.

12.

Bayesova formula
Ce H,, H,, Hs, . .. tvorijo popoln sistem dogodkov, velja:

P(Hi) P(A| Hi)

P<Hi|A): P(H1)P(A|H1)+P(H2)P(A|Hz)+P(H3)P(A|H3)+""

Brezpogojnim verjetnostim P(H;) pravimo apriorne, pogojnim verjetnostim
P(H; | A) pa aposteriorne verjetnosti hipotez.

Zena poslja moza na trg po solato, ki jo prodajata dve branjevki, Francka in Micka.
Verjetnost, da moz kupi solato pri Francki, je 60%, verjetnost, da kupi pri Micki, pa
40%. Francka ima 5%, Micka pa 20% nagnite solate. Moz prinese domov nagnito
glavo solate. Katero branjevko lahko Zena bolj upraviceno osumi, da mu je prodala
nagnito solato? Privzamemo, da branjevki solato izbirata na slepo.

Mati¢nemu podjetju dobavljajo trije kooperanti: kooperant Alfa Deli dobavlja 20%,
kooperant Bobo Deli 50%, kooperant Centro Deli pa 30% vseh delov. Kooperant
Alfa Deli ima 5%, Bobo Deli 1%, Centro Deli pa 2% okvarjenih delov. Kontrolor
v maticnem podjetju testira na slepo izbran del in izkaze se, da je okvarjen, zato
zavzdihne: “Oh, Ze spet ti Alfa Deli!” Kolik$na je verjetnost, da je bil del dobavil
kooperant Alfa Deli?

V prvi posodi je 6 belih in 4 rdece kroglice, v drugi pa ena bela in ena rdeca.
Najprej na slepo premestimo 3 kroglice iz prve posode v drugo, nato pa iz druge
posode potegnemo dve kroglici (na slepo in brez vracanja). Obe sta rdec¢i. Koliksna
je pogojna verjetnost, da so bile vse tri premescene kroglice rdece?

Dogodka A in B sta neodvisna, c¢e velja:
P(ANB) = P(A) P(B)

(t.j. P(A| B) = P(A)).

Ce je P(B) > 0, je to ekvivalentno pogoju, da je P(A| B) = P(A).

Ce je 0 < P(B) < 1, pa je to ekvivalentno tudi pogoju, da je P(A | B) =
P(A| B).

Dogodki Ay, Ay, As ... so neodvisni, ¢e za poljubne razlicne indekse i1, 1, . . . iy
velja:

P(A;, N A, M- NAL) = P(A) P(A)... P(A;,) .

i

Na kupu so stiri karte: pikov kralj, pikova dama, sréev kralj in src¢eva dama. Na
slepo izvlecemo eno izmed kart. Definirajmo naslednje dogodke:

A := [izvlekli smo pika]
B := [izvlekli smo damo]

C' := [izvlekli smo sréevega kralja ali pikovo damo]
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13.

14.

15.

Sta dogodka A in B neodvisna? Kaj pa A in C'7 Kaj pa B in C7 Kako pa je z
dogodki A, B in C, so neodvisni?

Danih je osem kart: as, kralj, dama, fant, 10, 9, 8 in 7. Na slepo izvlecemo eno
karto. Definirajmo naslednje dogodke:

F := [karta je as, kralj, dama ali fant]
G := [karta je as, 9, 8 ali 7]
H := [karta je as, kralj, dama ali 10]

So dogodki F', G in H neodvisni?

Vrzemo tri kovance. Meti so med seboj neodvisni, verjetnosti, da pade grb, pa niso
nujno enake. Naj bo A dogodek, da se na prvem kovancu pojavi grb, B pa dogodek,
da se grb pojavi na natanko dveh kovancih.

a) Recimo, da so vsi trije kovanci poSteni, se pravi, da je verjetnost za grb pri
vseh kovancih enaka 1/2. Sta dogodka A in B neodvisna?
b) Recimo, da je prvi kovanec posten, druga dva pa ne: na vsakem od njiju se

grb pojavi z verjetnostjo p. Pri katerih p sta A in B neodvisna?

Sitmpsonov paradoks. Dve zdravili so preizkusali na zenskah in moskih. Rezultati
so naslednji:

zdravljenje zenske moski
Prvo zdravilo | Drugo zdravilo | Prvo zdravilo | Drugo zdravilo
uspelo 200 10 190 1000
ni uspelo 1800 190 10 1000

Katero zdravilo je bilo uspesnejse:

e pri zenskah?

e pri moskih?

e pri obojih skupaj?

Komentirajte!
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16.

17.

18.

19.

Neodvisnost izpeljanih dogodkov

Naj bo F druzina dogodkov. S o(F) oznac¢imo najmanjso o-algebro, ki vsebuje
F, t. j. druzino vseh dogodkov, ki jih dobimo iz dogodkov iz F s Stevnimi
unijami in komplementi.

Naj bodo:
Alla A127 A137
A217 A22a A237
Anb AnZ; An37

neodvisni dogodki. Tedaj so tudi poljubni dogodki By € o(A11, Aia,...), By €
0(Ag1, A, ...), ... By € 0(Apn1, Ape, . . .) neodvisni.

V vezju, ki ga prikazuje spodnja skica, vsako stikalo prepusca elektri¢ni tok z verje-
tnostjo 1/3, posamezna stikala pa so med seboj neodvisna. Kolik$na je verjetnost,

da vezje prepusca tok?

S
T

Janez, Francelj in Tone gredo streljat zajce. Janez zadene z verjetnostjo 0'1, Francelj
z verjetnostjo 0'2, Tone pa z verjetnostjo 0'3, neodvisno drug od drugega.

a) Vsi pomerijo, ustrelijo in zajec je zadet. Koliksna je pogojna verjetnost, da ga
je Janez zadel?

b) Ko pridejo do zajca, se izkaze, da ga je zadel natanko eden. Koliksna je pogojna
verjetnost, da je bil to Janez?

Andraz, Bojan, Cilka in Darja streljajo v tar¢o. Andraz in Bojan streljata z mo-
drimi, Cilka in Darja pa z rdecimi puscicami. Andraz zadene z verjetnostjo 0°6,
Bojan z verjetnostjo 0°7, Cilka z verjetnostjo 0°5, Darja pa z verjetnostjo 0'9. Vsi
hkrati pomerijo in ustrelijo, neodvisno drug od drugega. V tarci se znajdeta ena
modra in ena rdeca puscica. Koliksna je pogojna verjetnost, da sta to Bojanova in
Darjina?

Student se od 50 izpitnih vprasanj naudi le 30. Za vsako vprasanje, ki se ga naudi,
je potem Se 30% verjetnosti, da pozabi odgovor, za vsako vprasanje, ki se ga ne
nauci, pa je Se 10% verjetnosti, da odgovor ugane. Privzamemo, da so dogodki, da
student posamezno vprasanje pozabi oz. ugane odgovor nanj, neodvisni. Na izpitu
dobi tri na slepo izbrana vprasanja in izpit naredi, ¢e pravilno odgovori na vsaj dve
vprasanji. Koliksna je verjetnost, da bo naredil izpit?
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20.

21.

Miha se odpravi na obisk k vinogradnikom Janezu, Lojzu in Stefanu. Vsak mu
ponudi kozarec vina, ki je lahko cvicek ali pa Smarnica. Janez mu ponudi Smarnico z
verjetnostjo 60%, Lojz z verjetnostjo 40%, Stefan pa z verjetnostjo 10%. Verjetnost,
da Miho boli glava, ne da bi pil Smarnico, je 10%, verjetnost, da ga boli po kozarcu
Smarnice (ne glede na to, ¢igave), 40%, po dveh kozarcih (ne glede na to, cigave
Smarnice) 70% in po treh kozarcih 100%. Naslednji dan Miho boli glava in prijatelj
Tone mu pravi: “Janez in Lojz sta ti gotovo dala Smarnico!” Koliksna je pogojna
verjetnost, da ima prav? Privzamemo, da vinogradniki izberejo vrsto vina neodvisno
drug od drugega.

Miranda je na zabavi spoznala Ferdinanda. V dneh po zabavi ¢aka na njegov klic.
Verjetnost, da jo Ferdinand prvi¢ pokli¢e k-ti dan po zabavi, je enaka 37%. Vsak
dan, ko Ferdinand Mirande ne poklice, Miranda spozna novega fanta z verjetnostjo
1/10; glede tega so dnevi med seboj neodvisni (¢e na primer Ferdinand Mirando
poklice Ze prvi dan po zabavi, Miranda pred tem ne spozna novega fanta, ¢e pa jo
pokli¢e drugi dan, Miranda pred tem spozna novega z verjetnostjo 1/10).

Recimo, da je Ferdinand poklical Mirando. Koliksna je pogojna verjetnost, da je
medtem Ze spoznala novega fanta?
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4.

Slucajne spremenljivke

15

Pojem porazdelitve, kumulativna porazdelitvena funkcija, porazdelitvena shema diskretno po-
razdeljene sluc¢ajne spremenljivke, porazdelitvena gostota zvezno porazdeljene slu¢ajne spremen-

ljiivke. Ugotavljanje in prepoznavanje porazdelitev. Priblizni obrazci za binomsko porazdelitev.

Transformacije (funkcije) slu¢ajnih spremenljivk.

Porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke (t. j. take, ki svoje vrednosti
zavzema le na konc¢ni ali Stevno neskon¢ni mnozici) lahko opiSemo ali poraz-

delitveno shemo:
X N a, as as --- ’
p1 p2 p3 -

ki (¢e so vse vrednosti a; razlicne) pomeni P(X = ay) = p1, P(X = as) = py
itd. Velja:
prtpetpgt---=1.

Slucajna spremenljivka X je diskretna natanko tedaj, ko njena verjetnostna
funkcija:

zados¢a ) px(z) = 1.

V splosnem porazdelitev opiSemo z verjetnostmi P(X € C) za vse merljive
mnozice C'. Pri realnih slucajnih spremenljivkah pa zadostuje za C' vzeti
poltrake (—oo, z|. Tako dobimo kumulativno porazdelitveno funkcijo:

Fx(z)=P(X <ux).

delitev te slucajne spremenljivke ter narisite graf njene porazdelitvene funkcije.

Diskretna enakomerna porazdelitev na n-elementni
mnozici {ay,as, ...a,} je porazdelitev na slepo izbranega
elementa te mnozice, t. j. porazdelitev s shemo:

al a2 DY a/n
i1 ... 1/
n n n

Oznacevali jo bomo z Enak{ay,as, ... a,}.

predstavlja skupni znesek v evrih, ki ga dobimo. Zapisite njeno porazdelitev.

. Vrzemo standardno kocko in stevilo pik, ki padejo, oznac¢imo z X. Zapisite poraz-

2. Neodvisno vrzemo dva postena kovanca in standardno kocko. Za vsako piko do-
bimo en evro, za vsako cifro, ki pade, pa dva evra. Slucajna spremenljivka S naj



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 16

Realna slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno, ¢e za poljubna a < b
velja:

P(a<X<b):P(a§X§b):/be(x)dx.

To je natanko tedaj, ko za vsak © € R velja:

Fx(l’) = /aj fx(t) dt

Poleg tega je to natanko tedaj, ko je kumulativna porazdelitvena funkcija F'x
absolutno zvezna — veljata implikaciji:

zvezna, odsekoma zvezno odvedljiva = absolutno zvezna =—> zvezna.

Za skoraj vsak x velja fx(x) = Fi(x). Velja tudi:

/_fo(x)dle.

3. Avtobus vozi na 10 minut, na postajo pa pridemo na slepo. Sluc¢ajna spremenljivka
X naj predstavlja Cas ¢akanja na avtobus v minutah. ZapisSite kumulativno poraz-
delitveno funkcijo te slucajne spremenljivke. Nadalje dokazite, da je porazdelitev
zvezna, in zapisite Se njeno gostoto.

Zvezna enakomerna porazdelitev na intervalu (a,b)
(a < b) je porazdelitev na slepo izbrane tocke iz tega inter-
vala. To je porazdelitev z gostoto:

b
fx)=q b—a

0 ; sicer

ca<r<b

4. Rok in Simona se zmenita na dolo¢enem mestu toc¢no ob 18:00, prideta pa enkrat
med 18:00 in 18:10, in sicer z enakomerno porazdelitvijo in neodvisno drug od dru-
gega. Ljubosumni Maks vse od 18:00 opreza za vogalom in c¢aka, dokler ne prideta
obadva. Slucajna spremenljivka M naj predstavlja, koliko ¢asa (v minutah) je ¢akal
Maks. Zapisite kumulativno porazdelitveno funkcijo in gostoto te sluc¢ajne spremen-
ljivke.

5. Naj bo X stevilo Sestic, ki padejo v desetih neodvisnih metih standardne kocke.
Zapisite porazdelitev te slucajne spremenljivke.
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Bernoullijevo zaporedje poskusov je zaporedje neodvisnih slucajnih po-
skusov, od katerih lahko vsak uspe ali ne uspe, in sicer vsak poskus uspe z isto
verjetnostjo.

Binomska porazdelitev Bin(n,p) je porazdelitev stevila uspelih poskusov v
Bernoullijevem zaporedju n poskusov, od katerih vsak uspe z verjetnostjo p.
Ce je X ~ Bin(n, p), velja:

P(X =k) =

6. Sestkrat vrzemo neposten kovanec, pri katerem grb pade z verjetnostjo 1/3. Meti
so med seboj neodvisni. Koliksna je verjetnost, da padeta vec¢ kot dva grba?

Aproksimacija tockastih verjetnosti pri binomski porazdelitvi

Naj bo X ~ Bin(n,p) in n — oo ter $e k € Ny. Ce gre p — 0 in je |k — np| <
\/n, velja Poissonov obrazec:

_ (np)re
P(X = k) ~ 25—
Ce pa je p,1 — p > 1/n (ali, ekvivalentno, o := /np(1 —p) — o) in Se

|k — np| < 0*/3, velja Laplaceova lokalna formula:

1
oV 2T

Meja med smotrnostjo uporabe Poissonovega obrazca in Laplaceove lokalne
formule je za velike n priblizno prip = 0°6/+/n.

o~ (k=np)?/(20%)

P(X =k) ~

V okviru dometa aproksimacij lahko relativne napake pri aproksimaciji tockastih verjetnosti P(X = k) navzgor omejimo s koli¢inami
naslednjih velikostnih redov:

— 2
e pri Poissonovi aproksimaciji: p + (k+p);
. . . 1 |k—npl®
e pri Laplaceovi lokalni formuli: — + ——;
o o4

. . . o 14|k —np| |k—np®
e pri Laplaceovi lokalni formuli, ¢e je k € Z + 1/2: + .

o2 o4
Izboljsave aproksimacij (asimptotski razvoj 1. reda):
k 2 k 2
n k—(kE—n n —(k—n
e pri Poissonovem obrazcu: P(X = k) ~ (np) exp | —np + ( p) ~ (np) exp | —np + u ;
k! 2n k! 2n

i Lapl i lokalni f li: P(X = k) ! 12+2p71(3 3
L] Tl aplaceov1 loKalnl rormuli: = ~ ex —_—— e xr — T H
P v oV2mT P 2 60
2p—1
e pri Laplaceovi integralski formuli: P(X < k) = ® (L + pT(w2 — 1)) (za k € Z+1/2);
o

Oznagili smo z = (k —np)/o. 1z zgornjih izboljSanih aproksimacij lahko izpeljemo asimptoti¢no obnasanje napake pri Poissonovi aproksimaciji
in pri Laplaceovi lokalni formuli, ¢e je 1/n < p < 1:

k_—np
np)~e a2
e max P(X:k)f( P) ~ P max|177;2)e z /QZLiO‘IQ‘c‘)g;
k k! 2021 2027 I
(np)FemP P /°° 2| _—a2/2 2p
. P(X=k)— —— |~ [1—a?[e™" /P da = —— = 0484p;
Xk: ( ) k! 2v27 J oo V2re '
1 k —np)? 1 . 2 1 3—V6 00918
e max |P(X =k) — exp 7( P) ~ max‘Bzfzd)eiz /2 = 767(37\/6)/2i7;
k oV2r 202 60221 =« o2+/27m 6 o2
1 k — np)? 1 oo .2 1 1+4e3/2 0252
. ZP(X:IC)* exp L ?) ~ / ‘Swfwgle /2 4y = _ = .
5 oV2r 202 60Vv2T J—oo oV2r 3 o

Asimptoti¢éna meja med smotrnostjo uporabe Poissonove in Laplaceove aproksimacije bo torej:
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7.

10.

11.

1/3
o c¢e gledamo maksimalno absolutno napako: pri p = (M 67(37\/g)> n=1/3 = 0’596 n*1/3;

1/2 —1\2/3
e ce gledamo vsoto absolutnih napak: pri p = (%) n=1/3 = 9647 n—1/3.

Naj bo X spet stevilo Sestic, ki padejo v desetih neodvisnih metih standardne kocke.
Preverite, kako natanc¢na sta Poissonov obrazec in Laplaceova lokalna formula pri
izracunu P(X = 1).

Naj bo X ~ Bin(50,0'4). Izrac¢unajte P(X = 20). Toclen rezultat primerjajte z
rezultatoma, dobljenima po Poissonovem obrazcu in po Laplaceovi lokalni formuli.

Naj bo X ~ Bin(1000,0'99). Izracunajte P(X = 990).

Aproksimacija intervalskih verjetnosti pri binomski porazdelitvi

Ce je X ~ Bin(n,p), a < b, 0 := \/np(1 —p) — oo in je |a — np| < ¢*/? ali
|b—np| < o¥/3 ter se a,b € Z—I—% alib—a > 1, velja Laplaceova integralska
formula:

P(a<X<b)~P(angb)Ncb(b_np>—@(a_np).

o o

Funkcija ® je Gaussov verjetnostni integral:

1 T
@(IL‘) = ﬁ/ov €_t2/2 dt

in je liha, velja pa Se lim,_,o, ®(x) = 1/2 (graf!).
V literaturi so definicije funkcije ® razlicne, zato je treba paziti!

V tovarni vsak dan proizvedejo 1600 izdelkov. Za vsakega je verjetnost, da bo
okvarjen, enaka 10%. Izdelki so med seboj neodvisni.

a) Koliksna je verjetnost, da bo okvarjenih natanko 160 izdelkov? Koliksna pa je
verjetnost, da bo okvarjenih natanko 175 izdelkov?

b) Koliksna je verjetnost, da bo okvarjenih ve¢ kot 175 izdelkov? Kaj pa, da bo
okvarjenih manj kot 150 izdelkov?

c) Okvarjene izdelke spravijo v skladisce, kjer jih popravijo in ki se dnevno prazni.
Najmanj kako veliko mora biti skladisce, ¢e naj bo verjetnost, da bo premajhno,
najvec¢ 0°057

Zavarovalnica je proti nezgodi zavarovala 1000 oseb. Vsako od njih doleti nezgoda
z verjetnostjo 0°0015 in osebe so med seboj neodvisne. Koliksna je verjetnost, da se
noben zavarovanec ne ponesreCi? KolikSna pa je verjetnost, da se ponesrecita vec
kot dva? Tocen rezultat primerjajte z rezultati, dobljenimi po Poissonovem obrazcu,
Laplaceovi lokalni in Laplaceovi integralski formuli.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Verjetnost, da je izdelek prvovrsten, je 60%. Najmanj koliko izdelkov priblizno
moramo narociti, ¢e naj bo med narocenimi izdelki z verjetnostjo najmanj 0°99 vsaj
59% izdelkov prvovrstnih? Seveda privzamemo, da so posamezni izdelki med seboj
neodvisni.

Verjetnost, da je izdelek prvovrsten, je 10%. Najmanj koliko izdelkov priblizno
moramo narociti, ¢e naj bo med narocenimi izdelki z verjetnostjo najmanj 0°95 vsaj
100 izdelkov prvovrstnih?

Naj bo X stevilo metov standardne kocke, ki jo mecemo, dokler ne pade Sestica. Meti
so med seboj neodvisni. ZapiSite in poimenujte porazdelitev slucajne spremenljivke

X.

Geometrijska porazdelitev je porazdelitev na N, pri
kateri tockaste verjetnosti tvorijo geometrijsko zaporedje.
Natancneje, zapis X ~ Geom(p), kjer je 0 < p < 1, po-
meni:

P(X =Fk)=p(1-p)*': keN.

Geometrijska porazdelitev je tudi porazdelitev Stevila po-
skusov do vkljucno prvega uspelega, ce izvajamo Bernoul-
lijevo zaporedje poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetno-
stjo p.

Naj bo X stevilo metov standardne kocke, ki jo mecemo, dokler Sestica ne pade de-
setkrat. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke
X.

Negativna binomska (Pascalova) porazdelitev NegBin(n,p) je poraz-
delitev Stevila poskusov do vklju¢no n-tega uspelega, ce izvajamo Bernoul-
lijevo zaporedje poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo p. Ce je X ~
NegBin(n, p), velja:

kE—1

n—1

P =)= (E7 -

Naj bo X stevilo metov postenega kovanca, ki ga mecemo, dokler ne pade cifra, takoj
za njo pa Se grb. Meti so med seboj neodvisni. ZapiSite in poimenujte porazdelitev
slu¢ajne spremenljivke X.

Kaj pa, ¢e kovanec ni posten?
Naj bo X stevilo metov postenega kovanca, ki ga mecemo, dokler ne pade tako

cifra kot tudi grb. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite porazdelitev slucajne
spremenljivke X. Je le-ta kaj povezana s kako znano porazdelitvijo?
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18.

19.

20.

21.

Med 16 kartami so stirje piki. Na slepo in brez vracanja izvlecemo sedem kart. Naj
bo X stevilo pikov med njimi. Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke X.

Hipergeometrijska porazdelitev

Iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdecih, na slepo in brez vracanja
izvle¢emo s kroglic. Ce z X oznac¢imo Stevilo rde¢ih med izvleCenimi, ima
ta slucajna spremenljivka hipergeometrijsko porazdelitev: X ~ H(s,r,n) =
H(r,s,n). Velja:

o WD OCD
() ()

Danih je 12 praznih skatel. Mimo pride Janezek, na slepo izbere tri skatle in v vsako
vrze po eno kroglico. Mimo pride Se Maricka, na slepo (in neodvisno od Janezka)
izbere stiri skatle in prav tako v vsako vrze po eno kroglico. Naj bo X sStevilo
skatel, v katerih sta dve kroglici. Zapisite in poimenujte porazdelitev te slucajne
spremenljivke. Kaj pa porazdelitev stevila skatel, v katerih ni nobene kroglice?

Sluc¢ajna spremenljivka X ima diskretno porazdelitev, podano po predpisu:
P(X=k)=ck k=1,2,...10
(in P(X =k)=0zak ¢ {1,2,...10}). Izracunajte konstanto ¢ in se P(X > 3).

Naj bo A > 0. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

-z .
fX(ﬂC)Z{CGO ?x>0

; sicer

Izracunajte konstanto ¢ in dolo¢ite kumulativno porazdelitveno funkcijo Fx(z). Iz-
racunajte Se P(1 < X < 2).

Eksponentna porazdelitev je zvezna porazdelitev, skon-
centrirana na intervalu [0, 00) in katere gostota na tem in-
tervalu je eksponentna funkcija. Natancneje, porezdelitev
Exp(\) ima gostoto:

67)\96 <
ro={ 2 )

; sicer
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22. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 0 1 2
XN(O'4 01 03 0'2)

Zapisite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y = X2,

23. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena geometrijsko Geom(p). Zapisite porazde-
litev sluc¢ajne spremenljivke Y := sin(7.X/2).

24. Naj bo b > 2 naravno Stevilo in naj bo slucajna spremenljivka U porazdeljena
enakomerno Enak(0, 1). Dolo¢ite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke D := |bY ].

25. Na razpolago imamo generator sluc¢ajnih stevil, ki generira enakomerno porazdelitev
Enak(0, 1). Kako bi generirali porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X iz 22. naloge?
Kaj pa eksponentno porazdelitev Exp(\)?

Naj bo 1 € R in 0 > 0. Normalna (Gaussova) porazde-
litev N(u, o) je porazdelitev z gostoto:

1 _(@-w?

€T) = [ 202
) = —=

Normalna porazdelitev N(u,0) je porazdelitev, ki je skon-
centrirana v p (X ~ N(u,0) pomeni P(X =p) =1).
Standardizirana normalna porazdelitev N(0, 1) ima potem-
takem gostoto:

in kumulativno porazdelitveno funkcijo F(z) = 5 + ®(z).

26. Slucajna spremenljivka Z je porazdeljena standardizirano normalno. Izracunajte
P(Z < 15).

Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z zalogo vrednosti na
(a,b) in gostoto fx. Nadalje naj bo h: (a,b) — (c,d) bijektivna zvezno odve-
dljiva preslikava, katere odvod ni nikjer enak 0. Tedaj ima slucajna spremen-
ljivka Y := h(X) gostoto:

@) = fx (B W) |[(A) ()

, c<y<d.

27. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(u, o). Kako je porazdeljena
slucajna spremenljivka Y := aX + b7
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Ce je X ~ N(u, o), velja:

o o

P(a<X<b):P(a§X§b>:q)(b—M>_@(a_ﬂ)

Laplaceova integralska formula tako ne pomeni nic¢ drugega kot to, da za velike
n in za p, ki ni preblizu 0 ali 1, velja:

Bin(n,p) =~ N (np, \ /npq)

kjer jeq=1—p.

22

28. Slu¢ajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(9,5). Izracunajte P(X < 0).

29.

30.

Porazdelitev gama, ki jo bomo oznacevali z Gama(a, \),
je zvezna porazdelitev z gostoto:

a
A a—1 —Az

Fz) = F(a)w e ;x>0

0 ; sicer

Poseben primer te porazdelitve je eksponentna porazdelitev
Exp(A) = Gama(1, \).

Ce je X ~ Gama(a, \) in k > 0, dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke
Y =kX.

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena standardizirano normalno. Dolocite po-

razdelitev slu¢ajne spremenljivke Y = eX.

Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z gostoto fx. Ce je h
dovolj lepa funkcija in:

P(h v X ni odvedljiva ali h'(X) =0) =0,
je slucajna spremenljivka Y porazdeljena zvezno z gostoto:

fr(y) = Z %

z;h(z)=y

31. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena standardizirano normalno. Dolocite po-

razdelitvi slu¢ajnih spremenljivk Y = X2 in Z = ¥,
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5. Slucajni vektorji

Skupne (navzkrizne) in robne porazdelitve. Neodvisnost slucajnih spremenljivk. Transformacije
slucajnih vektorjev.

Diskretni slucajni vektorji

e Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) podamo s P(X = x,Y = y)
(skupna ali navzkrizna porazdelitev slucajnih spremenljivk X inY").

e Porazdelitve komponent imenujemo robne porazdelitve:
PX=z)=) P(X=2zY =y)
y

PY=y)=) P(X=1Y=y).

e X in Y sta neodvisni, brz ko za poljubna x in y velja

P(X=xzY=y)=PX=2x)P(Y =y).

1. Iz posode, v kateri so 3 rdece, 2 modri in 5 belih kroglic, na slepo in brez vracanja
izvlecemo tri kroglice. Naj bo R stevilo rdecih, M pa Stevilo modrih med njimi.
Zapisite porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (R, M) ter doloCite in poimenujte Se robni
porazdelitvi. Sta slucajni spremenljivki R in M neodvisni? ZapiSite in poimenujte
Se porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke R + M.

2. Slucajni spremenljivki R in M sta neodvisni in porazdeljeni hipergeometrijsko: R ~
H(3,3,10), M ~ H(3,2,10). Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke R + M.

3. Slu¢ajni vektor (X,Y") je porazdeljen po naslednji shemi:

Y=0|Y=1|Y=2
X=-1| 005 01
X=0 01
X=11 005

Dopolnite tabelo tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni. Poiscite
Se robni porazdelitvi in porazdelitev razlike Y — X.

4. Dane so neodvisne sluc¢ajne spremenljivke X, X5, X3 ~ Ber(0'3). Dolo¢ite poraz-
delitev njihove vsote S := X7 + X5 + X3.

Splosneje, naj bodo X, ... X, ~ Ber(p) neodvisne slu¢ajne spremenljivke. Kako je
porazdeljena vsota S := X; + -+ X,,7

Posledica. Ce sta S ~ Bin(m, p) in T ~ Bin(n, p) neodvisni slu¢ajni spremenljivki,
jeU:=S+T ~ Bin(m+n,p).
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Poissonova porazdelitev

Slucajna spremenljivka X ima Poissonovo porazdelitev, kar
oznacimo z X ~ Pois()\), ¢e velja:

Mg

P(X =k) =~

k=0,1,2,...

Poissonova porazdelitev je torej limita binomske porazde-
litve Bin(n, p), ko gre n — oo in np — .

5. Naj bosta S ~ Pois()A) in T" ~ Pois(u) neodvisni slucajni spremenljivki. Kako je
porazdeljena sluc¢ajna spremenljivka U := S + 1?7

6. Naj bodo Xi,... X, ~ Geom(p) neodvisne slu¢ajne spremenljivke. Kako je poraz-
deljena vsota S (= X7 +--- + X7

Posledica. Ce sta S ~ NegBin(m,p) in T ~ NegBin(n,p) neodvisni slu¢ajni spre-
menljivki, je U := S + T ~ NegBin(m + n, p).

7. Ministrstvo dobi vsak dan na mizo sluc¢ajno stevilo prosenj, ki je porazdeljeno po
Poissonovem zakonu Pois(\). Dnevi so med seboj neodvisni. Ministrstvo vsak
dan razresi eno prosnjo, ¢e jo seveda ima, morebitne preostale pa pusti za kasneje.
Koliksna je verjetnost, da ministrstvu po dveh dneh dela preostaneta vsaj se dve
nerazreseni prosnji?

8. V avtobusu, ki ima 32 sedezZev, je 30 potnikov. Vsak potnik bo z verjetnostjo 1/30
na naslednji postaji izstopil, neodvisno od drugih potnikov. Stevilo potnikov, ki
bodo na naslednji postaji vstopili, pa je porazdeljeno po Poissonu Pois(1) in seveda
neodvisno od izstopnih namer trenutnih potnikov. Priblizno izracunajte verjetnost,
da ne bodo mogli vsi potniki sedeti, ko bo avtobus speljal s postaje.

Namig: Dogodek, da izstopita ve¢ kot dva potnika in vseeno ne bo dovolj sedezev
za vse, je tako malo verjeten, da ga lahko zanemarimo.
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Porazdelitev zveznega dvorazseznega slu¢ajnega vektorja (X,Y") lahko opiSemo
z dvorazsezno (navzkrizno) gostoto fxy, za katero velja (za a < b in

c<d):
b pd
P(angb,chgd)://fX,y(:c,y)dydx

ali splosneje:

P((X.Y) € A)) ://Afxy(x,y)da:dy.

/ / [xy(z,y)dedy =1.

Komponente zveznih slucajnih vektorjev so tudi zvezno porazdeljene. Robni
gostoti slucajnega vektorja (X,Y):

Seveda velja:

fx(z) = /_oo fxy(z,y)dy, fr(y) = /OO fxy(z,y)de

o0 —00

Zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki sta neodvisni natanko tedaj, ko je
tudi slucajni vektor (X,Y’) porazdeljen zvezno z gostoto:

fxy(x,y) = fx(x) fr(y).

9. Slu¢ajni vektor (X,Y’) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

ce™® sx>y>0
fX,Y(x7y) - { 0 - sicer

Poiscite konstanto ¢ ter robni gostoti fx in fy. Sta slucajni spremenljivki X in Y
neodvisni? Izrac¢unajte Se P(2 <Y < 3), P(Y < X) in P(2Y < X).

Ce je slucajni vektor (X,Y) porazdeljen zvezno z gostoto
fxy ter ¢e veljaY = g(X, Z) in je g(x, z) dovolj lepa funk-
cija, ki je za vsak x monotona v z, je slucajna spremenljivka
Z porazdeljena zvezno z gostoto:

0

fz(z) = /Z Ixy (z,9(z, 2)) ‘a—g(x,z) dz .

10. Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

e’ sx>y>0

fX,Y('Tay) - { 0 - sicer

Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke 7 := X + Y.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Slu¢ajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni eksponentno Exp(A).
Zapisite porazdelitev njune razlike 7 := X — Y.

Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z gostoto:
c
3 &y>0
fxy(zy) =49 L+z+y)?
0 ; sicer

Zapisite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Z := Y/X in izra¢unajte konstanto c.
Izracunajte se P(X < 2Y).

Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno na intervalu
[0,1]. Zapisite kumulativno porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke Z :=
XY.

Naj bosta X7 ~ N(p1,01) in Xo ~ N(p2, 02) neodvisni slu¢ajni spremenljivki. Kako
je porazdeljena slucajna spremenljivka X = X; + X57

Avtobus pride na postajo ob ¢asu, ki je porazdeljen normalno N(7:00, 3min), sam pa
sem nagnjen k zamujanju in pridem na postajo ob casu, ki je porazdeljen normalno
N(7:01,4 min). Kolik$na je verjetnost, da Se ujamem avtobus?

Doloéene pojave, ki se pojavljajo v ¢asu (npr. telefonski klici, nesrece, radioaktivni
razpadi), lahko modeliramo s t. i. homogenim Poissonovim tokom oz. Poissonovim
procesom Stetja z intenzivnostjo A, ki je karakteriziran z lastnostma, da je Stevilo
pojavov, ki se zgodijo v katerem koli ¢asovnem intervalu dolzine ¢, porazdeljeno po
Poissonu Pois(At), in da za poljubna disjunktna ¢asovna intervala velja, da je Stevilo
pojavov, ki se zgodijo v prvem, neodvisno od stevila pojavov, ki se zgodijo v drugem
casovnem intervalu.

Privzemimo le, da je za vsak ¢ > 0 stevilo pojavov, ki se zgodijo do vklju¢no casa
t, porazdeljeno po Poissonu Pois(At). Naj bo T, slucajna spremenljivka, ki pove
¢as, ob katerem se zgodi n-ti pojav (Cas Stejemo od 0 naprej). Dolo¢ite njeno
porazdelitev. Kaj pride pri n = 1?7

Naj bosta S ~ Gama(a,\) in T" ~ Gama(b, \) neodvisni slu¢ajni spremenljivki.
Kako je porazdeljena slucajna spremenljivka U := S + T"?7

Posledica. Ce so X;,... X, ~ Exp()\) neodvisne slucajne spremenljivke, je S :=
Xi+ -+ X, ~ Gama(n, \).

Porazdelitev hi hvadrat z n prostostnimi stopnjami, ki jo oznacujemo s
x%(n), je porazdelitev vsote Z? +- - -+ Z2, kjer so Z1, ... Z, neodvisne sluc¢ajne
spremenljivke, porazdeljene standardizirano normalno. Ta porazdelitev je po-
membna v statistiki, saj med drugim igra kljucno vlogo pri ocenjevanju dis-
perzije. Velja x*(n) = Gama(%, 3).
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18. Na zabavo, ki se zacne ob doloceni uri, je povabljenih n gostov. Vsak malo zamudi,
zamuda vsakega je porazdeljena enakomerno na intervalu [0, 1] in zamude so med
seboj neodvisne. Slucajna spremenljivka 7}, naj predstavlja cas, ko je na zabavo
prisel k-ti gost po vrsti (glede na ¢as prihoda). Doloéite njeno porazdelitev.

19. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni, pri ¢emer je X porazdeljena normalno
N(0,0), Y pa ima porazdelitev Gama(a, \).

X
a) Dolo¢ite porazdelitev slucajne spremenljivke 7' = ﬁ

b) Studentova porazdelitev z n prostostnimi stopnjami je porazdelitev slucajne
spremenljivke:

(%)

\/X2+X2 X2

kjer so X, X, Xo, ... X, ~ N(0, o) neodvisne slu¢ajne spremenljivke. DokaZite,
da je ta porazdelitev neodv1sna od o, in zapiSite njeno gostoto. Kam konvergira
ta gostota, ko gre n proti neskon¢no?

Opomba. Studentova porazdelitev je pomembna v statistiki. Zaenkrat si lahko pred-
stavljamo, da Zelimo standardizirati opazanje X ~ N(0,0), pri ¢emer pa parametra o
ne poznamo; pa¢ pa lahko o ocenimo tako, da opazanje n-krat neodvisno ponovimo.
Imenovalec v (x) je cenilka za o.

20. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni s porazdelitvijo gama, in sicer X ~
Gama(a, \) in Y ~ Gama(b, \). Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Z =
X/(X+Y).

21. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni s porazdelitvijo gama:
X ~ Gama(a, ) in Y ~ Gama(b, ). Dolo¢ite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke
Q=X/Y.

Fisherjeva (Snedecorjeva) porazdelitev z m in n prostostnimi stopnjami,
F(m,n), je porazdelitev, dobljena na enega od naslednjih dveh ekvivalentnih
nacinov:

e kot porazdelitev kvocienta X /Y, kjer sta X in Y neodvisni ter
X ~ Gama(m/2,m/2) in Y ~ Gama(n/2,n/2);

e kot porazdelitev kvocienta kjer sta U in V neodvisni ter

U~ x%(m)inV ~ x%(n).

/m
Vin’

22. Konstruirajte funkcijsko zvezo, za katero obstajata slucajni spremenljivki
F ~F(m,n) in B ~ Beta(m/2,n/2), ki sta v tej zvezi.
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h(X,Y), kjer je h dovolj lepa funkcija in

P (h v (X,Y) ni odvedljiva ali ?(X, Y) = O) =0,
Y

je slucajna spremenljivka Z porazdeljena zvezno z gostoto:

/_ Z fXYSUy

33
y;h(z,y)=z2 82/ y

Ce je sluc¢ajni vektor (X,Y) porazdeljen zvezno z gostoto fxy in je Z =

23. Slucajni vektor (X, Y') ima naslednjo porazdelitveno gostoto:

Ca?y?
(1422 +y?)(2* + y?)7/?

Ixy(z,y) =

28

Izracunajte porazdelitveno gostoto slu¢ajne spremenljivke Z := X2 + Y2 (v celoti,

konstante C' pa ni potrebno izracunati).
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6. Stevilske karakteristike

Matemati¢no upanje, disperzija. Neposreden izra¢un matemati¢nega upanja (metoda indika-
torjev). Kovarianca, kovarianéna matrika, Pearsonov korelacijski koeficient. Vi§ji momenti,

asimetrija, splos¢enost. Vrstilne karakteristike.

Matemati¢no upanje:
B(X) =Y o P(X = ) E(X) :/Ooxfx(x)dx
E(hMX)) = Zh(:c) P(X =) E(hMX)) = /_00 h(x) fx(x)dz

Disperzija (varianca): D(X) = E((X — E(X))?).
Standardni odklon: ¢(X) = /D (X).

1. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 0 2 3 4
01 03 01 01 04 )

Izracunajte E(X), D(X) in o(X).

D(X) = E(X?) - (E(X))®

U-metoda

E(X)=u+ E(X —u)
D(X)=D(X —u) = E(X —u)?) — (B(X —u))’

2. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

490 500 520
01 03 06 /-

Izra¢unajte £(X), D(X) in o(X).

3. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp()), kjer je A > 0. Iz-

racunajte E(X), D(X) in E(e™).
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E(aX +b)=aE(X)+b

4. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

2
fx(r) = (1t 22

Izracunajte E(1 + X?) in D(X).

E(h(X,Y)) =YY h(z,y) P(X =2,Y =y)

By = [ [ b frr () drdy

5. Diskretna porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=3
005 01 02
015 0 015
02 01 0°05

e |
I
=~ = o

Izracunajte F(XY?).
6. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

e sx>y>0
fX,Y(xay) = { 0 - sicer

Izra¢unajte E(e¥ ).

E(X+Y)=FEX)+ E®Y)

7. Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

C

Ixy(z,y) = (ETCESRE

Izracunajte konstanto c ter $e E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) in E(X?+Y?).

8. Slucajna spremenljivka Z naj bo porazdeljena standardizirano normalno. Za vsak
n € N izracunajte E(Z"). Namig: indukcija.

Posledica. Ce je Z ~ N(0,1), je D(Z) = 1.
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D(aX +b) =a®> D(X)

Posledica. Ce je X ~ N(u,0), je E(X) = pin D(X) = o>

10.
11.

12.

13.

14.

15.

Ce sta X in Y neodvisni, velja:

E(XY)=EX)E(Y)
D(X+Y)=D(X)+ D(Y)

Pozor! Zakaj ne velja:

D(X+X)=D(X)+ D(X)=2D(X)?

. Izracunajte matematicno upanje in disperzijo binomske porazdelitve.

Izracunajte matemati¢no upanje in disperzijo porazdelitve gama.

Dani sta neodvisni slu¢ajni spremenljivki X ~ x?(3) in Y ~ x%(5). Izracunajte
D(BX —Y)in E((X +2Y)?).

Urska kupuje ¢evlje. Obiskati namerava tri trgovine. Ce v prvi ne dobi ¢evljev, ki
so ji vSe€, po ceni najve¢ 50 evrov, gre naprej v drugo trgovino in ¢e tam ne dobi
cevljev, ki so ji vSe¢, po ceni najve¢ 50 evrov, gre Se v tretjo trgovino, kjer kupi
cevlje v vsakem primeru.

Cena najugodnejsih cevljev, ki so Urski vSec, je v prvi trgovini porazdeljena diskre-
tno enakomerno na mnozici {36, 45,60}, v drugi zvezno z gostoto:

0=z . 40 <z < 60

— 200
Fo(2) { 0 ; sicer

)

in v tretji normalno N(54,10). Te tri cene so neodvisne.

Naj bo C' cena, po kateri Urska kupi ¢evlje. Izracunajte E(C).

Dokazite, da za poljubno slu¢ajno spremenljivko N z vrednostmi v {0, 1,2, ...} velja:

o0 o0

E(N)=Y P(N>n)=)Y_ P(N >n)

Posten kovanec mecemo, dokler ne padeta dve cifri zapored. Meti so med seboj
neodvisni. Izracunajte pricakovano stevilo vseh metov.

Za okroglo mizo sedi 8 gostov, ki igrajo karte. Vsak ima v rokah eno karto, razdeljeno
z dobro premesanega kupa standardnih 52 kart. Vsak lahko vidi svojo karto ter karti
svojih sosedov na levi in na desni. Posamezen igralec stavi svojo Zeno, Ce ima asa
in hkrati nobeden od njegovih sosedov nima asa. Oznacimo z S Stevilo igralcev, ki
stavijo svojo Zeno. Izrac¢unajte F(S) in D(.5).
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16. Izracunajte matematicno upanje in disperzijo geometrijske in negativne binomske
porazdelitve.

17. Izracunajte matemati¢nego upanje hipergeometrijske porazdelitve.

Kovarianca:
K(X,Y):= E((X — E(X)) (Y — B(Y))) =
=FE(XY)—-EX)E(®)

Velja K(X,X) = D(X) in K(X,Y) = K(Y,X). Ce sta a in b konstanti, velja
K(X+4+a,Y+b)=KX,)Y)in K(aX+bY,Z)=aK(X,Z)+bK(Y,Z).

Korelacijski koeficient:

K(X,Y)

Y =)

Velja —1 < r(X,Y) < 1. Ce so a, b, ¢ in d konstante ter a,c > 0, velja
r(aX +b,cY +d)=r(X,Y).

18. Diskretna porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=10Y =30
X=01] 005 01 02
X=10] 015 0 015
X =40] 02 01 0°05

Izra¢unajte K (X,Y) in r(X,Y).
19. Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

_ 3@y +ay?) s x,ye(0,1]
fX,Y(xay) - { 0 : sicer

Izra¢unajte K (X,Y) in r(X,Y).

Ce je K(X,Y) = 0, pravimo, da sta slucajni spremenljivki X in Y nekoreli-
rani.

X,Y neodvisni = FE(XY) = F(X) E(Y) <= X, Y nekorelirani
Nekoreliranost se ne pomeni neodvisnosti.
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20. Diskretna porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y') je podana z naslednjo tabelo:

Y=-1|Y=0|Y=1
X=-1 01 0 01
X =0 0 06 0
X =1 01 0 01

Dokazite, da sta slucajni spremenljivki X in Y nekorelirani. Sta tudi neodvisni?

Slucajni spremenljivki X in Y sta zagotovo neodvisni v naslednjih treh prime-
rih:
— Ce sta nekorelirani in dihotomni, t. j. posamezna slucajna spremenljivka
lahko zavzame kvecjemu dve vrednosti;
— Ce sta nekorelirani in je njuna navzkrizna porazdelitev dvorazsezna nor-
malna;
— Ce za poljubni omejeni merljivi funkciji g in h velja, da sta slucajni spre-
menljivki g(X) in h(Y") nekorelirani.

X1
Za slucajni vektor X = | : | definiramo kovarianc¢no matriko:
X

K(X1,X1) - K(X1,X,)
K(X):= ; : = E(XXT) - BE(X) E(X)"
K(X,, X)) - K(X,,X,)

Za poljubno deterministiéno matriko A velja K(AX) = A K(X) AT.

21. Slu¢ajni vektor (X,Y, Z) ima naslednjo kovarianéno matriko:

2 1 -1
K=|1 1 -1
-1 -1 2

Dolocite parameter a tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki U := aX + 2Y + Z in
V =X —Y + aZ nekorelirani.
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Stevilo q, je kvantil sluc¢ajne spremenljivke X za verjetnost a, &e velja:

P(X <qn) <a, P(X<q,) >a.

22. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po shemi:

1 2 3 4 ) 6
005 015 015 015 015 035 )°

Dolodite qo.3 in qo.5-

Ce je X zvezno porazdeljena in je q, kvantil za verjetnost «, velja kar:

Fx(qa) = .

Ce ima X v okolici tocke q, strogo pozitivno gostoto, je q. edini kvantil za
verjetnost o. Brz ko je torej gostota na nekem intervalu strogo pozitivna,
izven tega intervala pa enaka nic¢, so kvantili za vse verjetnosti iz (0, 1) natanc¢no
doloceni.

Mediana m = g/, je mera centralne tendence, semiinterkvartilni razmik:

¢ — q3/4 — q1/4
2

pa je ena od mer razprsenosti. Pozor: porazdelitvi:

(1_/%3 1(/)3 1}3) in (1_/%3 1(/)3 133)

imata enaki mediani, ne pa tudi matematicnih upanj.

23. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

1
@) = azap 720
0

; sicer

Pokazite, da E(X) ne obstaja, ter izracunajte njeno mediano in semiinterkvartilni
razmik.
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7. Pogojne porazdelitve in pogojevanje na slucajne
spremenljivke
Pogojna porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke glede na dogodek in glede na diskretno

slucajno spremenljivko. Pogojna verjetnost dogodka glede na poljubno slucajno spremenljivko.
Pogojna gostota. Pogojno matematicno upanje.

Pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na dogodek B opisemo
s pogojnimi verjetnostmi P(X € C' | B), kjer C' pretece vse merljive mnoZice.
Ce je X diskretna, lahko njeno pogojno porazdelitev opisemo s pogojno po-
razdelitveno shemo:

(P(X:ala1|B) P(X:azaﬂB) - )

1. Vrzemo tri poStene in neodvisne kovance in jih razporedimo v vrsto. Naj bo X
stevilo grbov pri prvih dveh kovancih. Nato pride Pepcek, na slepo izbere dva
razlicna kovanca in ju zamenja. Zdaj je na obeh prvih kovancih grb. Zapisite
pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na omenjeno opazanje.

2. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena geometrijsko Geom(1/3). Dolo¢ite njeno
pogojno porazdelitev glede na dogodek {X < 5}.

3. Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=2

<] |
I

N =] D

O»M»—‘EL—‘

o= O ool

s 1= |H ©

Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y = 2 in Y glede
na X = 0.
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Za vsako realno slucajno spremenljivko in vsak dogodek B s pozitivno verjetno-
stjo lahko pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na B opiSemo
s pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo:

Ce je pogojna porazdelitev zvezna, obstaja tudi pogojna porazdelitvena
gostota:

fxp(z) = F)/qB(«”U)-

Brz ko je X zvezno porazdeljena, je tudi njena pogojna porazdelitev zvezna —
glede na vsak dogodek s pozitivno verjetnostjo.
Ce je X porazdeljena zvezna z gostoto fx in P(X € C) > 0, je:

[x () ,
fxixec(z) =4 P(XeC) rec

0 ; sicer

Podobno velja tudi za zvezne slucajne vektorje.

4. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(\). Za vsak a > 0
dolo¢ite pogojno porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X glede na dogodek {X > a}.

5. Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno na intervalu

[0,1]. Dolo¢ite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na dogodek
{X <Y}

6. Racunalnik na slepo izbere realno stevilo X med 0 in 1. Tine ga pogleda in Tone
ga z verjetnostjo 1/2 vprasa, ali je to Stevilo manjse od 2/3, z verjetnostjo 1/2 pa,
ali je vecje od 1/3 (izbira vpraSanja je neodvisna od izbranega Stevila). Odgovor
je pritrdilen. Zapisite pogojno porazdelitveno gostoto izbranega stevila X glede na
dani odgovor (kaj to¢no je Tone vprasal Tineta, ne vemo).
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Pogojno matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X glede na dogodek
B je matematicno upanje, ki pripada ustrezni pogojni porazdelitvi, in ga ozna-
¢imo z E(X | B). Tako velja:

E(X|B)=) zP(X =z|B)
in splosneje:
E(h(X)|B) =) h(z) P(X =x|B).
Pogojno matematicno upanje ima vse lastnosti obicajnega matematicnega upa-

nja, npr. linearnost.
Podobno definiramo tudi pogojno disperzijo. Velja:

D(X | B) = E[(X — B(X | B))’ ‘ B} — E(X?| B)— (E(X | B))".

7. Zaslucajno spremenljivko X iz 1. naloge in dogodek B, da je po Pepckovi zamenjavi
na obeh prvih kovancih grb, izrac¢unajte £(X | B) in D(X | B). Prav tako izracu-
najte E(X | D) in D(X | D) za slucajno spremenljivko X iz 6. naloge in dogodek
D, da Tine odgovori pritrdilno.

Za vsako slucajno spremenljivko X in vsak dogodek B velja:

E(XZ) E(XZ)
P = T e

kjer je slucajna spremenljivka Z indikator dogodka B, t. j.
enaka 1 na dogodku B in 0 zunaj njega.

8. Naj bosta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki, pri ¢emer naj bo X porazdeljena
enakomerno na [0, 1], Y pa enakomerno na {0, 1,2}. Izracunajte (XY | 2X > Y).

Za vsako slucajno spremenljivko X z matematicnim upanjem in vsak popoln
sistem dogodkov Hy, Hy, Hs, ... velja izrek o polnem matemati¢nem upa-
nju:

E(X) = P(Hy) E(X | Hy) + P(Hz) E(X | Hy) + P(Hs) E(X | Hs) + - -

9. V prvi posodi je 6 belih in 4 rdece kroglice, v drugi pa 3 bele in 6 rdec¢ih. Najprej na
slepo premestimo eno kroglico iz prve posode v drugo, nato pa iz druge posode na
slepo in brez vracanja izvlecemo tri kroglice. Izracunajte pricakovano stevilo belih
med njimi.
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10. Posten kovanec mecemo, dokler ne padeta dve cifri zapored. Meti so med seboj
neodvisni. Izracunajte pricakovano stevilo vseh metov.

Pogojno verjetnost dogodka A glede na diskretno slucajno spremen-
ljivko Y lahko definiramo bodisi kot funkcijo, ki y slika v P(A | Y = y), bodisi
kot sluc¢ajno spremenljivko, ki jo oznac¢imo s P(A | Y): na dogodku {Y =y} s
pozitivno verjetnostjo definiramo:

PA]Y):=PA]Y =y),

na dogodku {Y = y} z verjetnostjo ni¢ pa vrednost izberemo poljubno, a
konstantno na celem dogodku. 'Tako dobimo slucajno spremenljivko, ki je
funkcija slucajne spremenljivke Y, dolocena pa je skoraj gotovo: poljubni
izbiri se z verjetnostjo ena ujemata.

Tako definirana slucajna spremenljivka je odvisna samo od informacije, ki jo
nudi Y (natanc¢neje o-algebre, generirane z Y): ¢e je g merljiva bijektivna
funkcija, je P(A | g(Y)) = P(A | Y) (natancneje, vsaka izbira, ki je dobra za
levo stran, je dobra tudi za desno stran).

11. Na kupu je 16 dobro premesanih kart, in sicer po Stirje asi, kralji, dame in fanti.
Naj bo A dogodek, da je prva karta as, z Y pa oznacimo Stevilo kraljev med prvimi
Stirimi kartami.

a) Dolo¢ite pogojno verjetnost dogodka A glede na Y.
b) Izracunajte E(P(A]Y)). Ali kaj opazite?

c) Dokazite, da za vsako diskretno slucajno spremenljivko Y in vsak dogodek A
velja:
E(P(A|Y)) = P(4).
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12.

13.

14.

15.

Pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na diskretno sluc¢ajno
spremenljivko Y opisemo s pogojnimi verjetnostmi P(X € C | Y), kjer C
pretece vse merljive mnozice. Tako dobimo slucajno verjetnostno mero. Ce
je X diskretna, lahko seveda njeno pogojno porazdelitev opiSemo s pogojno
porazdelitveno shemo:

<P(X:ala1|Y) P(XzazaﬂY) " )

Za poljubno realno sluc¢ajno spremenljivko X lahko definiramo pogojno kumu-
lativno porazdelitveno funkcijo:

Fxy(z)=P(X <z |Y) alitudi Fxy(z|y)=PX<z|Y =y),

za, zvezno porazdeljene pa pogojno gostoto: fx|y(x) je slucajna spremenljivka,
odvisna od z, fxy(z | y) pa je Stevilo, odvisno od x in y.
Lahko definiramo tudi pogojno matematicno upanje:

E(X|Y)=g(Y), Kkjerje gy)=EX|Y =y).

Funkciji g pravimo regresijska funkcija. Prav tako lahko definiramo pogojno
disperzijo D(X | Y) in podobno.

Naj bosta X in Y tako kot v 3. nalogi.

a) Doloc¢ite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke F(5X —2X? | Y).
b) Izracunajte E(E(5X —2X?|Y)). Ali kaj opazite?
c) Dokazite, da za wvsako slu¢ajno spremenljivko X in wsako diskretno slu¢ajno

spremenljivko Y velja:
E(E(X | Y)) = F(X).

Iz posode, v kateri so najprej ena rdeca, dve zeleni in sedem belih kroglic, na slepo in
brez vracanja vlecemo kroglice, dokler ne izvlecemo rdece. Naj bo X stevilo zelenih,
Y pa stevilo vseh izvlecenih kroglic.

a) Zapisite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y.
b) Izracunajte E(X |Y) in E(E(X |Y)). Ali kaj opazite?
c) Dokazite, da za vsako slu¢ajno spremenljivko X in diskretno sluc¢ajno spre-
menljivko Y velja E(E(X |Y)) = E(X).
Dani sta neodvisni slu¢ajni spremenljivki X ~ Pois(\) in Y ~ Pois(u). Dolocite

pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Z := X + Y.

Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki, pri cemer naj bo Y porazdeljena binomsko
Bin(2,1/2) terse E(X |Y) =Y in D(X | Y) =Y + 1. Izraunajte E(X) in D(X).
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16. Naj bodo X7, X5, ... neodvisne enako porazdeljene Bernoullijeve slu¢ajne spremen-

ljivke, t. j.:
l—p p

in naj bo N ~ Pois(\) neodvisna od slu¢ajnih spremenljivk X;. Oznac¢imo:
S=X1+Xo+---+Xy.

a) Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke S glede na N.
b

C

d

)
) Dolo¢ite brezpogojno porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke S.

) Dokazite, da sta sluc¢ajni spremenljivki S in 7" := N — S neodvisni.

) Dokazite, da, ¢e spremenimo porazdelitev slu¢ajne spremenljivke N, ni veé
nujno, da sta S in T neodvisni.

Opomba. Transformaciji, pri katerih iz slucajne spremenlivke N nastane slucajna
spremenljivka S, pravimo redcéenje (angl. thinning).

Ce je Y porazdeljena diskretno, X pa pogojno na Y porazdeljena zvezno z
gostoto fxy, je tudi brezpogojna porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X zvezna

z gostoto:

fx(x) = E[fxy(2)] .

17. Naj bodo X, Xs,... neodvisne slu¢ajne spremenljivke, porazdeljene eksponentno
Exp(A), N pa naj bo neodvisna od prej omenjenih slu¢ajnih spremenljivk in poraz-
deljena geometrijsko Geom(p). ZapiSite porazdelitveno gostoto slucajne spremen-
ljivke:

S=Xi+Xo+- -+ Xn.

Ce sta X inY slucajni spremenljivki in P(Y = y) > 0, se pogojna porazdelitev
slu¢ajne spremenljivke h(X,Y') glede naY = y ujema s pogojno porazdelitvijo
sluéajne spremenljivke h(X,y) glede na ta dogodek. Ce je X diskretna, torej
velja:

Eh(X,)Y)|Y =y]| = Zhwy X=zx|Y=y).

18. Naj bo slucajni vektor (X,Y’) porazdeljen tako kot v 3. nalogi. Izracunajte F(X |
Y =2), E(X?|Y =4)in E(X?Y?|Y =2).



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 41

Ce je X slucajna spremenljivka z matematiénim upanjem
in Y diskretna slucajna spremenljivka, velja:

E[Xg(Y)[Y]=E(X|Y)g(Y)
in posledi¢no:

E[X g(Y)] = E[E(X | V) g(Y)].

Za vsako slucajno spremenljivko X z matematicnim upanjem in vsako slucajno
spremenljivko Y obstaja slucajna spremenljivka Z, ki je funkcija slucajne spre-
menljivke Y in za katero je E[Z g(Y)] = E[X g(Y)] za vsako merljivo funk-
cijo g, za katero desna stran obstaja. Slucajna spremenljivka 7 je dolocena
do skoraj gotovega ujemanja natancno. Slucajni spremenljivki Z pravimo
pogojno matemati¢cno upanje glede na slucajno spremenljivko Y in
pisemo Z = E(X | Y). Velja tudi:

E[Xg(Y)|Y]=EX|Y)g(Y).

Regresijska funkcija je definirana kot E(X | Y =y) = h(y), kjer je h(Y) =
E(X |Y). Ni pa nujno natancno dolocena.

Pogojna verjetnost dogodka A glede na slucajno spremenljivko Y je defini-
rana kot pogojno matemati¢no upanje njegovega indikatorja Z: P(A |Y) =
E(Z1Y).

Pogojna porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na'Y je nabor pogoj-
nih verjetnosti P(X € C | Y), kjer C' pretece vse merljive mnozice. Lahko
jo gledamo tudi kot sluc¢ajno preslikavo C' — P(X € C'|Y), ki pa mora biti
povsod verjetnostna mera. V sploSnem ni nujno, da pogojna porazdelitev ob-
staja, a pogojne porazdelitve realnih (in mnogih drugih) sluc¢ajnih spremenljivk
vedno obstajajo.

Na podlagi pogojne porazdelitve lahko definiramo pogojno kumulativno po-
razdelitveno funkcijo, pogojno gostoto, pogojno matematicno upanje, pogojno
disperzijo itd. Definicija pogojnega matematic¢nega upanja poljubne funkcije
slucajne spremenljivke na podlagi pogojne porazdelitve se ujema s prvotno
definicijo.

19. Naj bodo Xi, Xs,... in N tako kot v 17. nalogi. Zapisite pogojno porazdelitev
slucajne spremenljivke N glede na S.

20. Slucajna spremenljivka U naj bo porazdeljena zvezno enakomerno na (0,1) in po-
gojno na U naj bo slucajna spremenljivka X porazdeljena binomsko Bin(n,U).
Dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke X in Se pogojno porazdelitev slucajne
spremenljivke U glede na X.
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Namig: Ker je X porazdeljena diskretno, je dovolj izracunati pogojne porazdelitve
slucajne spremenljivke U glede na dogodke {X = k}, kjer je k = 0,1,...n; le-te pa
lahko dobimo na podlagi pogojnih matemati¢nih upanj F [h(U ) | X = k], kjer je h
merljiva testna funkcija.

Opomba. Ta naloga sodi v Bayesovo statistiko: enakomerna porazdelitev je apriorna
porazdelitev slucajne spremenljivke U, zelimo pa izracunati njeno aposteriorno porazde-
litev glede na opazanje X.

21.

22.

23.

24.

25.

Za slucajni vektor (X,Y’) iz 3. naloge zapiSite porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk
E(X | Y) in D(X | Y), nato pa izraunajte $¢ D(E(X | Y)) in E(D(X | Y)).
Rezultata primerjajte z D(X). Kaj opazite?

Naj obstaja E(X?). DokaZite zvezo:
D(X)=D(EX|Y))+E(D(X|Y)).

Opomba: prvemu ¢lenu pravimo pojasnjena, drugemu ¢lenu pa nepojasnjena ali
rezidualna disperzija. 7 izrazom pojasnjena je misljena pojasnjenost z odvisno-
stjo slu¢ajne spremenljivke X od Y (t. j. slu¢ajna spremenljivka X ima za razlicne
vrednosti Y razli¢ne pogojne porazdelitve, z njimi pa lahko razli¢na pogojna mate-
mati¢na upanja).

Naj bo Y ~ Exp()), pogojno na Y pa naj bo X ~ Pois(Y). Izracunajte E(X?).

Ce je Y poljubna slucajna spremenljivka, X pa pogojno na Y porazdeljena
zvezno z gostoto fx|y, je tudi brezpogojna porazdelitev slucajne spremenljivke
X zvezna z gostoto fx(z) = E[fxy(z)].

Dani sta sluc¢ajni spremenljivki /V in 7. Slucajna spremenljivka N je porazdeljena
geometrijsko Geom(p) in pogojno na N naj ima 7" porazdelitev Gama(N, \). Dolo-
Cite brezpogojno porazdelitev slucajne spremenljivke 7'

Slucajni vektor (X,Y) je zvezno porazdeljen natanko tedaj, ko je hkrati zve-
zno porazdeljena slucajna spremenljivka Y in pogojna porazdelitev slucajne
spremenljivke X glede Y skoraj gotovo zvezna. Za ustrezne (pogojne) gostote
tedaj velja zveza:

fxy(@y) =) fxv(@|y).

Slu¢ajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

e sx>y>0
fX,Y(xmy) = { 0 - sicer

Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y in Y glede na
X.
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26.

27.

28.

Slu¢ajna spremenljivka X je porazdeljena standardizirano normalno N(0,1), po-
gojna porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede na X = z pa je normalna
N(0,1/|z]). Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y.

Slu¢ajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

3%y +2y?) ;x,y€l0,1
fX,Y(xay):{ ( 0 ) -sicer[ |

Izra¢unajte E(X |Y) in E(XY |Y).

Dvorazsezna normalna porazdelitev N(u, po, 01,09, p), kjer je 01,09 > 0
in —1 < p < 1, je porazdelitev z gostoto:

1 (@=p)? | pla—p)@=p2) _ _(y=p2)
p(‘T?y) - e 2(1—-p?)og (1-p*)o102 2(1—p?)o3 )
2mo1094/ 1 — p?

Ce ima slucajni vektor (X,Y) to porazdelitev, je X ~ N(uy,01) in
Y ~ N(,uz, 0'2>.

a) Naj ima slucajni vektor (X,Y’) dvorazsezno normalno porazdelitev

N(pu1, p2, 01,09, p). Dolo¢ite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke Y glede
na X = z.

b) Ce za rezultate prvega in drugega kolokvija iz verjetnosti in statistike za racu-
nalnicarje privzamemo model z dvorazsezno normalno porazdelitvijo, iz rezultatov
963 parov kolokvijev iz let od 1997 do 2010 dobimo naslednje ocene parametrov:

p1 =592, e =580,01 =20'1,00 =253,p=07291.

Na podlagi privzetega modela ocenite verjetnost, da bo kandidat, ki na prvem ko-
lokviju zbere 25 tock, kolokvije naredil, t. j. na obeh zbral skupaj vsaj 100 tock.
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8. Rodovne, momentno-rodovne in karakteristicéne
funkcije
Rodovne funkcije: osnove, konvolucijski izrek, procesi razvejanja. Momentno-rodovne funkcije,

kumulante, asimetrija, sploscenost. Neenakosti. Karakteristicne funkcije: osnove, povezava z
rodovnimi funkcijami, konvolucijski izrek, inverzna formula.

Rodovna funkcija
Gx(s) = E(sY)

Ceje X >0, je Gx(s) definirana za0 < s < 1 ali $e splo$neje za vse kompleksne
s z |s| <1, ki ne pripadajo [—1,0).
Ce je X celostevilska, je Gx(s) definirana za vse kompleksne s z |s| = 1.
Ce ima X vrednosti v Ny, je Gx(s) definirana za vse kompleksne s z |s| < 1.
Ce je X ~ ( i a2 Ay ,je Gx(8) = p18™ + pas® + p3s™ + - .
pP1 P2 PpP3 -
k
_GY)

Ce ima X vrednosti v Ny, je P(X = k) T

Velja se E(X) = G'x(1). Splosneje,

E[X(X-1)...(X —k+1)] =6G%(1).

1. Izracunajte rodovno funkcijo slucajne spremenljivke X, porazdeljene po Poissonu
Pois()). Izracunajte e E(X) in D(X).

2. Izracunajte rodovno funkcijo geometrijske porazdelitve Geom(p) ter Se matemati¢no
upanje in disperzijo.

Ce sta X in Y neodvisni, je Gx.y = Gx Gy.

3. Naj bosta X ~ Geom(1/2) in Y ~ Geom(1/3) neodvisni slu¢ajni spremenljivki.
Dolocite porazdelitev njune vsote.

1
4. Naj bo X ~ Bin(n,p). S pomoéjo rodovne funkcije izracunajte £ (H—X)

5. Janez ima dva otroka, ki Se nimata svojih otrok. Za vsakega od njiju je porazdelitev
Stevila otrok, ki jih bo imel, enaka:

( 1?2 1}4 134) '

Privzamemo Se, da sta stevili otrok Janezovih otrok neodvisni. Dolocite porazdelitev
stevila njegovih vnukov.
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6. Nika se nima otrok. Porazdelitev stevila njenih bodocih otrok je enaka:

( 194 1}4 134 1?4 ) ’

porazdelitev stevila otrok vsakega eventuelnega Nikinega otroka pa je enaka:

( 132 1}4 134 ) '

Privzamemo Se, da so Stevila otrok Nikinih otrok neodvisna. Dolocite matemati¢no
upanje Stevila Nikinih vnukov in Se verjetnost, da Nika ostane brez vnukov.

Ce so X1, Xs,... neodvisne in enako porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke z
rodovno funkcijo Gy in je N slucajna spremenljivka z vrednostmi v Ny, ne-
odvisna od slucajnih spremenljivk X; in z rodovno funkcijo G, ima vsota
X; + Xo+ ...+ Xy rodovno funkcijo G(s) = G1<GQ(S)).

7. Naj bodo N in Xy, X5, X3, ... neodvisne slucajne spremenljivke, pri ¢emer naj bo
N ~ Geom(a) in X; ~ Geom(b) za vse i. Dolocite porazdelitev vsote X; + X +
oo+ Xy

8. Maks prav tako Se nima otrok. Porazdelitev Stevilo njegovih otrok in Stevila otrok
posameznega njegovega potomca je enaka:

( 1?6 1}3 132 ) ‘

Privzamemo Se, da so Stevila otrok vsakega posameznika neodvisna. Dolocite ver-
jetnost, da bo Maksovo potomstvo neko¢ izumrlo.

Pri procesu razvejanja, pri katerem so stevila neposrednih potomcev vsakega
posameznika neodvisna in enako porazdeljena z rodovno funkcijo G, je verje-
tnost, da proces izumre, enaka min{s € [0,1] ; G(s) = s}.

Ce je E(X) < 1, proces izumre z verjetnostjo ena.

Ce je X > 1, proces izumre z verjetnostjo nic.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

Moment reda r je matematiéno upanje r-te potence: m, = E(X").
Centralni moment reda r je matematicno upanje r-te potence centrirane

slucajne spremenljivke: ¢, := F [((X — E(X))r} Drugi centralni moment je
torej ravno disperzija.
Momentno-rodovna funkcija je eksponentna rodovna funkcija momentov:

mo ms
MX<t):E(6tX> :1+m1t+7t2+§t3+

Tudi c¢e so vsi momenti definirani, momentno-rodovna funkcija ni nujno defi-
nirana za vse t (lahko se zgodi, da je definirana le zat = 0).
Ce je X celostevilska, je tudi:

Mx(t) == Gx<€t) .

Ce sta X in'Y neodvisni, je M x.y = M x My.

Naj bo a < b. Doloc¢ite momentno-rodovno funkcijo enakomerne porazdelitve na
intervalu [a, b].

Naj bo A > 0. Dolocite vse momente in momentno-rodovno funkcijo eksponentne
porazdelitve na intervalu Exp()). Kje je definirana? Izracunajte Se tretji centralni
moment.

Naj bo A > 0. Doloc¢ite momentno-rodovno funkcijo Poissonove porazdelitve
Pois()). Kje je definirana?

Izracunajte momentno-rodovno funkcijo in vse momente standardne normalne po-
razdelitve.

Izracunajte momentno-rodovno funkcijo splosne normalne porazdelitve. Na pod-
lagi tega sklepajte o porazdelitvi vsote neodvisnih normalno porazdeljenih sluc¢ajnih
spremenljivk.

Izracunajte momentno-rodovno funkcijo porazdelitve gama. Kje je le-ta definirana?
Na podlagi tega sklepajte o porazdelitvi vsote dolo¢enih neodvisnih sluc¢ajnih spre-
menljivk s to porazdelitvijo.

Kumulante so odvodi logaritma momentno-rodovne funkcije v izhodiscu:

kir(X) == (In M x)™(0).

Izracunajte vse kumulante normalne porazdelitve N(u, o).

a) Koliko je enaka prva kumulanta?
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b) Dokazite, da so viSje kumulante invariantne za translacije: za r > 2 velja
Re(X +a) = k. (X).

c) Izrazite k,(aX) s k. (X).

Asimetrija:
k3(X)

3/2
(D(x))"
Ce sta a > 0 in b konstanti, je A(aX + b) = A(X).

Sploséenost (kurtozis):

/<L4(X)

K(X =——=
=)

Ce sta a # 0 in b konstanti, je K(aX +b) = K(X).

17. Izrazite drugo, tretjo in cetrto kumulanto ter Se asimetrijo in splos¢enost s central-
nimi momenti. Namig: pomagajte si z razvojem v potencne vrste.

18. Naj bo a < b. Izracunajte prve stiri kumulante ter asimetrijo in splos¢enost enako-
merne porazdelitve na intervalu [a, b].

19. Naj bo A > 0. Izracunajte drugi, tretji in cetrti centralni moment Poissonove
porazdelitve Pois(\).

Neenacba Markova: ce je X > 0, za vsak x > 0 velja ocena:

E(X)

P(X >x) <
x

Dostikrat se namesto slucajne spremenljivke X splaca vzeti kaksno njeno funk-
cijo. Tako lahko dobimo neenaébo Cebiseva:

D(X)

P(IX - BE(X)[ > t) < —3

Dobre ocene pa c¢esto dobimo tudi iz momentno-rodovne funkcije:

P(X>z)<e™Mx(t).

20. Slucajna spremenljivka S je porazdeljena binomsko Bin(200, 1/2). Navzgor ocenite
P(X > 150):

a) s pomo¢jo neenacbe Markova,
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b) s pomodjo neenacbe CebiSeva z upostevanjem simetrije;

c) s pomod¢jo momentno-rodovne funkcije.

21. Slucajne spremenljivke X7, X5, ... X, naj bodo neodvisne in naj imajo standardno
Laplaceovo porazdelitev, t. j. porazdelitev z gostoto:

f(e) = pe,

Oznacimo S,, := X1 + Xo + --- + X,,. Ocenite P(S5 > 5) in P(Sy > 20), in sicer z
uporabo neenakosti Cebiseva in simetrije ter z uporabo momentno-rodovne funkcije.

Karakteristicna funkcija
Ox(t) = E(e")

Definirana je za vsak t € R.

Velja tudi ¢ (t) = M x(it). Brz ko je momentno-rodovna funkcija definirana
za kaksno nenicelno realno stevilo, lahko karakteristicno funkcijo izracunamo
ze iz vrednosti momentno-rodovne funkcije na realnih stevilih, in sicer tako, da
jo ustrezno analiticno razsirimo.

Ce je X celostevilska, je tudi:

Ox(t) = GX(eit) .

22. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena geo-
metrijsko Geom(p).

23. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena eks-
ponentno Exp(\).

24. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena zve-
zno z gostoto fy(z) = te7lol.

Ce sta X in Y neodvisni, je ¢,y = ¢x by

25. Karakteristicna funkcija binomske porazdelitve.
26. Karakteristicna funkcija negativne binomske porazdelitve.

27. Karakteristi¢cna funkcija porazdelitve gama.
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28.

29.

30.

31.

Inverzna formula

Ce je slucajna spremenljivka X porazdeljena zvezno z gostoto p, ki je v dani
tocki x odvedljiva, velja formula:

pa) =5 [ otear

kjer je ¢ karakteristicna funkcija slucajne spremenljivke X (pod pogojem, da
zgornji integral obstaja).

Slucajna spremenljivka X ima naslednjo karakteristi¢cno funkcijo:

L—|z| 5]z <1

Ox(t) = { 0 : sicer

Rekonstruirajte njeno porazdelitev.

Rekonstruirajte porazdelitev slucajne spremenljivke s karakteristicno funkcijo

Ox(t) = e M.
Rekonstruirajte porazdelitev slucajne spremenljivke s karakteristicno funkcijo:

B cost + 2cos®t + 2isintcost

6x() -

Neodvisne slucajne spremenljivke X7,... X, imajo Cauchyjevo porazdelitev, t. j.
zvezno porazdelitev z gostoto:

1

p(z) = 7T(1—+$2)

Dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke:

Xt X,
n n

X
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9.

Limitni izreki

Sibki in krepki zakon velikih §tevil. Centralni limitni izrek.

Zaporedje slucajnih spremenljivk X1, X, ... konvergira proti slucajni spremen-
ljivki X :
— skoraj gotovo (X, —2— X), ¢e velja P(lim,_o0 X, = X) = 1;
n—oo

— v verjetnosti (X, L, X), ¢e za vsak € > 0 velja
Ty oo P(1X, — X| < 2) = 1.
— v porazdelitvi ali tudi Sibko (X, 4. X), ¢e velja ena izmed nasle-
dnjih dveh ekvivalentnih trditev: "
e Za vsak x, kjer je Fx zvezna, velja lim,_,, Fx, () = Fx(z).
e Za vsako zvezno in omejeno funkcijo h velja lim,, E(h(Xn)) =
E(h(X)).

Iz skoraj gotove konvergence sledi konvergenca v verjetnosti, iz nje pa Sibka
konvergenca.

Krepki zakon velikih stevil Kolmogorova. Ce so sluc¢ajne spremenljivke
Xi, Xa, ... neodvisne in enako porazdeljene ter ¢e obstaja u = E(X,) (t. j.
E(|X,]) < ), velja:

Xi+Xo 4+ 4+ X, e

n n—oo

50

1. Standardni slucajni sprehod je zaporedje slu¢ajnih spremenljivk S,, = X;+---+ X,

kjer so X1, X5, ... neodvisne in:

s~ (72 12

Ali zaporedje S,,/n konvergira proti ni¢ v verjetnosti? Kaj pa skoraj gotovo?

2. Naj bo spet S,, standardni slucajni sprehod. Pokazite, da se le-ta skoraj gotovo vrne

v izhodisCe, t. j. da z verjetnostjo 1 obstaja tak n € N, da je .S, = 0.

3. Naj bo S,, nesimetricni slucajni sprehod, torej S, = X1+ -+ X, kjer so X1, X, ...

neodvisne in:

-1 1
X,‘N .
<1—p p)

Za vsak k € Z izracunajte verjetnost, da sprehod (Se) kdaj obisce stanje k.
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4. Naj bo spet 5, standardni sluc¢ajni sprehod. Definirajmo sluc¢ajne spremenljivke T,
po predpisu:

Su g 40
n

2 ;5,=0

T, =

Pokazite, da zaporedje T, konvergira proti ni¢ v verjetnosti, vendar pa je skoraj
gotovo divergentno.

5. Dokazite, da iz konvergence v porazdelitvi ne sledi nujno konvergenca v verjetnosti,
pac pa to sledi, ¢e gre za konvergenco proti konstantni slu¢ajni spremenljivki.
6. Dan je naslednji prototip trditve:

Ce X,, konvergira proti X in 'Y, konvergira proti Y, tudi X, + Y, konvergira proti
X+Y.

Raziscite, kako je z njegovo veljavnostjo pri skoraj gotovi konvergenci ter konvergenci
v verjetnosti in porazdelitvi.

7. Dokazite izrek Sluckega: ¢e X, konvergira proti X in Y, konvergira proti konstanti
¢ (oboje v porazdelitvi), tudi X,, + Y,, konvergira proti X + c.

Centralni limitni izrek

Ce je S vsota veliko neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk z dovolj lepimi poraz-
delitvami, od katerih nobena posebej ne izstopa, je priblizno S ~ N(u, o), kjer
je u = E(S) in 0? = D(S), torej je:

Pla< S <b), P(aSSgb)mb(b_”)—@(G_“).

o o

CejeS=X,+Xy+---+X, inso Xi,...X, neodvisne, je seveda:

E(X)) + E(Xy) + -+ B(X,)

il
2= D(X1)+ D(Xy) + -+ D(X,).

g

8. Slucajne spremenljivke X7, ... X 99 so neodvisne in porazdeljene diskretno po na-

slednji shemi:
1 2 3 4
05 01 03 01

Ocenite P(170 < X7 + -+ + Xjg0 < 210) in utemeljite odgovor.

9. Slucajna spremenljivka X ima porazdelitev hi kvadrat s 100 prostostnimi stopnjami.
Priblizno izrac¢unajte P(X > 110) in P(90 < X < 110). Odgovor utemeljite!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Slucajne spremenljivke X7, X, ... X,, naj bodo neodvisne in naj imajo standardno
Laplaceovo porazdelitev, t. j. porazdelitev z gostoto:

flz)=ze .
Oznacimo S,, ;= X1+ Xo+- - -+ X,,. PribliZno izrac¢unajte P(S5 > 5) in P(Sy > 20).

Slu¢ajne spremenljivke Uy, ... Ujgy so porazdeljene enakomerno na intervalu [0, 1],
slucajne spremenljivke V7, ... Vigo pa diskretno po shemi:

(2}3 133) '

Vse omenjene slucajne spremenljivke so med seboj neodvisne.
a) Definirajmo X; := U;V;. Izrac¢unajte E(X;) in D(X;).
b) Najbo S := X; + Xs + -+ + Xjgo. Priblizno izracunajte P(S < 60).

Potapljac se potaplja, dokler ne nabere 80 biserov. Pri vsakem potopu nabere najvec
en biser, pa Se tega le z verjetnostjo 20%. Potopi so med seboj neodvisni.

a) Koliksno je pri¢akovano $tevilo potopov (matemati¢no upanje)?

b) Ocenite verjetnost, da se bo moral potopiti ve¢ kot 450-krat. Odgovor uteme-
ljite (mozni sta dve uporabi centralnega limitnega izreka)!

Slucajne spremenljivke X7, X5, ... X090 so neodvisne in porazdeljene diskretno po

shemi:
(0 1 2)
p 1-2p p)~

Oznacimo S := X; 4+ X5 + - -+ + Xjgo. Priblizno dolocite vrednost parametra p, pri
kateri je P(S < 90) = 0°05.

Naj bodo X, X5, X3,... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene diskretno

po predpisih:
—n 0 n
Xy ~ < I T ) :
2n2 n?  2n?2
Pokazite, da za njihove delne vsote centralni limitni izrek ne velja, ¢eprav imajo

slucajne spremenljivke X, enaka matematicna upanja in disperzije.

Slucajne spremenljivke X7, X5, ... Xj90 so neodvisne in porazdeljene diskretno po

shemi:
(15 25 )

Ozna¢imo S = 10X; + X5 + X3+ -+ + Xjg0. Priblizno izracunajte P(S < 40).

Slucajne spremenljivke X, Y7, Y5, ... Yigo so neodvisne, pri ¢emer je P(X = 1) = 2/3,
P(X =2)=1/3, E(Y;) = 3 in D(Y;) = 100. Slucajne spremenljivke Y7, ... Y00
so tudi enako porazdeljene. Ozna¢imo S = X(Y; + Yo + -+ 4+ Yjg). Priblizno
izracunajte P(400 < S < 500).



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 53

10. Zadostne in postranske statistike

Zadostnost statistik. Fisher-Neymanov faktorizacijski izrek. Minimalne zadostne statistike.
Eksponentne druzine porazdelitev. Postranske statistike, uporaba Basujevega izreka.

Statistika T', ki temelji na opazanju X, t. j. T = t(X), je
zadostna za model, v katerem je verjetnost odvisna od
parametra 0, ¢e je pogojna porazdelitev opazanja X glede
naT neodvisna od 6 (pri klasi¢ni statistiki je to neodvisnost
v funkcijskem smislu).

1. Dokazite, da je pri Bernoullijevem zaporedju poskusov, od katerih vsak uspe z
verjetnostjo 0, Stevilo uspesnih poskusov zadostna statistika za 6.

2. Denimo, da zaporedje poskusov tvori markovsko verigo z zacetno verjetnostjo uspe-
ha ¢ in prehodno matriko:

P— Doo Po1| _ —% %
Do P =6 11

To pomeni, ¢e X = 1 pomeni, da k-ti poskus uspe, X; = 0 pa, da ne uspe, velja:
Po(X:=1)=90,
Po(Xpy1 = g1 | Xa =21, ... Xg = x5) = Pepar s kK=12,...n—1.
a) Dokazite, da vsak poskus uspe z verjetnostjo 6.
b) Dokazite, da Stevilo uspelih poskusov ni zadostna statistika za 6.
c) Poiscite kaksno zadostno statistiko, katere razseznost ni odvisna od velikosti

vzZorca.

3. Naj bo X opazanje v statisticnem modelu, kjer je verjetnost odvisna od parametra
0 € ©. Statisticni model naj bo diskreten, kar pomeni, da opazanje skoraj gotovo
zavzame vrednosti le v neki Stevni mnozici, neodvisni od 6. Naj bo T = ¢(X)
statistika. Dokazite naslednjo ekvivalenco:

(1) T je zadostna.

(2) Obstajata taki funkciji p in g, da je:
Pyo(X =) = p(x) g(t(x),0) (%)

za vse x in ©.

(3) Brz ko je t(x1) = t(xs), sta verjetnosti Py(X = x1) in Py(X = x3) sorazmerni,
kar pomeni, da je bodisi Py(X = x1) = 0 za vse § € O, bodisi obstaja tak k,
neodvisen od 6, da je Py(X = z3) = k Py(X = 1) za vse § € ©.

Opomba: ekvivalenci (1) < (2) pravimo Fisher—Neymanov faktorizacijski izrek.
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Fisher—-Neymanov faktorizacijski izrek v sploSnem

Ce je px(x,0) verjetnostna funkcija ali pa gostota opaZanja X, je statistika
T = t(X) zadostna za parameter 0 natanko tedaj, ko obstajata taki funkciji p
in g, da je:

px($7 9) = p(ZE) g(t(l’), 0)

za vse x in ©.

4. Poiscite kaksno enorazsezno zadostno statistiko za Poissonovo porazdelitev Pois()),
kjer imamo na voljo vzorec neodvisnih opazanj Xi,...X,,.

Zadostna statistika S je minimalna, ce je skoraj gotovo funkcija vsake zado-
stne statistike. Natancneje, za vsako zadostno statistiko T morata obstajati
taka merljiva funkcija h in tak dogodek A, ki ima pri vseh vrednostih parame-
trov verjetnost ena, da na A velja S = h(M).

5. Opazanje X je porazdeljeno diskretno po shemi:
1 2 3 4 5 6
a a® 2a® 4a 3a® b

b) Pri katerih vrednostih parametra a je z zgornjo shemo dolo¢ena porazdelitev
slucajne spremenljivke?

a) lzrazite b z a.

c) Pois¢ite minimalno zadostno statistiko za model, pri katerem a zavzame vse
vrednosti iz prejsnje tocke.

d) Pois¢ite minimalno zadostno statistiko za model, pri katerem a zavzame le
robni vrednosti iz prejSnje tocke.

Eksponentna druzina porazdelitev je tista, pri kateri se da verjetnostna funk-

cija ali gostota zapisati v obliki:
px(x) = () glan, .. o) M D ezt @

Pri zgoraj opisani druzini je (hl(X )y oo (X )) zadostna statistika za to druZi-

no. Pravimo ji pripadajoca (zadostna) statistika.

Naboru oy, ... q,, pravimo naravni nabor parametrov za ta zapis, mnozico
v R™, ki jo pretece, pa imenujemo parametri¢ni prostor.

6. Dookazite, da je druzina Bernoullijevih porazdelitev:

(120 0)

eksponentna. Dolocite parametri¢ni prostor. Poskusite to storiti tako, da bo Stevilo
naravnih parametrov ¢im manjse. Nato enako storite Se za binomsko porazdelitev
Bin(n, p).
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Ce parametriéni prostor eksponentne druzine vsebuje afino neodvisno
mnozico (denimo oglis¢a neizrojenega simpleksa) ali, ekvivalentno,
¢e so parametri 1, oy, s, ...q,, linearno neodvisni, je pripadajoca
zadostna statistika minimalna.

7. Pokazite, da je vzor¢na vsota minimalna zadostna statistika za parameter pri Pois-
sonovi porazdelitvi, ¢e imamo na voljo vzorec neodvisnih opazanj Xi,...X,,.

Ce porazdelitev statisti¢ne spremenljivke X pripada eksponentni druZini, ki
ima za dolocen naraven nabor parametrov pripadajoco zadostno statistiko
h(X) = (hl(X), . hm(X)), eksponentno druzino tvori tudi porazdelitev
sluc¢ajnega vektorja (Xi,...X,) neodvisnih kopij spremenljivke X (torej
porazdelitev vzorca n neodvisnih opazanj). Parametri¢ni prostor je isti,
pripadajoca zadostna statistika pa je h(X;) + h(Xs) + --- + h(X,,). Tako
lahko tudi iskanje minimalne zadostne statistike pri vzorcu ve¢ opazanj
prevedemo na iskanje le-te pri enem samem opazanju.

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka je na populaciji definirana statisti¢na spre-
menljivka X s porazdelitvijo iz dane druzine, na voljo pa imamo vzorec, na katerem ima
dana spremenljivka vrednosti X7, X5, ... X, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in poraz-
deljene enako kot X.

8. Poisc¢ite minimalno zadostno statistiko za:

a) normalno porazdelitev N(pu, o), kjer je u neznan, o pa znan;

b) normalno porazdelitev N(u, o), kjer je o neznan, p pa znan;

d

)
)
c¢) normalno porazdelitev N(u, o), kjer sta oba parametra neznana,
)
e) normalno porazdelitev N(a, a).

normalno porazdelitev N(a, \/a);
(

9. Poiscite minimalno zadostno statistiko za porazdelitev gama, kjer sta oba parametra
neznana.

Statistika U je postranska (angl. ancillary), ¢e njena po-
razdelitev ni odvisna od parametra.

Postranske statistike so med drugim pomembne pri testi-
ranju statisticnega modela, v katerem so postranske, proti
Sirsemu modelu (ve¢ o tem v 13. razdelku).

10. Denimo, da statisti¢ni model predvideva normalno porazdelitev N(1, 1) ali pa
N(—1,1). Poiséite kaksno netrivialno postransko statistiko.
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11.

12.

13.

14.

Pois¢ite postransko statistiko za normalno porazdelitev N(u, o), katere zaloga vre-
dnosti ima ¢imvecjo dimenzijo:

a) Ce je p neznan, o pa znan;

b) ¢e je o znan, p pa neznan;

c) Ce sta p in o oba neznana.

Brz ko naravni parametricni prostor eksponentne druzine vsebuje kaksno od-
prto mnozico v R™, je pripadajoc¢a zadostna statistika (hl(X), o hm(X)) ne-
odvisna od katere koli postranske statistike pri vseh vrednostih parametrov.

Iz postranskih statistik iz 11. naloge potegnite zakljucke o neodvisnosti pomembnih
statistik pri Gaussovih modelih.

Za testiranje hipoteze, da je sluCajna spremenljivka porazdeljena normalno N(,u,_a),
kjer je o dan, 4 pa neznan, lahko uporabimo postransko statistiko > "  (X; — X)%
Dolocite njeno porazdelitev.

Za testiranje hipoteze, da je slu¢ajna spremenljivka porazdeljena normalno N(u, o),
kjer je i dan, o pa neznan, lahko uporabimo postransko statistiko:

X —p
U := .
\/Z?:1(Xi — p)?

Vendar pa navadno uporabimo Studentovo statistiko:

X —p
\/Z?:1<Xi - X)2
Dokazite, da sta statistiki 7" in U v deterministi¢ni bijektivni korespondenci in zato

ekvivalentni (¢e smo natan¢ni, se moramo v resnici omejiti na dogodek z verjetnostjo
ena). Dolocite Se porazdelitev statistike 7.

T .=

n(n—1).
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11.

Tockasto ocenjevanje in vzorcenje

Doslednost in nepristranskost. Srednja kvadrati¢na napaka. Pridobivanje cenilk: metoda mo-

mentov in metoda najvecjega verjetja, nepristranske cenilke z enakomerno najmanjso disperzijo.

1.

Cenilka Aé karakteristike ( je nepristranska, c¢e je F (f ) = (. Pristranskost
cenilke ( definiramo kot:

~ ~

B(¢) = E(¢) = ¢

Cenilka je dosledna, ce za vsak € > 0 velja:

lim P(I¢ ¢ <) =1.

Zadosten pogoj za doslednost je, da velja lim,, . q(f) = 0, kjer je q(é) srednja
kvadrati¢na napaka, definirana po predpisu:

2N 2

0(¢) = E[((-¢)? =D+ (B(Q)".

Manjsa kot je srednja kvadraticna napaka, ucinkovitejsa je cenilka.

Iz populacije velikosti N vzamemo vzorec velikosti n. Na populaciji je definirana
statisti¢na spremenljivka X, njene vrednosti na populaciji oznac¢imo z x1, zs, . . . Ty,
na vzorcu pa z X1, Xo,...X,. Tedaj lahko definiramo populacijsko povprecje:

T1+To+ -+ TN

pi=EX) = N

in vzoréno pouvprecje:
o X1+ Xo+--+ X,

n

Dokazite, da je X nepristranska cenilka za pu, in izracunajte srednjo kvadrati¢no
napako. Je to dosledna cenilka? Locite dve moznosti, in sicer, da gre za enostavni
sluc¢ajni vzorec s ponavljanjem in brez ponavljanja.

Ce vrednosti X1, ... X, razli¢nih opazanj dolocene statisti¢ne spremenljivke uredimo
po velikosti, dobimo wvrstilne statistike:

Xy <X < <Xy

a) Privzemimo, da so Xji,...X, neodvisna opaZanja statisticne spremenljivke,
porazdeljene zvezno enakomerno na (0,1). Izracunajte matemati¢na upanja
vseh vrstilnih statistik.

b) Najbodo Xi,... X, neodvisna opazanja statisti¢ne spremenljivke, porazdeljene
zvezno enakomerno na poljubnem intervalu. Poiscite nepristransko cenilko za
kvantil porazdelitve za verjetnost p, ki temelji na danih dveh vrstilnih stati-
stikah X ;) in X(;, kjer sta 7 in j razlicna. Seveda mora biti funkcija statistik
X in X(;) neodvisna od intervala.
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c)

d)

)

Ce predpisemo i in 7, za katera p je cenilka enaka kar X (i) 0z. X(;)7 Se to ujema
z ustreznima vzor¢nima kvantiloma (ki ju definiramo kot kvantila porazdelitve,
ki jo dobimo, ¢e na slepo izberemo enoto vzorca)? Kako bi s pomodjo tega
poljudno opisali cenilko za kvantil za poljubno verjetnost?

Pri konstrukeciji cenilke za g, pri danem p lahko 4 in j poljubno izberemo. Kateri
vrstilni statistiki pa je smiselno izbrati, ¢e p ni preblizu 0 ali 17

Izracunajte ustrezno oceno prvega kvartila populacije, za katero privzamemo,
da je porazdeljena zvezno enakomerno, pri vzor¢nih vrednostih:

3, 6, 14, 16, 17, 17, 18, 20.

3. Pri stratificiranem vzorcenju populacijo razdelimo na ve¢ podpopulacij — stratumov
—in iz vsakega vzamemo vzorec predpisane velikosti. Recimo, da je populacija velika
in da so delezi posameznih stratumov v celotni populaciji enaki py, ps, ... p,.

Na populaciji imamo spet definirano populacijsko spremenljivko X. Na i-tem stra-

tumu naj ima X povprecje p; in disperzijo o

a)

2

2.

Oznacimo z X1, X, ... X, zozitve populacijske spremenljivke X na posamezne
stratume. Dokazite, da za poljubno funkcijo f velja:

E[f(X)] =D E[f(X1>] + P2 E[f(X2)] +"'+prE[f(Xr)} :

Pravimo, da je porazdelitev statisticne spremenljivke X mesanica porazdelitev
statisticnih spremenljivk X, Xo, ... X,.

Naj bo i povprecje, o2 pa disperzija statisti¢ne spremenljivke na celi populaciji.
Izrazite p in 02 z p; in o2

Iz vsakega stratuma vzamemo enostavni sluc¢ajni vzorec — iz i-tega stratuma
vzorec velikosti n;. Oznacimo z X, ... X, vzoréna povpredja na teh stratumih.
Zapisite nepristransko cenilko za u, ki temelji na teh vzorénih povprecjih, in
izracunajte njeno disperzijo za primer, ko so delni vzorci majhni v primerjavi
s stratumi.

Dokazite, da je le-ta pri proporcionalnem stratificiranem vzorcenju, t. j. n; =
np;, kjer je n velikost celotnega vzorca, manjsa ali enaka disperziji cenilke, ki
bi jo dobili iz enostavnega slucajnega vzorca brez stratifikacije.

Recimo, da vzamemo dovolj velik vzorec in da poznamo disperzije znotraj
stratumov. Priblizno kako velike vzorce moramo vzeti iz posameznih stratumov
pri doloceni velikosti celotnega vzorca, da bo disperzija cenilke X najmanjsa?

4. Niso vedno vse enote v vzorcu z enako verjetnostjo. Vzorc¢ni nacrt je lahko zasnovan
celo tako, da niso nujno vsi vzorci enako veliki. Predstavimo vzorec s slucajno
mnozico S in za razli¢ne enote i1, is, . .. i oznacimo:

Tivig-ip +— P(’Ll S S, iQ, S S, . .’ik € S) .
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Homogene linearne statistike spremenljivke X na tako predstavljenih vzorcih so

oblike:
Z a;x; ,
€S

kjer je x; vrednost spremenljivke X na ¢-ti enoti.

a) Recimo, da Zelimo oceniti populacijsko povpre¢je dane spremenljivke s homo-
geno linearno statistiko. Pokazite, da obstaja najvec ena izbira koeficientov aj,
pri katerih je ta statistika nepristranska (kdaj obstaja?). Pravimo ji Horvitz—
Thompsonova cenilka.

b) Kaj je Horvitz—Thompsonova cenilka na enostavnih slu¢ajnih vzorcih brez po-
navljanja?

¢) Denimo, da iz populacije velikosti 10 izberemo enostavni slu¢ajni vzorec veli-
kosti 3 s ponavljanjem (in ga nato zapiSemo kot mnozico). Izra¢unajte vre-
dnost Horvitz—Thompsonove cenilke za vzorce (1,2,3), (21,22,23), (1,4,1) in
(4,1,4). Komentirajte!

d) Izracunajte disperzijo Horvitz—Thompsonove cenilke.

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka je, ¢e ni doloceno drugace, na populaciji de-
finirana statisticna spremenljivka X s porazdelitvijo iz dane druzine, na voljo pa imamo
vzorec, na katerem ima dana spremenljivka vrednosti X1, X5, ... X,,, pri ¢emer so vredno-
sti neodvisne in porazdeljene enako kot X.

5. Je vzorcéno povprecje dosledna cenilka parametra a pri zvezni porazdelitvi z gostoto:
1

o) = T w—ap) |

Metoda momentov temelji na tem, da za cenilke populacijskih momentov
my, = E(X*) vzamemo:

X+ XE 4+ XD
n

myg

Ce zelimo oceniti karakteristiko (, jo najprej izrazimo kot funkcijo momentov:
¢ = g(my,...m,). Njena cenilka po metodi momentov je ista funkcija vzorc¢nih
momentov: CA = g(myq,...m,). Cenilke my, so nepristranske in dosledne, zato
so tudi cenilke ék, dobljene po metodi momentov, vedno dosledne. Niso pa
nujno nepristranske.

6. Statistina spremenljivka je porazdeljena enakomerno na [0, a].

a) Poiscite cenilko za a, ki temelji na prvem momentu.
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b) Na podlagi cenilke iz prej$nje tocke ocenite a iz vzorca:
1, 2, 1, 3, 10.

Kaj opazite?

c) Dokazite, da za prejsnji vzorec dobimo smiseln rezultat, ¢e vzamemo kaksen
vi§ji moment.

7. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(1/«), kjer je a > 0
neznan parameter. Po metodi momentov poiscite cenilko za a. Je cenilka nepri-
stranska? Je dosledna?

8. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 01 2
1—2a—b a b a
Po metodi momentov poiscite cenilki za parametra a in b. Ocenite ju iz naslednjega
vzorca:

~1,0,1,1,0,0, =1, 2,1, 2

9. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

Po metodi momentov poisc¢ite cenilko za neznani parameter «.

10. Statisti¢na spremenljivka X naj ima kon¢no disperzijo o2.

2

a) Po metodi momentov poiscite cenilko za ¢° in pokazite, da je le-ta vedno

pristranska.

b) Oznacimo cenilko iz prej$nje tocke s 62. PokaZite, da obstaja tak faktor &’
odvisen le od velikosti vzorca, da je S? := k'6? nepristranska cenilka za o2

¢) Privzemimo, da ima X koncen Cetrti moment. Izra¢unajte srednji kvadratiéni
napaki cenilk % in S2.

d) Naj bo X porazdeljena normalno. Pokazite, da obstaja tak faktor k*, odvisen
le od velikosti vzorca, da je k*6? najucinkovitejsa izmed cenilk oblike k&2,
k > 0. Izracunajte Se q(k*6?).

11. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena po Poissonu Pois(\). Dokazite, da sta
X in:

X=X+ (X, - X)?
n—1

512 ::(

obe nepristranski cenilki za A\. Katera ima manjso disperzijo?
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Metoda najvecjega verjetja

Naj bo px(x;0) verjetnostna funkcija ali gostota (verjetje) porazdelitve opaza-
nja X, ki je odvisna Se od parametra . Cenilka za 6 po metodi najvecjega
verjetja (maksimalne zanesljivosti) pri opazanju X je tisti 0, pri katerem je
vrednost L := px(X;#) maksimalna.

Ce imamo na voljo vzorec z vrednostmi X;,...X,, ki so neodvisne in enako
porazdeljene z verjetnostno funkcijo ali gostoto p(x;0), se verjetje izraza na
naslednji nacin:

L =p(X1;0) p(Xa;0) ... p(Xn; 0).

Za iskanje maksimuma navadno resujemo enacbo:

dlnL
do =0,

Ce je parameter 6 enorazsezen, in ustrezen sistem enacb s parcialnimi odvodi,
Ce je veCrazsezen.

12. Denimo, da zaporedje poskusov tako kot v 2. nalogi iz 10. razdelka tvori markovsko
verigo z zacetno verjetnostjo uspeha ¢ in prehodno matriko:

p_ |Poo Por| _ 1— % %
P10 P11 17_0 IQﬁ '
Recimo, da smo opazili, da je prvi poskus uspel, drugi ni uspel, tretji pa je spet

uspel. Ocenite # po metodi najvecjega verjetja.

13. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(1/«), kjer je a > 0
neznan parameter. Po metodi najvec¢jega verjetja poiscite cenilko za a. Dobimo isto
cenilko kot po metodi momentov?

14. Statisticna spremenljivka X ima Paretovo porazdelitev, ki je zvezna z gostoto:
c
— ;x> 1
fx(zia)=q .
0 ; sicer

a) Dolocite tiste vrednosti parametra a, pri katerih ima porazdelitev smisel, in
izrazite c z a.

b) Ocenite a po metodi najvecjega verjetja.
15. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:
< —1 01 2 )
1—2a—b a b a
Po metodi najvecjega verjetja iz vzorca:

~1,0,1,1,0,0,—1,2,1,2

ocenite parametra a in b. Dobimo isto oceno kot po metodi momentov?
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16. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

—Ar . In A
e ez
0 ; sicer

)

kjer je A > 0 neznan parameter. Po metodi najvecjega verjetja poiscite cenilko za
A, ki temelji na enem samem opazanju.

17. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena enakomerno Enak(0, a).

a) Naj bo A cenilka za a, dobljena po metodi momentov, M pa cenilka, dobljena
po metodi najvecjega verjetja. Katera od cenilk je nepristranska? Katera je
ucinkovitejsa?

b) Dokazite, da je mozno dolo¢iti tak k&', odvisen le od velikosti vzorca, da je
cenilka M’ = k' M nepristranska.

c) Dokazite, da je mozno dolo¢iti tak k*, odvisen le od velikosti vzorca, da je
cenilka M* = k*M najucinkovitejsa izmed cenilk oblike kM, kjer je k > 0,
in sicer ne glede na vrednost parametra a. Primerjajte srednjo kvadrati¢no
napako cenilk M, M’ in M*.

Nepristranska cenilka z enakomerno najmanjso mozno disperzijo

V eksponentni druzini, kjer parametricni prostor vsebuje odprto mnozico, ima
nepristranska cenilka za dano karakteristiko ( enakomerno najmanjso mozno
disperzijo natanko tedaj, ko se izraza s pripadajoco zadostno statistiko T =
(h1(X), ... hp(X)).

Taka cenilka je (do skoraj gotove enakosti) enoli¢na in obstaja, brz ko obstaja
sploh kaksna nepristranska cenilka Z za (. Nepristransko cenilko z enako-
merno najmanjso mozno disperzijo v tem primeru dobimo kot E(Z | T) (ki je
opazljiva, ker je T' zadostna).

18. Vsak poskus dolocene vrste uspe z verjetnostjo p € (0,1). Poiscite nepristransko
cenilko za p? z enakomerno najmanj$o mozno disperzijo, ki temelji na izvedbi treh
neodvisnih poskusov te vrste.

Kaj pa, ¢e izvedemo n poskusov?
19. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena diskretno po shemi:

0 1 2
1 30 26> ,

14+30+202 1+30+20% 1+ 360+ 262

kjer je 6 > 0 neznan parameter.

a) Zapisite to kot naravno enoparametri¢no eksponentno druzino porazdelitev.
1 ;=1

Namig: pomagajte si s funkcijami p;(x) = { 0 sicer



M. RAIC: VAJE 1Z VERJETNOSTI IN STATISTIKE 63

20.

21.

22.

23.

b) Poiscite nepristransko cenilko za 1/(1 + #) z enakomerno najmanjso mozno
disperzijo.

Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena eksponentno Exp(\), na voljo pa imamo
vzorec iz n neodvisnih opazanj.
a) Poiscite nepristransko cenilko za A\ z enakomerno najmanjso mozno disperzijo.
b) Poiscite veckratnik cenilke iz prejSnje tocke z najmanjso srednjo kvadrati¢no

napako.

Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena geometrijsko Geom(p), na voljo pa imamo
vzorec iz n neodvisnih opazanj. Poiscite nepristransko cenilko za p z enakomerno
najmanjso mozno disperzijo.

Namig: najprej poiscite nepristransko cenilko za p, ki se izraza le z enim opaZzanjem.
Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena po Poissonu Pois()\). Zeleli bi oceniti
A2, na voljo pa imamo eno samo opazanje (X).

a) Poiscite cenilko po metodi najvecjega verjetja. Je le-ta nepristranska?

b) Poiscite nepristransko cenilko z enakomerno najmanjso mozno disperzijo.

¢) Recimo, da nastavimo cenilko v obliki X2 —aX. Ce natan¢nost cenilke merimo
s srednjo kvadrati¢no napako, ali obstaja najnatanc¢nejSa cenilka te oblike?
Katere izbire pa so smiselne?

Pomoc¢: prvi stirje momenti Poissonove porazdelitve so:

E(X)=X, E(X*) =X+ X, BE(X®) =N +3 2+ A, BE(X") =M +60+7\+ ).

Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena po Poissonu Pois(\), na voljo pa imamo
eno samo opazanje (X).

3X

a) PoisCite nepristransko cenilko za e ** z enakomerno najmanjso mozno disper-

zijo. Je videti smiselna?

b) Dokazite, da ima cenilka po metodi najvedjega verjetja enakomerno manjso
srednjo kvadrati¢no napako.
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12. Intervali zaupanja

Normalna porazdelitev z znanim o. Normalna porazdelitev z obema neznanima parametroma,
iS¢emo p ali o. Asimptoticni intervali zaupanja za ne-Gaussove porazdelitve, Bernoullijevo
zaporedje poskusov.

Interval zaupanja ((min, Cmax) 2a karakteristiko ¢ pri stopnji zaupanja [ je
dolocen z neenacbo:

P(Cmin < C < Cmax) Z 6

ki mora veljati za vse verjetnostne mere P iz naSega statisticnega modela, (i,
in (max pa morata biti opazljivi. Ce je res (uin < ¢ < Cuax, pravimo, da pride
do pokritosti. Ce se da, interval izberemo tako, da je B natanc¢na spodnja
meja za verjetnost pokritosti. Tipi¢no vzamemo [ = 0°90, 0°95 ali 0°99.
Konstrukcija intervalov zaupanja navadno temelji na pojmu pivotne funk-
cije T(X,(), kjer je X opazanje (recimo vzorec): interval zaupanja za ( je
{C; tmin < T(X,({) < tmax} ali kaj podobnega. T je pivotna funkcija, ce je
porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke T'(X, ¢) konstantna (ko spreminjamo para-
metre modela in se s tem spreminja (, prav tako pa tudi porazdelitev opazanja
X). Tega sicer ni mozno vedno doseci, a je dovolj, ¢e dosezemo primerno pribli-
zno. Obenem pa se mora pri fiksni vrednosti opazanja X statistika " ¢cimbolj
spreminjati z drugim argumentom.

1. Zan =1 in n = 2 ter poljuben 8 € (0, 1) konstruirajte interval zaupanja za para-
meter § (z verjetnostjo pokritosti vsaj 3, kjer opazimo S ~ Bin(n, 6), z naslednjimi
lastnostmi:

.....

e monotonost: krajiscéi sta narascajoci funkciji opazanja X

e simetrija: interval zaupanja za S = n — k je interval zaupanja za S = k,
prezrcaljen okoli 1/2;

e minimalnost: interval je minimalen med vsemi intervali zaupanja z zgornjima
lastnostma.

2. Konstruirajte minimalni enostransk:i interval zaupanja za parameter 6 na podlagi
opazanja S ~ Bin(n, ), t. j. za S = k naj bo interval oblike [0, b;) ali [0, by], kjer je
bo < by < ---<b,.

Ce je I, mnoZica zaupanja pri stopnji zaupanja 1 — oy, I» pa mnoZica zaupanja pri
stopnji zaupanja 1 — as, je Iy N Iy mnoZica zaupanja pri stopnji zaupanja 1 — aq — .
Na podlagi te ugotovitve lahko iz enostranskih intervalov zaupanja dobimo dvostranske.
Tako iz prejsnje konstrukcije dobimo naslednji dvostranski interval zaupanja:



M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 65

Clopper—Pearsonov interval zaupanja
za verjetnost uspeha v Bernoullijevem zaporedju poskusov
Ce posamezen poskus uspe z verjetnostjo 6 in opazimo, da uspe k poskusov
izmed n, za interval zaupanja postavimo:

[0, Ba+gyj2(1.m)) k=0
(Ba-py2(k,n =k +1), Busgp(k+1Ln—k)) ;k=12..n-1,
(Ba-g)2(n,1), 1] k=n

kjer je By(r, s) kvantil porazdelitve Beta(r, s) za verjetnost p. Velja (glej 22. na-
logo iz 5. razdelka):

B.(r.5) r F,(2r,2s) r
r.Ss) = =
P rEFy(2r,28) +s 1+ sFi_,(2s,2r)’

kjer je F,(a,b) kvantil Fisherjeve (Snedecorjeve) porazdelitve z a in b prosto-
stnimi stopnjami za verjetnost p.

Iz 2. naloge sledi, da Clopper—Pearsonov interval zagotavlja verjetnost pokritosti vsaj
B, vendar pa ni vedno minimalen. Zados¢a pa monotonosti in simetriji.

3. Za primer, ko izvedemo dva poskusa, primerjajte Clopper—Pearsonov interval zau-
panja za verjetnost uspeha poskusa s tistim iz 1. naloge. Privzemite, da je 5 > 4/9.

Sredina pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklonom

Ocenjujemo parameter p pri porazdelitvi N(u, o), kjer je o znan, na voljo pa
imamo vzorec neodvisnih opazanj Xy, ... X,. Tedaj ne glede na  velja:

X —
=B~ N(0, 1),
g

kjer je X vzoréno povpredje, definirano spodaj. Izrac¢unamo torej:

o X1+ X+ 4+ X,

X =
n
¢ =zatp2 =2 (8/2)
A= 2

vn

Interval zaupanja: X — A < < X + A.

4. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u,5). Vrednosti na vzorcu so:
101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95

Dolocite 95% interval zaupanja za p.
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Sredina pri normalni porazdelitvi
z neznanim standardnim odklonom

Ocenjujemo parameter p pri porazdelitvi N(u, o), kjer o ni znan, na voljo pa

imamo spet vzorec neodvisnih opazanj Xi,...X,. Tedaj ne glede na p in o

velja: -
X —

TM Vv/n ~ Student(n — 1),

kjer je S popravljeni vzorcni standardni odklon, definiran spodaj. Izracunamo

torej:

X1_|_X2_|_..._|_Xn
n
c=tuqp)ye pri df =n—1

S:\/(Xl_X>2+“‘+(Xn—X)2

n—1

X =

)
NG

Interval zaupanja: X — A < p < X + A.

A —

5. Isto kot prejsnja naloga, le da o zdaj ni znan.

Asimptotic¢ni interval zaupanja za matematicno upanje
pri ne-Gaussovih spremenljivkah

Naj bo X nekonstantna statisticna spremenljivka z matematicnim upanjem p
in disperzijo o, na voljo pa imamo vzorec neodvisnih opazanj X1, ... X,. Tedaj

vemo, da sta & = \/% S (X; — X)2 in S dosledni cenilki za o (glej 10. nalogo
iz 11. razdelka), torej po izreku Sluckega za deljenje velja:

_ X _
S”\/ﬁ, N0, 1)
g

n—oo

X

Konstrukcija asimptoticnega intervala zaupanja torej sovpada s konstrukcijo
eksaktnega intervala zaupanja za Gaussove spremenljivke pri neznanem o, ki
ga lahko ocenimo s ¢ ali S.

6. Za 860 Zensk poizvemo, koliko otrok imajo. Dobimo naslednjo frekvencno porazde-
litev:

Stevilo otrok 0 1 20 3] 4, 5|6|7|8[9]10
Stevilo zensk | 227 | 168 [ 320 | 96 |29 [ 11 |4 |2 |2 |0 | 1
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Poisc¢ite 95% interval zaupanja za povprecno $tevilo otrok na Zensko na celotni
populaciji.

Opomba. Podatki so sicer izmisljeni, so pa ukrojeni po popisu Slovenije iz leta 2002 (Stevila Zensk so deljena s 1000 in zaokrozena,
izmisljen je tudi konec tabele).

7. Izvedemo n neodvisnih poskusov, vsak uspe z verjetnostjo . Opazimo, da je uspelo
S poskusov. Konstruirajte asimptoti¢ni interval zaupanja za 6, pri ¢emer za oceno
standardnega odklona uporabite &.

Wilsonov interval zaupanja
za verjetnost uspeha v Bernoullijevem zaporedju poskusov

To je interval, ki ga dobimo neposredno iz Laplaceove integralske formule brez
popravka s polovico. Ob oznakah iz prejsnje naloge dobimo:

I LGl )RR S Ll Ol
n n

V zgornji formuli interval zaupanja za € Se ni eksplicitno izrazen z opazanjem
S (0z. 0). Za ta namen je potrebno resiti kvadratno enac¢bo. Dobimo:

~ N R 2 ~ R R 2
9—5\/n9(1—9)+%<9<9+§\/n9(1—0)+c—,

n n 4

S+¢
2 Ce kot spodnje krajis¢ée dobimo 0, ga

kier jen = n+ ¢ in 0 =
vkljuc¢imo v interval, prav tako gkljucvimo zgornje krajisce 1.

Ta interval ima tipi¢no boljso pokritost kot Waldov. Ima dobro pokritost v
povprecju in podobno kot pri Waldovem intervalu velja, da se, ko 6 pretece
interval [a,b] (0 < a < b < 1), minimalna verjetnost pokritosti bliza nominalni
B, ko gre n proti neskoncno. Zan > 20 in 0’1 < p < 09 je pri § = 095
verjetnost pokritosti vsaj 0'92.
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10.

Wilsonov interval zaupanja
s popravkom za zveznost

Ta interval dobimo neposredno iz Laplaceove integralske formule s popravkom
s polovico. Ob oznakah iz prejsnje naloge dobimo:

2 2

~ c N ~ C ~ Cc A A C

n

~ ’

S+ 4 ~ S
+21H9+: +

N =

kjer je 0. =

n

Ce je S = 0, za spodnje krajis¢e postavimo 0 in ga vklju¢imo.

Ce je S = n, za zgornje krajis¢e postavimo 1 in ga vkljucimo.

Numericni izracuni kazejo, da razlicica s popravkom vedno doseze nominalno
pokritost. 'V povprecju pa pride do prepokritosti (ki je visjega velikostnega
reda kot povprecna prepokritost pri razli¢ici brez popravka).

Agresti—Coullov interval zaupanja
za verjetnost uspeha v Bernoullijevem zaporedju poskusov

Je zelo blizu Wilsonovemu, a je lazje izracunljiv. Ce upostevamo oznake iz
Wilsonovega intervala, je razlicica brez popravka za zveznost:

0—c M<9<§+c w

n

Tu ze zan > 10 velja, da je pri 0'1 < p < 09 in 8 = 0'95 verjetnost pokritosti
vsaj 0°92.
Razlicica s popravkom za zveznost:

Tudi tu numericni izracuni kazejo, da razlicica s popravkom vedno doseze no-

minalno pokritost.
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Zanima nas, koliksnemu delezu Studentov je izmed zvrsti filma najbolj vSe¢ ro-

v v v

manticni film. Anketiramo 20 Studentov in romanti¢ni film je najbolj vse¢ Stirim.
Dolocite vse prej omenjene intervale zaupanja za delez vseh Studentov, ki jim je

najbolj vSe¢ romanti¢ni film, pri 90% stopnji zaupanja.

zaupanja za verjetnost padca Sestice pri 95% stopnji zaupanja.

. 'V 100 metih kocke je 20-krat padla Sestica. Dolocite vse prej omenjene intervale

Pri 10000 metih kovanca je padlo 5048 grbov. Dolocite vse prej omenjene 90%

intervale zaupanja za verjetnost, da pade grb.
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Standardni odklon pri normalni porazdelitvi

n

1 - (n—1)52
s (X;—X)? = TNXQ(H—U-
i=1
Izracunamo torej:
o Xit+Xoto 4 X,
n
Ccl =

X%l—,B)/2 pridf =n—1
C2 = X(14p)/2 Pri df =n—1
(Xi— X2+ + (X, - X)?

S? =
n—1
Interval zaupanja:
—1 —1
Swn <a<Swn
Co C1
oziroma:
1 & _ 1 & _
il X, —X)2<o< , |— X, — X)?
Ly -xpsos [ Ly - x)

Ocenjujemo parameter o pri porazdelitvi N(u, o), kjer i ni znan. Tedaj je:

11. Isti podatki kot pri prejsnji nalogi, le da ocenjujemo o.

69

12. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, ). Vrednosti na vzorcu

SO:
124, 129, 126, 122, 124

Ocenite o po obc¢utku. Ali pride v 90% interval zaupanja?

13. Telesna teza v skupini 75 ucencev ima naslednjo frekvenéno porazdelitev:

teza [kg] |39 |40 |41 |42 |43 |44 | 45|46 | 47 | 48 | 49 | 50
St.ucencev | 1 | 3 |5 |8 (8| 7]9|8]6]|6 |43

teza [kg] 51 | 52 | 53 | b4 | 59
St. ucencev | 2 2 1 1 1

Privzemimo, da ta skupina predstavlja enostavni slucajni vzorec iz populacije, kjer
je telesna teza porazdeljena normalno N(u, o). Poiséite 99% interval zaupanja za

in za o (za vsakega posebej, pri Cemer privzemite, da drugi parameter ni znan).
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14. Pri statisti¢ni spremenljivki X s konc¢nim cetrtim momentom bi Zeleli oceniti stan-
dardni odklon ¢, na voljo pa imamo vzorec neodvisnih opazanj X, ... X,. Modifi-
cirajte neopazljivo spremenljivko:

n

Z(Xi - M)2

=1

v opazljivo funkcijo parametra o, ki ima, ¢e je v argumentu prava vrednost parame-
tra o, asimptoti¢no normalno porazdelitev. Na podlagi tega konstruirajte asimpto-
ti¢ni interval zaupanja za o.

Asimptotic¢ni interval zaupanja za populacijski standardni odklon
pri ne-Gaussovih spremenljivkah
Y- P
&2—0—0 <o’l<6’+c

v Voo

kjer je c = Z(1+8)/2 = @_1(ﬁ/2)

15. Poiscéite 95% interval zaupanja za standardni odklon Stevila otrok na Zensko za
podatke iz 6. naloge:

Stevilo otrok 0 1 21 3] 4] 5|/6|7|181]19]10
Stevilo Zensk | 227 1168 {32096 |29 |11 (42|20 1
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13.

Testi znacilnosti

71

Z-test. T-test sredine in razlike sredin. Testiranje disperzije. Pearsonov test hi kvadrat. Kon-

tingencni test. Test z znaki. Inverzijski test.

Zeleli bi testirati, ali so opaZeni podatki v vzorcu v skladu z ni¢elno hipo-
tezo Hy o porazdelitvi ali pa so morda bolj v skladu z alternativno hipotezo
H,. Pri testih znacilnosti bodisi zavrnemo nicelno hipotezo bodisi pravimo, da
odstopanja niso statisticno dovolj znacilna, da bi jo zavrnili.

Postopku, po katerem se odlo¢imo, ali bomo nic¢elno hipotezo zavrnili ali ne,
pravimo test. Test ima stopnjo znacilnosti «, ce za vsako verjetnostno mero
P, za katero velja Hy, velja:

P(Hy zavrnemo) < «.

Ce se da, test nacrtujemo tako, da je o natancna zgornja meja, z drugimi
besedami, da je stopnja znacilnosti eksaktna.

Ce ni¢elno hipotezo zavrnemo pri o = 005 oz. ¢e je p-vrednost manjsa ali
enaka 0'05, pravimo, da so odstopanja statistiéno znaéilna. Ce se to zgodi pri
pragu 0°01, pa pravimo, da so statisticno zelo znacilna.

Moc¢ testa je natancna spodnja meja za verjetnost, da Hy zavrnemo v primeru,
ko velja H;.

Odlocanje o tem, ali bomo hipotezo zavrnili ali ne, navadno temelji na testni
statistiki, t. j. opazljivi spremenljivki z vrednostmi v R. Hipotezo zavrnemo,
Ce testna statistika pade v kriticno obmocje, ki ga navadno oznacimo s K,.
Lahko si predstavljamo, da testna statistika 1" meri, koliko opazanje “ustreza”
nicelni hipotezi, npr. vecja kot je vrednost T', “ustreznejse” je opazanje. Tako
hipotezo zavrnemo, ce je T' < c ali pa ' < c. Pragu c pravimo kriti¢na
vrednost. Da bi dosegli eksaktno stopnjo znacilnosti, lahko test tudi rando-
miziramo: ce je T' < ¢, hipotezo zavrnemo, ¢e je T > ¢, je ne zavrnemo, ce je
T = ¢, pa jo zavrnemo z doloceno verjetnostjo.

Lahko si pomagamo tudi s p-vrednostmi: ¢e opazimo T = t, izracunamo p =
P(T < t), kjer smo s P(A) oznadili supremum vseh verjetnosti dogodka A pri
ni¢elni hipotezi. Hipotezo zavrnemo, brz je p < .. Ce to ni res, lahko ravnamo
na dva nacina: ali je ne zavrnemo ali pa randomiziramo: &e je P(T < t) > a,
hipoteze nikakor ne zavrnemo, sicer pa jo zavrnemo z verjetnostjo:

a— P(T < t)
P(T<t)—P(T<t)




M. RAIC: VAJE IZ VERJETNOSTI IN STATISTIKE 72

Test na podlagi razmerja verjetij temelji na testni statistiki:

SUPg,, L

LR =
supg L

kjer je L verjetnostna funkcija ali gostota opazanja. Vecje kot je razmerje
verjetij, ustreznejsi je vzorec. Lahko vzamemo tudi:

LR = *HPou, ~ L
SUPg,,, L

1. Loterija za neko vrsto srecke trdi, da jih je vsaj pol dobitnih. Kupili smo osem sreck
in le dve sta bili dobitni. Lahko pri stopnji znacilnosti a = 0°05 zacnemo sumiti,
da loterija laze? Seveda privzamemo, da so posamezne kupljene srecke med seboj
neodvisne.

2. Pri 20 metih kovanca je padlo 5 grbov. Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte
hipotezo, da je verjetnost, da pade grb, enaka 1/2, proti alternativni hipotezi, da je
razlicna od 1/2. Kaj pa, ¢e bi vzeli @« = 0°'01? Uporabite test na podlagi razmerja
verjetij.

3. Prireditelj neke igre na sreco navaja, da je verjetnost, da bo v posamezni igri izzreban
dobitek, enaka 1/50. To Zelimo testirati na osnovi opazanja, po koliksnem Stevilu
iger je dobitek prvi¢ izzreban. Natanc¢no opiSite izvedbo ustreznega randomiziranega
testa za stopnjo znacilnosti o = 0'1. Alternativna hipoteza naj bo, da je verjetnost,
da bo dobitek izzreban, manjsa od 1/50.

Neyman—Pearsonova lema

Ce ima parameter le dve mozni vrednosti (t. j. statistiéni model obsega le dve
verjetnostni meri), je test na podlagi razmerja verjetij najmocnejsi.

4. Zivljenjska doba originalne Zarnice je porazdeljena eksponentno s pric¢akovano vre-
dnostjo 500 ur, zivljenjska doba ponaredka pa je porazdeljena eksponentno s prica-
kovano vrednostjo 100 ur. Na podlagi opazene Zivljenjske dobe ene Zarnice testi-
ramo nicelno hipotezo, da je originalna, proti alternativni hipotezi, da je ponaredek.
Konstruirajte najmocnejsi test pri stopnji znacilnosti a = 0°05. Koliksna je njegova
moc?

5. Tine je zgeneriral 100 slucajnih stevil, ki so neodvisna in porazdeljena normalno
N(0,1), Tone pa je zgeneriral 10.000 takih Stevil. Oba povesta povpredje stevil, ki
sta jih dobila.

a) Zapisite porazdelitev Tinetovega in Tonetovega povpredja.
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b) Zapomnimo si enega izmed povprecij, ne pa tudi, ¢igavo je. Konstruirajte
najmocnejsi test, ki na podlagi tega opazanja pri stopnji znacilnosti o = 0°05
testira nicelno hipotezo, da je opazeno povprecje Tonetovo, proti alternativni
hipotezi, da je Tinetovo. Koliksna je njegova moc?

Asimptoti¢no obnasanje testa na podlagi
razmerja verjetij (Wilksov izrek)

Denimo, da opazimo vzorec n neodvisnih opazanj iz eksponentne druzine z
naravnimi parametri oy, . . . ., in odprtim naravnim parametricnim prostorom.
Testiramo nicelno hipotezo Hy: (1 = z1,...(, = 2, za karakteristike (1, ...,
(r < 'm), ki naj bodo funkcije naravnih parametrov o, ... ,,. Pri veljavnosti
Hy naj imajo komponente hi(X),...h,(X) pripadajo¢e zadostne statistike
konc¢ne druge momente in neizrojeno kovariancno matriko. Nadalje, ce H
gledamo kot ustrezno podmnozico parametri¢nega prostora, naj bo v kaksni
njeni okolici funkcija, ki naravnim parametrom priredi vektor karakteristik,
dvakrat parcialno zvezno odvedljiva in matrika njenih prvih parcialnih odvodov
naj ima na Hy, maksimalni rang. Oznac¢imo z LR razmerje verjetij. Tedaj pri
Hy velja:
—2InLR — X2 (r).

n—oo

6. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, o). Na voljo imamo vzorec
X1, Xy, ... X, kjer so vse spremenljivke v vzorcu neodvisne in imajo predpisano
porazdelitev.

Opazimo n = 100, Y » | X; = 37, > | X? = 75. Pri stopnji znadilnosti @ = 0°01
na podlagi razmerja verjetij testirajte hipotezo, da je u = o2, proti alternativni
hipotezi, da to ni res.

Verjetnost uspeha v Bernoullijevem zaporedju poskusov

Naj bo 0 delez enot v populaciji, ki imajo doloc¢eno lastnost. Testiramo nicelno
hipotezo Hy, ki pravi, da je 6 = 6y. Vzamemo vzorec n neodvisnih enot in
S jih ima dano lastnost. Glede na alternativno hipotezo H, nicelno hipotezo
Zavrnemo:

S

— Yo
n

n
H s céej —
e pri Hy: 0 # 6y: ce je Gl = 00) (

/ n S 1
. : - e i R Bt ) > o
e pri Hi: 0> 0y: ce je 5o(1 — 60) (n o Zn) Z Zl-a;
n S 1
: : s e i - | = = — < —zi .
e pri Hi: 0 <6, Ce]e”@g(l—é)g) (n 90+2n)_ 21-a

Podobno kot pri intervalih zaupanja tudi tu verjetnost napake prve vrste ni
toc¢no «, a pri tipi¢ni natancnosti, s katero delamo, je dovolj blizu o prin > 30.

1
—=— = —a)/25
2n> Z Z(1-0)/2
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7. Tovarna jamdi, da je delez izdelkov z napako enak 20%. V vzorcu 100 izdelkov pa jih
je 24 z napako. Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da je verjetnost,
da ima izdelek napako, enaka 0°2, proti alternativni hipotezi, da je vecja od 0'2. Kaj
pa, ¢e bi imelo napako 120 izdelkov izmed 5007 In kaj, ¢e bi v slednjem primeru
vzeli stopnjo znacilnosti 0°017

8. 10000-krat vrzemo kovanec in 5090-krat je padel grb. Pri stopnji znacilnosti o =
0°05 testirajte hipotezo, da je kovanec posten, proti alternativni hipotezi, da ni
posten. Kaj pa, Ce bi za alternativno hipotezo vzeli, da grb pade z vecjo verjetnostjo
kot cifra?

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka imamo za vsako statisticno spremenljivko X,
definirano na populaciji, na voljo vzorec, na katerem ima ustrezna spremenljivka vrednosti
X1, Xs,... X, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in porazdeljene enako kot X.

Sredina pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklonom
Testiramo nicelno hipotezo Hy: p = py. Ker pri Hy velja:
X —
Z =21 N, 1)
o
glede na H, spet postavimo:
Hy:op# po K, = (—o0, _Zl—a/2> U (Zl—oz/Qa o)
Hy: p<pg: K, = (—00,—21_4)
Hi: > po: K, = (z1-a,0)

9. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, 5), dajo naslednje vrednosti:
101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95

Pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je pu = 100, proti
alternativni hipotezi, da je u # 100. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli
< 100 ali > 1007
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10. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(pu, o), dajo naslednje vrednosti:

11.

Sredina pri normalni porazdelitvi
z neznanim standardnim odklonom

Testiramo nic¢elno hipotezo Hy: i = . Ker pri Hy velja:

:X—Mo

T :
S

v/n ~ Student(n — 1)

kjer je S definiran tako kot pri konstrukciji intervala zaupanja za ta primer,
glede na H, tokrat postavimo:

Hy: p# o Ko = (=00, —ti—a/2) U (t1—a/2, 00)
Hy:op<pgp: Ky = (=00, —ti1_q)
Hy: p> po: Ko = (ti—a,00)

in sicer pridf =n — 1.

109, 107, 95, 121, 107, 97, 111, 121, 95

5

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 100, proti

alternativni hipotezi, da je u # 100. Kaj pa, ¢e bi vedeli, da je o = 107

Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:

46, 51, 48, 46, 52, 47, 51, 44, 47, 48

Pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 50, proti
alternativni hipotezi, da je u # 50. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli, da

je pu < 507

Enakost sredin dveh statisti¢nih spremenljivk
na istih opazanjih (Gaussov model)

Veckrat hkrati izmerimo statisticni spremenljivki X in Y. Privzamemo, da
je (X,Y) ~ N(u,p2,01,092,p), pri ¢emer pa se p; in s lahko spreminjata
od meritve do meritve. Ce meritve izhajajo iz enostavnega slucajnega vzorca
iz velike populacije, to velja, ¢e je porazdelitev vektorja (X,Y) na populaciji
meSanica porazdelitev N(uy, pia, 01,02, p), kjer se uy in py lahko spreminjata.
Testiramo nicelno hipotezo Hy, da je ves cas j1; = us, alternativna hipoteza pa
je lahko:

e da ni ves cas i1 = jio;

e da je ves cas i1 > o in vsaj kdaj pq > po;

e da je ves cas j1 < pus in vsaj kdaj py < po.
Testiramo tako, da testiramo sredino razlike X — Y glede na 0 (pri normalni

porazdelitvi z neznanim standardnim odklonom).
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12. Na desetih osebah so preizkusali ucinek neke diete proti debelosti. Osebe so stehtali

13.

pred zacetkom in po koncu diete. Podatki so naslednji:

Pred dieto | 125 | 131 | 126 | 117 | 114
Po dieti 121 | 118 | 119 | 121 | 113

Pred dieto | 134 | 123 | 135 | 100 | 117
Po dieti 118 | 111 | 130 | 97 | 118

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte nic¢elno hipotezo, da dieta nima ucinka,
proti alternativni hipotezi, da ima shujSevalni ucinek. Privzeti smete, da je vektor

telesne teze pred in po dieti porazdeljen dvorazsezno normalno.

Enakost sredin dveh statisti¢énih spremenljivk
na razli¢nih opazanjih (Gaussov model)

Naj bo X ~ N(u1,0) in' Y ~ N(ug,0). Pri statisti¢ni spremenljivki X opa-
zimo Xi,...X,,, pri Y pa Yi,...Y,. Privzamemo, da so vsa opazanja med
seboj neodvisna. Ce opazanja temeljijo na jemanju vzorcev, sta lahko X in' Y
definirani na razlicnih populacijah.

Testiramo hipotezo Hy: py = po. Ker pri Hy velja:

X-Y
T := mn ~ Student(m +n — 2),
S m+n

kjer je:

S:\/(Xl—X)2+---+(Xm—)_()2+(Y1—Y)2+---+(Yn—Y)2
m+mn—2

)

glede na H, tokrat postavimo:

Hy: opy # po a = (=00, =t1_q/2) U (ti_a/2, 00)
Hy:opn <o Ky = (=00, —ti_q)
Hy:opy > po: Ko = (ti—a,00)

pridf =m+n— 2.

Vzoréne vrednosti statisticne spremenljivke X ~ N(uq, o) iz prve populacije pridejo:

25, 16, 23, 17, 22, 18, 18, 21, 20,

vzoréne vrednosti statistiéne spremenljivke Y ~ N(ug,0) iz druge populacije pa

pridejo:
19, 21, 23, 21, 25, 21, 24

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da je p1 = o, proti alternativni

hipotezi, da je pu; # po.
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14. Vzor¢ne vrednosti statisti¢ne spremenljivke X ~ N(u1, o) iz prve populacije pridejo:
102, 96, 103, 98, 105, 97, 103, 98, 100, 98, 99, 101

vzoréne vrednosti statistiéne spremenljivke Y ~ N(us,0) iz druge populacije pa
pridejo:
95, 97, 95, 99, 95, 95

Pri stopnji znacilnosti o = 0°01 testirajte hipotezo, da je p1 = o, proti alternativni
hipotezi, da je p1 > po.

Enakost sredin ve¢ normalnih statisticnih spremenljivk:
analiza variance (ANOVA) z enojno klasifikacijo

Danih je k populacij, na vsaki je definirana statisticna spremenljivka, naj bodo
to X1 ~ N(u1,0), ... Xg ~ N(ug,0). Iz vsake populacije vzamemo vzorec, pri
cemer so vse enote vzorcev med seboj neodvisne. Vrednosti na vzorcu iz i-te
populacije oznacimo z X1, ... X;,,. Testiramo hipotezo Hy: (11 = pia = ... = p,
alternativna hipoteza H, pa je nasprotje Hy. Izracunajmo:

X; :_ZXU’ n —an, ZZX” Xza

11]1
k

S2 '—anX X)?, Sq —ZZ i — Xi)
=1

=1 j=1

Ce velja Hy, sta S3 in S neodvisni ter S3/0? ~ x*(k—1) in S% /0% ~ x*(n—k),
zato je:

S2/(k—1
F::#NF(I{?—LTL—]{Z)
Sw/(n—k)
kjer je F(k — 1,n — k) Fisherjeva porazdelitev. Zato postavimo K, := (Fj_,, 00)
pridfi =k —1indfs =n—k.

15. Pacientom, ki so jim dajali doloCena zdravila, so merili neki parameter. Meritve so
dale naslednje vrednosti:

Aspirin:  3,5,3,5
Tilenol: 2, 2, 4, 4
Placebo: 2,1, 2

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da je vrednost parametra neod-
visna od tega, ali pacient jemlje katero izmed obeh zdravil ali pa sploh nobenega.
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Standardni odklon pri normalni porazdelitvi
Testiramo nic¢elno hipotezo Hy: o = 0g. Ker pri H, velja:
2 S? IS 2 2
Xi=n—1)5==> (X; =X ~x*(n—1)
0 905
glede na H, postavimo:
Hy: o #00: Ko = [0,X2/2) U (XT_ay2: )
Hi: o0<oy: Ka:[07Xi)
Hy: 0d>04: Ka:<X%—a7oo)
pridf =n—1.

16. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
99, 90, 108, 111, 97, 93, 90, 106, 104, 102
Pri a = 0°05 testirajte:

a) nicelno hipotezo, da je o = 5, proti alternativni hipotezi, da je o # 5;

b) nicelno hipotezo, da je o = 10, proti alternativni hipotezi, da je o < 10.

Test skladnosti s fiksno porazdelitvijo tipa hi kvadrat

Testiramo, ali je porazdelitev dane statisticne spremenljivke enaka:

(2o ) g
pr p2 - DPr o

Pri tem so lahko ay, . .. a, dejanske vrednosti spremenljivke ali pa le razredi, v
katere pade. Vzorec velikosti n ima frekvencno porazdelitev:

a’l a2 e a"r
N, Ny --- N,
Izrac¢unamo teoretiéne frekvence N; := np;, za katere mora veljati N; > 5

(sicer razrede zdruzimo). Ker tedaj pri veljavnosti nicelne hipoteze priblizno
velja:

b ::ZMNXQ(T—U

postavimo:

pridf =r —1.
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17. V vzorcu so 2 osebka tipa RR, 5 tipa Rr in 4 tipa rr. Pri stopnji znacilnosti a = 0°05
testirajte hipotezo, da je v populaciji 25% osebkov tipa RR, 50% tipa Rr in 25%
tipa rr. Kaj pa, ¢e bi bilo v vzorcu 20 osebkov tipa RR, 50 tipa Rr in 50 tipa r77?

18.

19.

Pri kvizu Lepo je biti milijonar od 22. novembra do 28. decembra 2003 je bil 21-
krat pravilen odgovor A, 42-krat B, 77-krat C in 116-krat D. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°01 testirajte nicelno hipotezo, da so odgovori enakomerno porazdeljeni, proti

alternativni hipotezi, da niso.

Ce izvzamemo prvih pet vprasanj, je bil A pravilen 21-krat, B 37-krat, C 53-krat in

D 25-krat. Naredite isti test.

Podatki imajo naslednjo frekvencno porazdelitev:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | nad 40
5 20 35 25 15

Pri stopnji znacilnosti o« = 0°05 testirajte hipotezo, da podatki izhajajo iz popula-

cije, porazdeljene normalno N(25, 10).

Test skladnosti z druzZino porazdelitev tipa hi kvadrat

Testiramo, ali porazdelitev dane statisticne spremenljivke pripada druzini:

al a2 “ .. ar
>3
(m@wﬁwmﬁwﬂ@~-m@wﬂw> (r=3),

kjer nabor (01, . .. ;) pretece odprto mnozico v R*, vektorska funkcija (py, . . . pr)
pa je dvakrat zvezno odvedljiva vlozitev. Vzorec velikosti n naj ima frekvencno

porazdelitev:

al a2 DY aT'

N, Ny --- N,
Izracunamo teoreti¢ne frekvence N; := npi(él, . ék), kjer so 0,,...0, ocene
za b, .. .0 po metodi najvecjega verjetja. Tedaj pri veljavnosti ni¢elne hipoteze

priblizno velja:

=1

N; — N;)?
X2 :zzgw)f(r—l).
N;
>

Nicelno hipotezo zavrnemo, ¢e je x*> > x3_, pridf =r —1—Fk in Se N; > 5.

20. V vzorcu je 20 osebkov tipa RR, 50 tipa Rr in 40 tipa rr. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°05 testirajte hipotezo, da populacija ustreza Mendelovemu modelu, t. j. da so

delezi osebkov tipa RR, Rr in rr enaki (1 — )2, 26(1 — 6) in 6.
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21. Pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 testirajte hipotezo, da je statisticna spremenljivka

22.

X porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 01 2
1—-2a—b a b a )’

¢e je v vzorcu 20 enot z vrednostjo —1, 30 enot z vrednostjo 0, 30 enot z vrednostjo

1 in 20 enot z vrednostjo 2.

Pri stopnji znacilnosti oo = 0°01 testirajte hipotezo, da ima statisticna spremenljivka

X Laplaceovo porazdelitev, t. j. zvezno z gostoto:

Fr(r) = g

¢e ima vzorec naslednjo frekven¢no porazdelitev:

pod =1 |od —1do0|od0Odo1l |nad1l
20 50 20 10

Test z znaki

Veckrat hkrati izmerimo urejenostni statisticni spremenljivki X in Y. Privza-
memo, da sta X in Y ob vsaki meritvi neodvisni, sicer pa se lahko porazdelitvi
od meritve do meritve spreminjata. Ce meritve izhajajo iz enostavnega slucaj-
nega vzorca iz velike populacije, to velja, ¢e je porazdelitev vektorja (X,Y’) na
populaciji mesanica porazdelitev parov neodvisnih slucajnih spremenljivk.
Testiramo nicelno hipotezo Hy, da sta X in Y ob vsaki meritvi enako poraz-
deljeni, alternativna hipoteza pa je lahko:
° Hli, da X in Y nista ves cas enako porazdeljeni;
e H;, daje X ves Cas stohasticno vecja od Y, t. j. Fx < Fy, in vsaj kdaj
stohasti¢no strogo vecja od Y, t. j. za dolo¢en x Se Fx(x) < Fy(x);
e H. , da je X ves cas stohasticno manjsaod Y, t.j. Fx > Fy, in vsaj kdaj
stohasti¢no strogo manjsa od Y, t. j. za dolocen x Se Fx(x) > Fy(x);
Naj bo n stevilo meritev, ST ozna¢imo Stevilo meritev, pri katerih je X > Y,
S~ pa Stevilo meritev, pri katerih je X <Y . Naj bo Se n = ST + S~ Stevilo
meritev, pri katerih je X # Y (primere, kjer pride enako, torej preprosto
izlo¢imo). Nicelno hipotezo zavrnemo:

1S, — S| —1

. 4+ v .
e pri Hi: ce je > 21-a)2;
Vi
S, -5 -1
e pri H': e je ————— > 21_,;
1 \/E
S.—5_+1
e pri H : ce je ; < —Zi_q-

Vi
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23. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

X;

28

14

16

16

31

17

13

14

12

13

Y;

26

29

31

18

37

10

19

33

23

45 |

81

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da sta X in Y vsaki¢ enako
porazdeljeni, proti alternativni, da je X ves €as stohasti¢no manjsa od Y in vsaj kdaj
stohasti¢no strogo manjsa od Y. Nato naredite ustrezni enostranski test povprecij.

24. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

X; |66 516370 |76|62|97 |27 |51 | 14 |83 |65 |95 |68 |87
Y, 12437121 |51 6 |77 5 |27 |48 |100|31|23|61|61|74
X; 1941626562658 19|61 |45|70|24 |52 |81 |80 |18
Y; |76 197 22|16 |20 | 18 | 54 |54 |86 |22 | 78| 15|27 | 35|39
X; |81 | 5 |29|37 |91 |47 | 6 |53 |43 |43 | 71|72 |49 |98 |80
Y, | 7911524 | 13|58 23|43 |58 |43 (46|59 (49| 1 |18 23
X; |91 14628 |70 | 75|37 |35

Y; [ 3255|6228 |99 |68 |16 |37

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da sta X in Y vsaki¢ enako
porazdeljeni, proti alternativni, da nista vsaki¢ enako porazdeljeni.
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25.

Inverzijski (Wilcoxon—-Mann—Whitneyjev) test

Testiramo, ali sta urejenostni statisticni spremenljivki X in Y enako poraz-
deljeni. Pri statisti¢ni spremenljivki X opazimo Xy,...X,,, priY paYiy,...Y,.
Privzamemo, da so vsa opaZanja med seboj neodvisna. Ce opazanja temeljijo
na jemanju vzorcev, sta lahko X in Y definirani na razlicnih populacijah.
Opazene vrednosti zdruzimo in jih uredimo po velikosti, recimo od namanjse
do najvecje. Naj bodo Ry, ... R,, mesta (rangi), ki pripadajo opazanjem spre-
menljivke X . Privzemimo, da sta vzorca dovolj velika.

Navadno alternativna hipoteza trdi, da sta X in Y porazdeljeni razlicno. V|
tem primeru Hy zavrnemo, ce je:

3 m
2SN R, — D =1) > 2.
\/mn(m+n+1)( ; m(m +n + )‘ >_Zl /2

Alternativna hipoteza pa lahko trdi tudi, da je X stohasti¢no strogo vecja
odY, t.j. P(X <w) < P(Y <w) za vsak w in P(X < w) < P(Y < w) za
neki w). V tem primeru H, zavrnemo, Ce je:

\/mn(m+n+1 ( ZR m+n+1)—1>221_a,

Podobno, ¢e H, trdi, da je X stohasticno strogo manjsa od Y, Hy zavrnemo,
ce je:

\/mn(m+n+1 ( ZR m+n+1)+1)§—zl_a.

82

Tekmovalci dveh ekip, “zelenih” in “oranznih”, so se pomerili v teku. Vrstni red

tekmovalcev je naslednji:

Z,7,0,4,7,0,7, 7 0,7 0,0, 0, Z 0,0, 0, O, Z O

(t. j. prvi, ki je prispel na cilj, je bil ¢lan “zelenih”, drugi prav tako, tretji je bil ¢lan
“oranznih” itd.). Pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 testirajte hipotezo, da so zeleni

enako dobri od modrih, proti alternativni hipotezi, da je med njimi razlika.
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14.

Interval zaupanja za korelacijski koeficient. Testiranje nekoreliranosti. Linearna regresija.

1.

Povezanost dveh Stevilskih spremenljivk

Interval zaupanja za korelacijski koeficient

R:

n

C2=> (X;—X)*= Zn:Xf —nX?
=1

C? = Xn:(yi —Y)? = iyf —nY?
i=1 i=1

R=-%
C,C,
in ga normaliziramo:
1. 1+R
Z =ArthR=—-Iln——
' 2 "1-R

Priblizen interval zaupanja za p:

2w e )

xT

et —e”

kjer je ¢ = za1p)2 in th(z) = ————.

Naj bo p = r(X,Y). Najprej izracunamo vzoréni korelacijski koeficient

Meritve krvnega pritiska so zbrane v naslednji tabeli:

sistolicni | 130 | 120 | 120 | 125 | 125 | 125 | 105 | 130 | 130

135

diastolicni | 80| 80| 8 | 8| 75| 75| 75| 80| 85

70

sistolicni | 130 | 125 | 140 | 130 | 120
diastolicni | 75| 80| 90| 80| 85

83

Poiséite 95% interval zaupanja za korelacijski koeficient med sistoli¢nim in diastoli-

¢nim pritiskom.
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Testiranje nekoreliranosti (Gaussov model)
Ce velja nicelna hipoteza Hy, da sta X in Y nekorelirani, je priblizno:
T:= R vn — 2 ~ Student(n — 2)
i
kjer je R vzorcni korelacijski koeficient. Tako glede na H; postavimo:
Hy: X inY sta korelirani: K, = (=00, =t1_q/2) U (ti—a/2,00)

Hi: X inY sta negativno korelirani : K, = (—00, —t1_4)
Hy: X inY sta pozitivno korelirani : K, = (t;_n, 00)

pridf =n —2.

2. Za meritve krvnega pritiska iz 1. naloge pri stopnji znacilnosti o = 0'1 testirajte
nic¢elno hipotezo, da sta sistoli¢ni in diastoli¢ni pritisk nekorelirana, proti alterna-
tivni hipotezi, da sta korelirana.

Kontingenc¢ni test neodvisnosti

Testiramo, ali sta spremenljivki X inY , definirani na isti populaciji, neodvisni,
pri ¢emer v vzorcu kombinacija X = a;,Y = b; nastopa N;j-krat (i =1,...r,
j =1,...s). Ker pri neodvisnosti priblizno velja:

=3 B - )

postavimo:

pridf = (r—1)(s—1).

3. Na vzorcu 100 oseb dobimo naslednjo navzkrizno frekven¢no porazdelitev barve oci

in las:
lasje \ o¢i | modre | zelene | rjave
blond 15 8 2
rdeci 5 2 3
rjavi 3 30 7
érni 2 10 13
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Pri stopnji znacilnosti « = 0°01 testirajte hipotezo, da sta barva las in barva oci

neodvisni.

frekvence podane s tabelo:

A
C

B
D Y

velja:

Kontingencni test neodvisnosti za dihotomni
spremenljivki

Ce sta spremenljivki X in Y dihotomni in so navzkrizne

, (A+B+C+D)AD— BC)?

(A+ B)(C+D)(A+C)B+ D)’

4. Rezultati ankete z dvema vprasanjema ‘Ali verjamete v horoskop?’ in ‘Ali verjamete
v NLP-je?’ so zbrani v naslednji tabeli:

’ Horoskop\NLP H vsaj malo ‘ ne H Skupaj ‘
vsaj malo 5 7 12
ne 6 9 15

| Skupaj [ 11 [16] 27 |

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte neodvisnost verovanja ljudi v horoskop in

v NLP-je.

5. Na neki internetni strani je 1990 ljudi glasovalo, kateri film bo najverjetneje dobil
oskarja. Anketirance so razdelili v tri razrede glede na starost. Rezultati ankete so

naslednji:

do 20 | od 20 do 40 | nad 40
Gospodar prstanov 350 250 180
Skrivnostna reka 80 100 100
Seabiscuit 70 90 130
Zgubljeno s prevodom | 50 80 110
Gospodar in bojevnik | 200 150 50

S kontingenc¢nim testom preizkusite domnevo, da je mnenje o oskarjih neodvisno od
starosti. Stopnja znacilnosti naj bo 0°05.
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Linearna regresija

Spremenljivki X in'Y zadoscata zvezi:

Y=a+bX+R

kjer je R ~ N(0,0) neodvisna od X in kjer so a, b in ¢ neznani parametri.
Zeleli bi tockasto oceniti a in b (t. j. potegniti premico skozi podatke), poleg
tega pa Se tockasto in intervalsko oceniti vrednost spremenljivke Y za dano

realizacijo, pri kateri poznamo X. Cenilki za a in b sta:

Cay

Gy =Y -bX

B:

Cenilka za Y pri danem X pa je:

Interval zaupanja:

kjer je:

pridf =n — 2.

. Meritve dajo naslednje vrednosti:

Xi|1]12]3[415
Y, 12]6|7]10]10

86

Dolocite regresijsko premico, napovejte Y pri X = 10 in poiséite 95% interval

zaupanja.



RESITVE
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1.

Osnove kombinatorike

1. (443)-5=35.
2. a) 900, b) 450, c) 400, d)9, e)648, f)90.

3. Oznacimo s k stevilo kroglic, ki jih vzamemo iz posode. Tedaj so rezultati zbrani v

naslednji tabeli:

vrstni red vlecenja
k pomemben ni pomemben
vracamo | ne vracamo | vracamo | ne vracamo
1 5 ) ) 5
2 25 20 15 10
3 125 60 35 10

Pri razlicici, ko kroglic ne vracamo in vrstni red ni pomemben, sta rezultata za
k = 2 in k = 3 enaka, ker lahko namesto tega, katere kroglice smo vzeli, gledamo,
katere kroglice so ostale v posodi.

Razli¢ico, ko vrstni red ni pomemben, kroglice pa vracamo, v splosnem primeru, ko
iz posode z n kroglicami vzamemo k kroglic, izracunamo tako, da jemanja pona-
zorimo z razporeditvijo n — 1 rdecih in k& modrih puscic v vrsto, pri ¢emer puscice
lo¢imo le po barvi. Vsaka rdeca puscica predstavlja pregrajo med dvema kroglicama
v skatli in vsaka modra puscica predstavlja jemanje ustrezne kroglice. Tako npr.
razporeditev M RRM M RR pomeni, da iz posode s 5 kroglicami vzamemo tri kro-
glice, in sicer prvo kroglico enkrat, tretjo dvakrat, ostalih pa ne vzamemo. Vsaka
razporeditev puscic ustreza natanko enemu jemanju kroglic. Tako dobimo, da je

vseh jemanj ("H€ 1) = (”Zﬁ;l) (glej naslednjo nalogo).

. Ce vse razlo¢ujemo: (3 + 4)! = 5040.

7
Ce cvetlic iste vrste ne razlo¢ujemo: (3) = 35.

. a) (6) (4) 00,

0 () )G+ ()0 - () - () - (1) -

9!
a) 91 = 362880, D) 312141 =288, ) 28831 = 1728, d) gy = 1200.

. bl =120; 9-8-7-6-5=15120.

12!

2) 3131212121 = 1633200,
7! 5!
b)2-3- 5 g — 12600,

7!
.5l =
¢) 5 9! = 151200,
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2. Elementarna verjetnost

5
1. — =0139.
36
2. Verjetneje je, da so trije enega, eden pa nasprotnega spola: verjetnost tega dogodka

je 8/16 = 0°5, verjetnost enake zastopanosti pa je 6/16 = 0°375.

5
3. 1— 2= = 0508,
5 4 3 5.4.3
4. a) .. 2. 6=07203, b = 0'273.
Y15 12 » b) &)

3 2 3 2
5. — 4+ — — .2 = 0433,
10770 109
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6. Oznacimo iskani dogodek z A. Tedaj velja:

P(A) =1 364~363-~--;(366—n)
36571
Tabela prvih nekaj verjetnosti:
n|P n|P
110 36 | 0°832
21000274 | 37 | 0°849
3100082 | 380864
4100164 |39|0878
5100271 | 40| 0891
600405 |41 0903
7100562 | 4210914
8100743 | 430924
9100946 |44 |0933
10 | 07117 | 4510941
110141 46 | 0948
1210167 |47 10955
13 10194 48 1 0961
14 | 0°223 49 | 0°966
15107253 20| 097
16 | 0284 5110974
1710315 52 1 0978
18 | 07347 53 | 0981
19107379 54 | 0984
20| 0411 55 | 0986
210444 56 | 0988
2210476 571099
23 1 0507 58 | 0992
24 1 0'538 59 1 07993
251 0'569 60 | 0°994
26 | 0598 61 | 0°995
2710627 62 | 0°996
28 | 0654 63 | 0°997
29 | 0681 64 | 0°997
30| 0°706 65 | 0°998
311073 66 | 0°998
32107753 67 | 0°998
3310775 68 | 0°999
34107795 69 | 0°999
35| 0'814 70 1 0999

Ze pri 23 ljudeh verjetnost prvi¢ preseze 1/2.

90
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Splosneje, e je d dni v letu, velja:

=1 (-39 (-7

in ko gre d — oo (n pa se lahko spreminja z d), veljajo naslednje asimptoti¢ne
relacije:

P(A) ~1— 6—n(n—1)/(2d) ;

1
P(A) ~ ”(”2d ) . bri ko je n < Vd;

P(A) ~ e nln=1)/(2d) . brz ko je n < d*3.

2
()
8. 1— (?8) + (110) (990) = 0°262.
(100)
10
8Y (4Y (2
9. M = 0°245.
(7)
10. Verjetnosti dobitkov lahko ra¢unamo na dva nacina. Pri prvem nacinu si predsta-
vljamo, da so prekrizane Stevilke fiksne, nakar gledamo vsa moZna Zrebanja (pogled

igralca). Lahko pa si predstavljamo tudi, da so fiksne izZrebane Stevilke, nakar
gledamo vsa mozna krizanja (pogled Loterije). Dobimo:

N S SR
P(sedmica) = ™) = 15380987 — 650 - 10
y _EG) _©OOG) Es 10~
P(Sest in dodatna) = (379) 3 (379) N oo 4'55 - 10
ety = WD) B QW) 1
P(Sestica) = ) 32 = ) N oS80 1°41-10
P(petica) = () (%) ~ =677-107*
(%) 1477
ctivieay — W) 1L
P(stirica) = ™) N e 00113
. _GE) 4 @O 1 L
P(tri in dodatna) = B = &) i 00102

11. BNnC
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) P(ANBNC) =025,
b) P(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) =025,
¢) P(ANB)U(ANnC)u (BNC)) =05.

76/120. V splosnem, ko je kuvert n, je rezultat:

R N T S G ) R S LA S IRy SR
21 31 4l n! nl\ e n! e

a) Druzina A, vsebuje natanko mmnozice K in K U {n + 1,n + 2,...}, Kjer je
K C{1,2,...n}.

b) Druzina A vsebuje vse enoelementne mnozice {2}, {4}, {6},..., ne vsebuje pa
njihove unije, mnozice sodih naravnih stevil.

¢) Najmanjsa o-algebra, ki vsebuje A, je kar potenéna mnoZica mnozice naravnih
stevil, saj vsaka o-algebra, ki vsebuje A, vsebuje vse podmnozice N. Vsako pod-
mnozico namre¢ lahko zapisemo v obliki {ay, as,as,...} ={a1} U{a} U{az}U---.

3 9 1
2075, — — — =053L
1=0T5, o5 =053
5 2?
= 0179, b = (°0286.
2) 507~ UL b) ggTy = 00286

Kvadrat razdelimo na stiri trikotnike z vrhovi v sredis¢u kvadrata in osnovnicami,
ki se ujemajo s stranicami kvadrata (glej sliko). Zaradi simetrije je dovolj, ¢e se
omejimo na en sam trikotnik. Kvadrat postavimo v koordinatni sistem (z,y), tako
da se sredisce kvadrata ujema z izhodis¢em koordinatnega sistema:

Y

1
ES

V zgornjem trikotniku bo tedaj toc¢ka blizje robu kot sredis¢u kvadrata (sivo) na-
tanko tedaj, ko bo 1 —y < /22 + y2. Po ureditvi (in ob upostevanju lege tocke)
dobimo, da je to natanko tedaj, ko je y > (1 — 2%)/2. Mejna ¢rta gre od tocke
(—a,a) do tocke (a,a), kjer je a = 1/(1+v/2) =2 — 1.
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18.

Ploscina celega trikotnika je 1, plos¢ina ugodnega obmocdja (temnosivo) in tudi ver-
jetnost nasega dogodka pa je enaka:

(1—a)2+/a (1—1_2”32) dx:(l—a)2+/a(1+x2)dx:

—a 0
38— 4\2
:1—a+a2+%=T\/_iO'78l.

Oznacimo s h razdaljo med tocko na najbolj spodnjem delu igle in prvo ¢rto, ki je
nad to tocko (0 < h < a). Nadalje naj bo ¢ kot med iglo in pravokotnico na ¢rte
(0 < p < 7/2). Tedaj igla seka katero izmed ¢rt natanko tedaj, ko je h < bcos ¢,
zato je:

2 a b—+vb —a?
9 [m/2 — |arccos -+ ——— | ;a<b
pP=— min{a,bcospldp =4 7 b a
Ta Jo 2b
— ra>b
ma
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3.

Pogojna verjetnost

1. Ce je kocka postena, velja P(A| L) =1/3in P(B| L) = 0. Ce pa je nepostena na

nacin, opisan v nalogi, pride P(A | L) = 025 in $e vedno P(B | L) = 0.

. Oznacimo z A dogodek, da je prva karta pik, z B pa dogodek, da sta med izvlecenimi

kartami natanko dva pika.

Prvi nacin. S preprostim premislekom dobimo brezpogojni verjetnosti obeh dogod-
kov pa tudi pogojno verjetnost P(B | A):

4y 4 3 12 11  9-11 99
16 15 14 13 5-7-13 455’

Sledi P(ANB) P(A)P(B|A) 1
N
P(A| B) = ( ) _PA)PBI4) 1
P(B) P(B) 2
Drugi nacin. Za izide v nasem verjetnostnem prostoru postavimo kar konfiguracije,
pri katerih opisemo, katere izvlecene karte so piki in katere ne. Tedaj vsi izidi sicer
niso enako verjetni, pac¢ pa so enako verjetni izidi, ki sestavljajo dogodek B. Teh je

(;) = 6, trije med njimi so v dogodku A. Zato je P(A | B) = 1/2.

. Razmislek je napacen: brezpogojni verjetnosti sta enaki, ne pa tudi pogojni verje-

tnosti glede na dogodek, da smo izvlekli zlat kovanec.

. Ker so (na zafetku) vse moZnosti za vrata, za katerimi se skriva porsche, enako

verjetne, lahko brez skode za splosnost privzamemo, da najprej pokazemo na prva
vrata. Igro lahko modeliramo z verjetnostnim prostorom iz naslednjih Stirih izidov:

Izid  Verjetnost

POK 1/6
PKO 1/6
KPO 1/3
KOP 1/3

Pri tem ¢rka P pomeni porscheja za (Se zaprtimi) vrati, érka K kozo za zaprtimi
vrati, crka O pa odprta vrata. Iz tega se takoj vidi, da si je, ¢e je le nas namen dobiti
porscheja, pri drugi izbiri bolje premisliti, saj v tem primeru dobimo porscheja pri
izidih KPO in KOP, torej z verjetnostjo 2/3 (¢e se ne premislimo, pa ga dobimo na
nasprotnem dogodku, sestavljenem iz izidov POK in PKO, ki ima verjetnost 1/3).
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Zakaj je razmislek napacen? Spet zato, ker so v njem pomesane pogojne in brezpo-
gojne verjetnosti. Brezpogojni verjetnosti sta res enaki:

1
P(porsche za prvimi vrati) = P(porsche za drugimi vrati) = 3

to pa ne drzi za pogojni verjetnosti:

P({PKO}) 1
P({PKO,KPO}) 3’
P{KPO}) 2

P(porsche za drugimi vrati ‘ tretja vrata odprta) = P({PKO,KPO}) 3°

P (porsche za prvimi vrati ‘ tretja vrata odprta) =

Pogojni verjetnosti sta drugac¢ni od brezpogojnih: brz ko je vodja igre odprl tretja
vrata, nam je s tem dal dodatno informacijo.

Opazimo tudi, da se z informacijo, da je za doloCenimi vrati koza, ni prav ni¢
spremenila verjetnost, da je porsche za prvimi vrati. To pa se lahko spremeni, ce se
spremeni protokol igre. Ce bi namre¢ vodjo igre vprasali, kaj je za drugimi vrati,
bi bila ob odgovoru ‘koza’ pogojna verjetnost, da je za prvimi vrati porsche, enaka
1/2, ob odgovoru ‘porsche’ pa seveda 0.

Monty—Hallov paradoks je podoben zaporniskemu paradoksu, pri katerem tri raz-
iskovalce eksoti¢ne dezele, recimo Allana, Billyja in Chucka, zaprejo (vsakega po-
sebej) in se poglavar odlo¢i enega ubiti, preostala dva pa izpustiti. Vsak zapornik
razmislja, kaj bo z njim, strazarju pa je prepovedano povedati zapornikom, kaj bo
z njimi. Ce zapornik Allan od strazarja izprosi, da mu pove, kdo izmed preostalih
dveh zapornikov bo izpuscen, in mu strazar recimo odgovori, da Billy, se verjetnost,
da bo Allan izpuscen, prav ni¢ ne spremeni, ¢e privzamemo, da poglavar na slepo
izbere zapornika, ki ga bo dal ubiti, strazar pa v primeru, ¢e ima dve moznosti,
prav tako izbere na slepo. Drugace pa bi bilo, ¢e bi Allan lahko dobil odgovor, ali
bo Billy izpuscen.

5. Kon¢ni izid je lahko:

e 6 : 2 ¢e v nadaljnjih dveh rundah zmaga Janez;

e 6 : 3, ¢e v nadaljnjih dveh rundah enkrat zmaga Janez in enkrat Peter, v tretji
rundi pa zmaga Janez;

e 6 :4, ¢e v nadaljnjih treh rundah enkrat zmaga Janez in dvakrat Peter, v Cetrti
rundi pa zmaga Janez;

e 6 : 5, ¢e v nadaljnjih stirih rundah enkrat zmaga Janez in trikrat Peter, v peti
rundi pa zmaga Janez.

Verjetnost je zato enaka:

1\2 1\? 1\* 1\° 13
- 2.(= B 4-{=] =—==03822.
(3) 2 (5) +5(3) +2(3) =g =0

Se hitreje pridemo do rezultata, ¢e vzamemo nasprotni dogodek (izida 4 : 6in 5 : 6).
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6.

7.

10.

11.

12.

13.

14.

Oznacimo s p verjetnost, da Janez zmaga. Po dveh igrah je rezultat lahko 2 : 0,

1 4
1:1ali 0:2 za Janeza. Od tod dobimo zvezo p = 9 + Ep, kar da p = 0°2.

Oznacimo iskano verjetnost s p,. Za n > 2 se dogodek, da v prvih n metih Se ni
bilo dveh zaporednih cifer, zgodi v naslednjih dveh primerih:

e v n-tem metu je padel grb in prej ni bilo dveh zaporednih cifer;

e v n-tem metu je padla cifra, v (n — 1)-tem metu grb, prej pa ni bilo dveh

zaporednih cifer.

Od tod dobimo, da verjetnosti p,, za n > 2 zadosc¢ajo rekurzivni zvezi p, = %pn_l +
ipn_g z zaCetnima pogojema py = p; = 1. Od tod jih lahko eksplicitno izracunamo

— velja:
n+2 n+2
4 1++5 1—+5 _ Fupo
Pn =77 4 4 T

kjer je Fy, Fy, F5, Fy, F5, Fg...=1,1,2,3,5,8, ... znano Fibonaccijevo zaporedje.

4 . . 2 4.
o 43,3 33,2 43 0.

0 T o)

. Ce s Hp ozna¢imo dogodek, da moz kupi solato prio Francki, s H,; dogodek, da

kupi pri Micki, z G pa dogodek, da je kupil nagnito solato, velja:

0°6-005

P(Hp| Q) = - 0272

(Hr | G) 06-005+04-02 ’
04-072

P(Hy | G) = ~ 0727"

~06-005+04-02
Torej zena bolj upraviceno sumi Micko.

02-005

0200505001 103002 0
() 438
(5) 5 4 .
— 0125,
() 43, GG 32 () 21

Da, da, da, ne.
Ne (Ceprav je P(FNGNH)= P(F) P(G) P(H)).

a) Ne: P(A) =+, P(B)= g P(ANB) = % £ P(A) P(B).
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1
-p(l—p)+§p2= :

A T

P(ANB)=2---p(1—p)=p(l—p)

dobimo, da sta dogodka A in B neodvisna pri p =0 in p = 2/3.

97

15. Pri Zenskah je bilo prvo zdravilo uspesno v 200/1000 = 10%, drugo pa v 10/100 =

5% primerov.

Pri moskih je bilo prvo zdravilo uspesno v 190/200 = 95%, drugo pa v 1000/2000 =

50% primerov.

Kaze torej, da je bilo prvo zdravilo uspesnejse od drugega tako pri moskih kot
tudi pri zenskah. Toda ¢e pogledamo oboje skupaj, je bilo prvo zdravilo uspesno v
390/2200 = 177%, drugo zdravilo pa v 1010/2200 = 45°9% primerov. Ko skupini

zdruzimo, kaze, da je uspesnejSe drugo zdravilo.

Kako naj si to razlozimo? Zapisimo vse skupaj v jeziku verjetnostnega racuna. Za
verjetnostni prostor vzamemo mnozico testirancev, pri ¢emer so vsi enako verjetni.

Oznacimo:
M := mnozica moskih
Z := mnozica zensk
S := mnozica tistih, ki so prejemeli prvo zdravilo
S5 := mnozica tistih, ki so prejemeli prvo zdravilo
Z := mnozica tistih, pri katerih je bilo zdravljenje uspesno
Tedaj velja:
PU|SNZ)>PU|SNZ)
PU|SSNM)>PU|SynNM)
PU|S) <PU|S5,).

Oglejmo si zdaj, kako se P(U | S;) izraza z P(U | S;NZ) in P(U | S; N M). Velja:

P sy =0 -
_PUNSNZ) PUNSAM)
B P(S) P(S1)
_P(SNZ)PUSNZ)  P(SinM)P(U | SN M)
- P(S)) i P(S))
= P(Z|S)PU|SiNZ)+P(M|S)PU|SNM).
in podobno:

P(U|Ss) = P(Z|Ss) P(U| SN Z)+ P(M|Ss) P(U | 8,0 M).

Zai = 1,2sta P(Z | S;)in P(M | S;) utezi z vsoto 1, zato lahko verjetnosti oz.

deleze takole prikazemo:
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16.

P(U|S1NM) _L1..

P(U|S2NM) — |- _
P(U|Sy) —F--

PU|S)) —F--|-
PUISINZ) — | - &}
P(U|S2NZ) —1

0:\ /:1

(zenske) FPM|S1)  P(M|S2)  (mogki)

Do paradoksa ne bi prislo, ¢e bi bili obe vmesni bunkici navpi¢no poravnani, t. j.
¢e bi veljalo P(M | S1) = P(M | Sy) ali ekvivalentno P(Z | Sy) = P(Z | Ss).
Ker sta dogodka S; in S5 nasprotna, je to ekvivalentno zahtevi, da sta dogodka Z
in S; neodvisna, oziroma zahtevi, da sta spol testiranca in zdravilo, ki ga prejme,
neodvisna. 7 drugimi besedami, do paradoksa ne bi prislo, ¢e bi pri raziskavi pazili
na delez zensk, ki so jim dali posamezno zdravilo — natanc¢neje, ¢e bi imeli skupini
testirancev, ki so prejemali posamezno zdravilo, enako razporeditev spolov.

Posplosevanje (statisti¢no sklepanje) z vzorca na populacijo se obnese, ¢e je vzorec
reprezentativen glede na populacijo, torej ¢e so lastnosti (v nasem primeru spol), ki
vplivajo na eksperimentalne spremenljivke (v nasem primeru uspesnost zdravljenja),
vsaj priblizno enako zastopane kot v populaciji. Do paradoksa torej ne bi prislo, c¢e
bi bili obe skupini reprezentativni glede na spol.

V koné¢ni fazi bi lahko izrekli sklep, da je ucinkovitejSe prvo zdravilo, ¢e bi bila
razlicna zastopanost spolov edina Sibka tocka te raziskave (t. j. ¢e bi bile vse ostale
lastnosti, ki pomembno vplivajo na delovanje zdravila, reprezentativno zastopane,
to pa je dostikrat tezko doseci, ker jih ne poznamo).

Naj bodo A, B, C, D in E dogodki, da posamezna stikala prepuscajo tok: A in B
za stikali na levi, C' za stikalo v sredini, D in F pa za stikalo na desni. Naj bo se T’
dogodek, da vezje prepusca tok. Tedaj najprej po izreku o polni verjetnosti velja:

P(T) = P(C) P(T | C) + P(C) P(T | C) = %P(T | C)+§P(T 0.

Nadalje je:
P(T'|C)=P((AUB)N(DUE)|C).

Dogodek (AU B) N (D U E) pripada (A, B, D, E), dogodek C pa o(C'). 1z izreka
o neodvisnosti izpeljanih dogodkov sledi, da sta dogodka (AU B)N (DU E) in C
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17.

18.

neodvisna, torej je tudi:
P(T|C)=P((AUuB)N(DUE)).

Spet iz izreka o neodvisnosti izpeljanih dogodkov sledi neodvisnost dogodkov AU B
in DU E, torej je:
P(T|C)=PAUB)P(DUE) =
= (P(A) + P(B) — P(AN B)) (P(D) + P(E)—P(DnN E)) =

(L1
~\3 3 9)
2%
81

Podobno dobimo:

P(T|C)=P(ANB)U(DNE)) =
=P(ANB)+P(DNE)-P(ANBNDNE) =

1 25 2 17 59
=- —+ - —=—=07243.

3 81 * 3 81 243
a) Ozna¢imo z J, F' in T dogodke, da je Janez, Francelj oz. Tone zadel. Naj bo Se
Z = JUFUT dogodek, da je sploh kdo zadel. Iskana pogojna verjetnost je torej
enaka:

Sledi P(T)

_P(UNZ) P(J) B 01
PU12) = P(Z) 1-P(JnFNT) 1-09-08-07

=0202.

b) Naj bo Z; dogodek, da je zajca zadel natanko en lovec. Zapisemo lahko:
Zi=JNFNTYU(JNFNT)U(JNFNT),
torej je:
P(Z)=01-08-074+09-02-07+09-08-03=0398.
Sledi:

P(JNnZ) PJNFNT) 01-08-07

P2 = P(Z)  P(Z) 07398

=0'141.

Oznac¢imo z A, B, C' in D dogodke, da zadene Andraz, Bojan, Cilka oz. Darja.
Nadalje oznac¢imo z M; dogodek, da je v tarc¢i natanko ena modra, z R; pa dogodek,
da je v tarci natanko ena rdeca puscica. Iskana pogojna verjetnost je torej enaka:

P(BNDNMNER,) PAnBNCND)

P(BND|M;NRy) = =
( [ M0 By P(M, N Ry) P(M, N Ry)
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Po izreku o neodvisnosti izpeljanih dogodkov so dogodki A, B;U in D neodvisni,
prav tako tudi dogodka M; = (ANB)U(ANB)in Ry = (CND)U(CND). Sledi:

B 04-07-05-0° N

(06-03+04-07)-(05-01+05-009)
= 0'548.

19. Naj bodo H,, H,, H, in Hjz dogodki, da se je student naucil ucil 0, 1, 2 oz. 3
vprasanja, ki jih je dobil na izpitu. Velja:
20\ ( 30
(7) (52)
50 :
(5)

Nadalje naj bo A dogodek, da Student naredi izpit.

P(H;) =

e Ce se ni naudil nobenega vprasanja, mora, ¢e Zeli narediti izpit, uganiti vsaj

dve. Zato je P(A | Hy) =3- 01209+ 013 = 0°028.

e Ce se je student naudil natanko eno vpraSanje, mora, ¢e zeli narediti izpit,
bodisi uganiti obe vprasanji, ki se ju ni naucil, bodisi ne sme pozabiti vprasanja,
ki se ga je naucil, obenem pa mora uganiti Se eno vprasanje, ki se ga ni ucil.
Zato je P(A| H;)=01>+2-01-09-07 = 0136.

e Ce se je Student naucil natanko dve vprasanji, naredi izpit natanko tedaj,
ko bodisi ne pozabi nobenega vprasanja, ki se ga je ucil, bodisi pozabi eno
vprasanje, ki se ga je naucil, obenem pa ugane vprasanje, ki se ga ni naucil.
Zato je P(A| Hy) =07*+2-07-03-01=0532.

e Ce se je naudil vsa tri vprasanja, sme, ¢e Zeli narediti izpit, pozabiti najvec
enega. Zato je P(A| H3) =3-07%-03+ 07 =0784.

Sledi:

20 30\ (20 30\ (20 30
P(A) = G ggos o+ )DL gyg6, GG gy @ L0784 = 07440 .

() (¥) () (5)

20. Oznac¢imo z J, L in S dogodke, da Janez, Lojz oz. Stefan da Mihi §marnico. Nadalje
naj bodo Ky, K, Ky in K3 dogodki, da Miha dobi 0, 1, 2 oz. 3 kozarce Smarnice,
B pa dogodek, da Miho boli glava. Tedaj vemo, da je:

P(B|Ky) =01, P(B|K))=04, P(B|K;)=07, P(B|K;3 =1,
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21.

obenem pa je:

P(Ky)) =04-06-09=0216,
P(K))=06-06-09+04-04-09+04-06-01=0492,
P(Ky)=06-04-09+06-06-01+04-04-01=0268,
P(K3)=06-04-01=0024.
Torej je:
P(B)=0216-01+0492-04+0268-07+0024-1=043.
Sledi:
P(JNLNB P(JNLNSNB)+P(JNLNSNB

P(B) P(B)

Seveda je P(B | JNLNS) = P(B | K3) = 1. Toda velja tudi P(B | JNLNS) =07,
ne le P(B | Ky) = 0'7. Sledi:
06-04-09-074+06-04-01-1

P(JNL|B)= e = 0407

Oznacimo z Fj, dogodek, da Ferdinand Mirando prvi¢ pokli¢e k-ti dan po zabavi.
Tedaj so dogodki F, F5, ... nezdruzljivi, njihova unija, ki jo oznac¢imo z F', pa je
dogodek, da Ferdinand Mirando sploh poklice. Verjetnost tega dogodka je enaka:

= ig—k =
k=1

Oznac¢imo Se z M dogodek, da Miranda spozna novega fanta, preden jo Ferdinand
poklice (¢e je ne poklice, je torej to dogodek, da Miranda sploh spozna novega fanta).

Tedaj velja:
9 k—1
P(M | F,)=1-—

iskana pogojna verjetnost pa je enaka:

P(MNF
P(F)

P(M | F) = o PRI POM | By = 51

k=1
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4. Slucajne spremenljivke

1 2 3 4 5 6
1.XN<l 11 1 1 l),graf:
6 6 6 6 6 6
Fx(x)
14 —
-—
-
-—
P—
-—
1 4

6
1
6

o= =J
|~ OO

9 10 )
1 1
24 24

0 ;x2<0
T
0

—_

1 ;2>10

;0<2<10

102

je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, torej gre res za zvezno porazdelitev. Go-

stota:
1

fx(z) =1 or
0 ; sicer

- t

;0 <
100 - 0

1 1\ F 10—k
5. P(X =k) = (kO) (6) (g) . Priblizno velja:

P(X = k)
0162
0323
0291
0155
070543
00130
000217
948 - 102
186107
827107
165-10°

OO || U x| W[ N —| O

—_
e}

0< <27

; 0<t <10



M. RAIC: VAJE 1Z VERJETNOSTI IN STATISTIKE 103

10.

11.

R OREORAIOIORE

Poisson: 0°315, Laplace: 0°289.
Tocen rezultat: 0°323.

. Poisson: 00888, Laplace: 0'1152.

Toden rezultat: 0°1146.

. Poisson: 0°12511, tocen rezultat: 0°12574.

Oznacimo z X stevilo okvarjenih izdelkov.

a) Laplaceova aproksimacija za P(X = 160): 07033245
Tocen rezultat za P(X = 160): 0°033228.
Laplaceova aproksimacija za P(X = 175): 0°015221.
Tocen rezultat za P(X = 175): 0°014929.

b) Laplaceova aproksimacija za P(175 < X < 00): 0710565.
Laplaceova aproksimacija za P(176 < X < oo): 0°09121.
Laplaceova aproksimacija za P(175'5 < X < 00): 0°09824
Tocen rezultat za P(X > 175): 0°09944.

Laplaceova aproksimacija za P(—oo < X < 150): 0'20232.
Laplaceova aproksimacija za P(—oo < X < 149): 0°17966.
Laplaceova aproksimacija za P(—oo < X < 149°5): 0°19079.
Tocen rezultat za P(X < 150): 0°19147.

c¢) Oznac¢imo z x minimalno potrebno velikost skladis¢a. Po Laplaceovi integralski
formuli je x priblizno najmanjse celo Stevilo, za katerega velja:

1_1600-01
1-<1><w+2 )§0‘05
2 V1600-0'1-09

oziroma: 1505
x_
S ——— ] >045.
()=

Torej priblizno velja x = [y], kjer je y reSitev enacbe:

y —159°5 .
oL —20) =045
( 12

in iz y = 179.24 dobimo oceno x = 180.

Dejansko je verjetnost, da bo pokvarjenih izdelkov (strogo) ve¢ kot 179, enaka
0°0539, da jih bo vec¢ kot 180, pa 0°0457. Torej je ocena x = 180 pravilna.

Oznacimo z X stevilo ponesrecenih.

Poissonov obrazec za P(X = 0): 0'22313.
Laplaceova lokalna formula za P(X = 0): 0°15381,
Tocen rezultat za P(X = 0): 0'22288.
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12.

13.

Poissonov obrazec za P(X > 2): 0°19115.

Laplaceova integralska formula za P(2 < X < 00): 0°34143.
Laplaceova integralska formula za P(3 < X < 00): 0'11016.
Laplaceova integralska formula za P(2'5 < X < c0): 0°20693.
Tocen rezultat za P(X > 2): 0°19106.

Oznacimo z n Stevilo narocCenih izdelkov, z S pa Stevilo prvovrstnih. Tedaj je S ~
Bin(n,0'6). Veljati mora:
P(S>059n)>099.

Po Laplaceovi integralski formuli je:

1 059n —06n 1 n
PS>009n)~- - — | ==+ — .
(52 059n) ~ 3 (,/7,1.0-6.0-4) 2" (\/2400)
Torej bo Stevilo narocenih izdelkov ustrezalo priblizno tedaj, ko bo y/n/2400 >
®1(0°49) oziroma n > 2400(®1(0'99))° = 12988'55, torej n > 12989.
V resnici je najmanjSe mozno Stevilo narocenih izdelkov, ki ustrezajo zahtevi, ze
12922. Ne ustreza pa wvsako Stevilo izdelkov, ki je vecje ali enako 12922: prvo

stevilo, od katerega naprej vsako stevilo narocenih ustreza, je 13096. Nekaj to¢nih
verjetnosti, kjer z n oznac¢imo Stevilo izdelkov, z S pa Stevilo prvovrstnih:

n=12921: P(S > 7624) = 09897146436
n=12922: P(S > 7624) = 09900021378
n=13095: P(S > 7727) = 09899715692
n=13096 : P(S > 7727) = 079902509306

Na naslednji sliki so prikazana $tevila narocenih izdelkov, ki ustrezajo (polni krogci)
in Stevila, ki ne ustrezajo (prazni krogci).

(iSeessecssiicasssesssic Seeasesiiveseavessiisee Seee’ licee Seev il Svee e Seee Seel T OV T ST ST TN ¢S ee 3]

12900 12910 12920 12930 12940 12950 12960 12970 12980 12990 13000

$0808008 400808088 §0RECE 80K 00808004 6008 6 0006 0008 0008 0008 0P000E 0008 0008 0000$000000000$000000000

13110 13120 13130 13140 13050 13160 13170 13180 13190 13200 13210

Oznacimo z n Stevilo narocenih izdelkov, z S pa Stevilo prvovrstnih. Tedaj je S ~
Bin(n,0'1). Veljati mora P(S > 100) > 0'95. Tukaj je verjetnost Zelenega dogodka
narascajoca funkcija Stevila n.

Po Laplaceovi integralski formuli je:

1 995 -01nY\ 1 n — 1000
P(S>100)~ = —® | e ) =24 @ [ ——— ) .
(52 100) (\/n~0'1-0‘9> 2" ( 3vn )

Torej bo stevilo narocenih izdelkov ustrezalo priblizno tedaj, ko bo

[\]

n — 995
>

NG > ®71(095)
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14.

15.

16.

17.

oziroma:

n—3®1(095)yn—995>0.
Ce oznac¢imo ¢ = ®71(0.95) = 1'644854, je to natanko tedaj, ko je:

2
2
n > <3Q+ 93 +3980> = 1163’32 oziroma n > 1164 .

V resnici je dovolj narociti 1161 izdelkov: verjetnost, da je prvovrstnih vsaj 100,
pride pri 1160 izdelkih 0°9493, pri 1161 izdelkih pa 0°9502.

P(X =k)= 1 (§)k1; k e N.

6 \6
B 1\ /1\10 /5N k10
P(X =k) = - 2 ke =10,11,12, .. ..
9 6 6
P(X =k)=(k—1)2%za k = 2,3,.... Porazdelitev je negativna binomska

NegBin(2,1/2).

Verjetnostna razlaga: ce takoj za prvo cifro vse cifre zamenjamo z grbi, grbe pa s
ciframi, se problem iz naloge prevede na c¢akanje, dokler ne padeta dve cifri. Nata-
néneje, ¢e Y oznacuje Stevilo metov, dokler ne padeta dve cifri, sta X in Y enako

porazdeljeni — pisSemo X 4y, Slika:

Q o
verjetnost se ohranja

GG...GCCC...Cq GG...GCGG...GC

R

Ce kovanec ni posten, zgornja verjetnostna razlaga ne zdrzi in tudi formula za
porazdelitev je znatno bolj zapletena: ¢e je p verjetnost, da pri posameznem metu
pade grb, velja:

k—2
) ) 1 — p)k—1 _ k-1
PIX =)= >y 1= pf = pl ) ST
1=0

P(X=k)=2"®Dzak=23 ..., X—1~ Geom(1/2).

Verjetnostna razlaga: ¢e prvi¢ pade cifra, pri nadaljnjih metih cifre zamenjamo z
grbi, grbe pa s ciframi. Tako se problem prevede na ¢akanje na cifro (od drugega
meta dalje).

Ce kovanec ni posten, zgornja razlaga spet ne zdrzi; &e je p verjetnost, da pri
posameznem metu pade grb, velja:

P(X =k)=p(1—p)[p" 2+ (1 -p)*?].
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Velja:

6 O
GG

% 0 1 2 3 4. 0 1 2 3 4
A8 84 108 45 5 T\ 0692 0°3231 04154 071731 00192 ) -

260 260 260 260 260

oziroma:

X ~H(4,3,12) = H(3,4,12).

W) W6
kl\4—L k) \3—k
PX=k) =" 12
4 3
. . L2 O 1 2 3
ali priblizno X ~ < 02545 05091 02182 0°0182 )

Stevilo skatel, v katerih ni nobene kroglice, je porazdeljeno hipergeometrijsko
H(8,9,12) = H(9,8,12).

¢ =1/55, P(X > 3) = 49/55.

Velja ¢ = A in:

0 1 4
YN(O'l 07 0'2)

1 0 1
Yo~ (1-p)? 1—p 1
2-p)2—-2p+p*) 2-p (2-p)(2—2p+p?

Slucajna spremenljivka lahko s pozitivno verjetnostjo zavzame vrednosti 1,2,...b—
1. Za d iz te mnozice velja:

P(D=d)=P(d<bt’ <d+1)= P(log,d <U <log,(d+1)) =

1
= log,(d + 1) — log, d = log, <1 + 3)
Tej porazdelitvi pravimo Benfordova porazdelitev in predstavlja idealizirano poraz-
delitev prve stevke oz. nenicelne decimalke zapisa slucajnega podatka v stevilskem
sistemu z osnovo b. Prva stevka oz. nenicelna decimalka Stevila X je namrec¢ enaka
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25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

|logs X—Lloss X1 | in za veliko porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke X je slucajna spre-
menljivka log, X — |log, X | porazdeljena priblizno enakomerno Enak(0, 1). Poraz-
delitvena shema za Benfordovo porazdelitev pri b = 10:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
03010 0°1761 071249 0°0969 00792 00669 00580 0°0512 070458

Ce postavimo:

-1 ;U<04

0 ;04<U<05

1 ;05<U<08 7
2 ;U>08

X =

-1 0 1 2
04 01 03 02
magamo s kumulativno porazdelitveno funkcijo: slucajna spremenljivka Y je poraz-
deljena eksponentno Exp()), ¢e za vse y > 0 velja:

je X ~ . Za generiranje eksponentne porazdelitve pa si po-

PY<y)=1—e,
Zdaj pa porazdelitev slucajne spremenljivke U zapisimo v obliki:
P(U <1- e_’\y) —1—e N

P<_M§y) ] _ M

In(1-"0)
A

oziroma:

Ce torej postavimo Y := — , bo gotovo Y ~ Exp(\).
093319.

Normalno N(au + b, |a|o).

1/2 — ®(9/5) = 0°03593.

Y ~ Gama(a, \/k).

1 2
—(ny)?/2 .
—e ;y>0
fry) =14 yor o
0 ; sicer
1 1
——e V2?2 L y>0 — ;2z>1
fr(y) = V2my Y , fz2(2) = zV2nzInz
0 ; sicer 0 ; sicer

Opomba: slucajna spremenljivka Y ima porazdelitev hi hvadrat z eno prostostno
stopnjo, ki jo ozna¢imo s x?(1) (glej 5. razdelek).
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5. Slucajni vektorji

1. Navzkrizno in robni porazdelitvi lahko predstavimo s tabelo:

M=0M=1|M=2

— 10 20 5 [ 35
R=0 120 120 120 120
R—=1| 30 30 S 5§
— 11250 1%0 120 12210
R T
7 T T 1

15 15 15

Slucajni spremenljivki R in M sta odvisni. Velja:

0 1 2 3

120 120 120 120

Navzkrizno porazdelitev lahko dobimo iz formule:

() )
P(R=rM=m)= L\ 3 —r—m/

10

3
vse ostale pa iz dejstva, da gre za hipergeometrijsko porazdelitev: R ~ H(3,3,10),
M ~ H(3,2,10), R+ M ~ H(3,5,10)

M 0 1 2 3 4 5
2. B+ ~ {245 686 623 217 28 1 |-
1800 1800 1800 1800 1800 1800

Nauk: za porazdelitev funkcije dveh slucajnih spremenljivk ni dovolj poznati le
porazdelitve posameznih slucajnih spremenljivk: v splosnem je potrebno poznati
navzkrizno porazdelitev.

3. Porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y) z robnima porazdelitvama:

Y=0|Y=1|Y=2
X=-1| 005 01 01 (025
=0 01 02 02 05
=1 005 01 01 025
02 04 04 1

- -1 0 1 2 3
Velia e ¥ = A~ ( 005 02 035 03 01 )
0 1 2 3 -
0.73 3 . 0-72 . 0-3 3 . 0.7 . 0.32 0.33 ) - Bln(g, O 3).

Ceso X1, ... X, neodvisne in imajo vse Bernoullijevo porazdelitev Ber(p), je njihova

4. Velja S ~ (
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vsota porazdeljena binomsko Bin(n,p). Vzemimo namre¢ zaporedje n neodvisnih
slucajnih poskusov, pri katerih vsak uspe z verjetnostjo p. Naj bo:

{ 1 ; ce i-ti poskus uspe
X, = .
0 : sicer

Tedaj je S = X; + Xs + - - - + X, ravno stevilo uspelih poskusov, za to pa vemo, da
je porazdeljeno binomsko Bin(n, p).

5. Prvi nacin. Za n € Ny velja:

torej je U ~ Pois(A + p).

Drugi nacin. Naj bosta Sy,.55,53,...1in 11,15, T;, ... zaporedji slu¢ajnih spremen-
ljivk, pri ¢emer naj bosta Sy in Ty neodvisni za vsak k ter Se S, ~ Bin(my, px) in
Tk ~ Bm(nk,pk) Tedaj je Sk + Tk ~ Bm(mk —+ nk,pk)

Ce gre k proti neskonéno ter mypr — A in nppr — p (taka zaporedja my, ny in
pr se dajo konstruirati za poljubna A in u), se po Poissonovem obrazcu porazde-
litev sluc¢ajnih spremenljivk Sy bliza Poissonovi porazdelitvi Pois()), porazdelitev
slu¢ajnih spremenljivk 7} pa Poissonovi porazdelitvi Pois(j). Se veé: ko gre k proti
neskoné¢no, se porazdelitev slu¢ajnega vektorja (S, 7)) bliza porazdelitvi slu¢ajnega
vektorja (S,T"). Zato se morajo tudi porazdelitve vsot Sy + T} blizati porazdelitvi
vsote S + T'. Ker pa se porazdelitve teh vsot, ki so binomske, spet po Poissonovem
obrazcu blizajo tudi Poissonovi porazdelitvi Pois(A+ ), od tod zakljué¢imo, da mora
biti S + T ~ Pois(A + ).

6. Zamislimo si, da izvajamo zaporedje neodvisnih slucajnih poskusov, pri katerih vsak
uspe z verjetnostjo p, dokler ne uspe n poskusov. Naj bo X; stevilo poskusov do
vkljucno prvega uspelega. O¢itno je X; ~ Geom(p). Nadaljenajbozai=2,3,...n
slucajna spremenljivka X; definirana kot Stevilo poskusov od nevkljucno (i —1)-tega
do vkljuc¢no i-tega uspelega. Tedaj vsota S := X; + Xo+- - -+ X, predstavlja stevilo
vseh izvedb poskusa, za le-to pa vemo, da ima negativno binomsko porazdelitev
NegBin(n, p).



M. RAIC: VAJE 1Z VERJETNOSTI IN STATISTIKE 110

Znano je, da se zaporedje poskusov, ki sledijo i-temu uspelemu poskusu, pogojno
glede na zgodovino (dogajanje do vklju¢no i-tega uspelega poskusa) obnasa enako
kot celotno zaporedje poskusov od zacetka (za tem ti¢i tako imenovana krepka la-
stnost Markova). Zato so slucajne spremenljivke X, X5, ... X,, neodvisne in vse
porazdeljene geometrijsko Geom(p). S tem je natanko dolo¢ena porazdelitev slucaj-
nega vektorja (X1, Xo,... X,).

Ker je porazdelitev vsote S = X; + Xy + --- + X, odvisna zgolj od porazdeli-
tve slucajnega vektorja (X1, Xo,...X,), lahko zaklju¢imo, da, brz ko so slucajne
spremenljivke X, X5, ... X,, neodvisne in porazdeljene geometrijsko Geom(p), ima
njihova vsota negativno binomsko porazdelitev NegBin(n, p).

73
7.1—e 2 <1+2>\+2>\2+?>.

Simulacije nadaljnjega obnasanja Stevila prosenj, ki ostanejo na kupu, za razli¢ne

A
A=00:
15+ prosenj
10+
5 4
| | | |
100 200 300 400 500 dni
A=1
prosen;j
30T
20T
10+

|
200 400 600 800 1000 dni
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rosenj
100+ P

80+
60 +
40 +

20T

| | | | |
200 400 600 800 1000 dni

A =2

rosenj
1000 + 2T

800+
600+
400+

200+

| | | | |
200 400 600 800 1000 dni

8. @)30. [1_1(”1#)] ¥
30 e 2
N (3()). 1 (29)29. {1 1 <1+1+ 1+1)} .
1 30 30 e 2 06
() () () [0
2 30 30 e 2 6 24
= (0°036831.
Tocen rezultat (brez zanemarjanja): 0°036867.

- _Jxe™ ;x>0 e s y>0
9. c=1 fx(@)= { 0 ; sicer Frly) = { 0 ;sicer °
Slucajni spremenljivki X in Y sta odvisni.
P2<Y <3)=e?—-¢e3 PY<X)=1, P2V <X)=1/2

e e i 2>0

10. fz(Z) = /_ fX7Y(:B7Z o IE) dz = { 0 ; sicer
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11.

12.

13.

14.

15.
16.

~ A
fz(2) = / fx(@) fy(x —z)de = 564\\4
Tej porazdeofitvi pravimo Laplaceova porazdelitev.

B o [ (142 ;2>0
Cc = 2, fZ(Z) = /_OO fX’y(.’l',.Z'Z) ’x‘dx - { 0 X sicer

P(X <2Y)=P(Z>1/2)=2/3.

Y

0 ;1 2<0
Fz(z) =} z(1-Inz) ;0<z<1
1 2> 1

Obravnavajmo najprej primer, ko je p; = ps = 0. Tedaj je:

fX(x) = /_OO le(t>fX2(x—t)dt:

1 > t? —t)?
= / exp | — — (z =) dt =
210109 J_o 202 203

_ 1 /°° exp oja? — 20%3:152—1—2(0% + o3)t? 4t —
2n0109 J_oo 20705

1 > (o1 + 03)*t* — 201 (07 + 03)tx + o7 (0F + 03)a?
exp | — 5 SIS dt =
2(07 + 03)oi0;

2mo109

—00

1 2 /w ((oF + o)t —ote)"\
=——ep|————> exp | — :
210109 P 2(02+02) ) J o P 2(02 + 02)oio2

S substitucijo u = (0% + 02)t — o} x dobimo:

) = o (g )

kjer je:

1 o u?
¢= 2ro109(0% + 03) /_oo P (_ 20302(0? + a%)) du.
Konstante C' ni potrebno rac¢unati: ker je odvisna le od o7 in 03, iz prej$nje formule
Ze sledi, da mora biti X ~ N(0,/0} + 03).
V splosnem primeru pa postavimo X| := X; — p; in X} := Xy — po. Tudi slucajni
spremenljivki X{ in X} sta neodvisni, zato je X{ + X} ~ N(0, \/o} + 03) in konéno:

X = X{ 4 X g+ o~ N(p + g, o} + 03
1/2 — (1/5) = 0°42074.

Prvi nacin. Najprej bomo izra¢unali kumulativno porazdelitveno funkcijo slucajne
spremenljivke 7},. Dogodek T,, < t se zgodi, ¢e se je do c¢asa T,, zgodilo ze vsaj n
danih pojavov, torej za t > 0 velja:

/\2t2 /\nfltnfl )

_ — —At S
Fr,(t)=P(T,<t)=1—¢ (1+>\t+ T
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17.

Po odvajanju dobimo:

)\n
tTL*l —At . t > O
fr=4 =D © =T

0 ; sicer
torej je T, ~ Gama(n, A). Za n = 1 velja Gama(1,\) = Exp(}).

Drugi nacin. Oznacimo z V; Stevilo pojavov, ki se je zgodilo do vkljuc¢no casa t. Za
0 <t<t+h velja:

Fr (t+h) — Fp, (t) = P(Nysp > n) — P(N, > n).

Situacija, ko je N; ~ Pois(At) in Nyyp, ~ Pois(A(t + h)), nastopi tudi v primeru,
ko je razlika Ny, — N; neodvisna od N; in porazdeljena po Poissonu Pois(\h); to
sicer velja tudi pri Poissonovem procesu, a pri izracunu zgornje verjetnosti lahko to
privzamemo brez skode za splosnost. Tedaj velja:

FTn<t -+ h,) — FTn<t) = P(Nt < n,Nt+h > n) =

n—1 oo

3 P N ) -
i=0 j=n
n—1 oo

:ZZP(Nt =10, Npyn — Ny :j_i) =
i=0 j=n
n—1 oo A]tzh] z =A(t+h)

:ZZ il (j — )]

=0 j=n

Opazimo, da je potenca pri h vselej najmanj 1. Ce delimo s h in naredimo limito,
ko gre h proti ni¢, na levi strani dobimo natanko odvod, to je gostoto porazdelitve.
Na desni strani pa ostanejo le ¢leni s ! (utemeljitev konvergence bomo opustili),
topajeleclen ziv=mn—1in n = k. Torej velja:

)\ntn—l e—/\t

fr,(t) = NCE

kar je isto kot prej.

Za a,b € N se da porazdelitev izpeljati z verjetnostnim premislekom. Vzemimo
Poissonov tok pojavov z intenziteto A ter naj bo S ¢as, ob katerem se zgodi a-ti, T'
pa Cas, ki mine od a-tega do (a + b)-tega pojava. Tedaj iz prejsnje naloge dobimo,
da je S ~ Gama(a, \). Nadalje je S + T ¢as, ob katerem se zgodi (a + b)-ti pojav,
zato je S+ T ~ Gama(a + b, \).

Tudi za Poissonov tok velja krepka lastnost Markova: pogojno na zgodovino, t. j.
dogajanje do Casa S, se nadaljevanje Poissonovega toka obnasa enako kot Poissonov
tok od zacetka. Zato ima ob zgornji definiciji slucajna spremenljivka T' porazdeli-
tev Gama(b, A) in je neodvisna od S. S tem je navzkrizna porazdelitev sluc¢ajnih
spremenljivk S in 7" natanc¢no dolocena.
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18.

Ker je porazdelitev vsote natancno dolocena z navzkrizno porazdelitvijo, lahko skle-
pamo, da, brz ko sta slucajni spremenljivki S ~ Gama(a,\) in ' ~ Gama(b, \)
neodvisni in je a,b € N, velja U = S + T ~ Gama(a + b, \).

Za splosni primer pa bomo porazdelitev izpeljali racunsko. Za u > 0 velja:

_ )\a—l—b —Au U ot . - )
/ fs(s) fr(u—s)ds = F(a)F(b)/O s )-tds.

S substitucijo ¢ = s/u dobimo:
fU(u) — Oua—i—b—l e—Au’

kjer je:

/\a+b )\a+b

O = w0 =

Od tod dobimo, da je res U ~ Gama(a + b,\). Ker od tod sledi, da mora biti
C = \""/T(a + b), sledi e znana zveza:

B(a,b).

[(a)T(b)

Bla.b) = To 50

Za 0 <t <1 oznacimo z N, Stevilo gostov, ki so prisli na zabavo do casa t. Tedaj
je {T, <t} ={N; > k}.

Prvi nacin. Ker je N; ~ Bin(n,t), ima T}, kumulativno porazdelitveno funkcijo:

n

Frt)=Y (?)tl(l —t s 0<u<l.

=k

Z odvajanjem dobimo Se porazdelitveno gostoto (pazimo na zadnji ¢len):

[y

n

) =3 () e a =ty = == et

(7)5#‘1(1 — )"t - g (7;) (n—Dt'(1 ="t =

~

I
M=

l

I
=

n n! » . n—1 ol o
S T TS
n v - " Y n! Jj—1 n—j _
- 1=k (l_l)!(n_l)!tl (1_t) Z_J=k+1 (]—1) (n—])lt (1 t) =
n! . .
RV I A

Dobili smo porazdelitev beta: T), ~ Beta(k,n — k + 1) (glej tudi 20. nalogo).
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Drugi nacin. Za 0 <t <t+ h <1 velja:

FTk(t+ h) — FTk(t) = P(Nt < k’,NH_h > k’) =

=Y > PNy =i, Nyyp = j) =

TR (1 —t—h)"7.
)y ey R )

Opazimo, da je eksponent pri h vselej najmanj 1. Ce delimo s h in naredimo limito,
ko gre h proti ni¢, na levi strani dobimo natanko odvod, to je gostoto porazdelitve.
Na desni strani pa ostanejo le ¢leni s h', to pajele €lenz i =k —11in j = k. Torej

velja:
Fr(8) = (1 gy
r (k— 1! (n—k)! ’
kar je isto kot prej.
19. a) Ce z fx in fy oznadimo ustrezni gostoti:
1 2 2 )\a
— —z*/(20%) _ a—1 _—)dy. >0
fX(x) O'\/%e ; fY(y) F(a)y € v Y )

velja:

fr(t) = /0 e (tB) Fry)y/idy =

I S /00 Y2 e A R gy =
0

o2 T(a)
I'(a+ 1) 1

T(a 2 a+1/2
(@) V2w Ao? <1+ ¢ )

2)\o?
1

+2 a+1/2 °
B(a, 1)V2\o? (1 + )

20?2

b) Spomnimo se, da je:

X2 4 ...4 X2 1
1+ + n o XQ(n) = CGama E) -,
02 22

torej je (glej 29. nalogo iz 4. razdelka):

b o)
n 27 202
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Tako lahko primer prevedemo na prejsnjo tocko in dobimo, da ima Studentova
porazdelitev z n prostostnimi stopnjami gostoto:

1

, 12 (n+1)/2 7
B(2,1)vn (1 " 5)

fr(t) =

kar je neodvisno od o. Ko gre n proti neskon¢no, to konvergira proti gostoti stan-
dardne normalne porazdelitve.

20. Najprej opazimo, da Z skoraj gotovo zavzame vrednosti na intervalu [0, 1] (celo le
na (0,1)). Iz izrazave:

. . T 89 T
Y =9(X,Z), Kkjerje g(x,z):;—gg, é(%z):_;

po krajSem racunu sledi, da za 0 < z < 1 velja:

)\aer 1— b—1 oo
fz(2) = -2 / gttt lem Az g =
0

['(a)T(b 2b+1
I'la+d) .4 b—1
= —=2""(1—- .

e~
Gostota je ravno integrand v integralski definiciji funkcije beta in tudi dobljeno
porazdelitev imenujemo porazdelitev beta in piSemo Z ~ Beta(a,b). Ker je
ffooo fz(2)dz = fol fz(2)dz = 1, se predfaktor izraza tudi s funkcijo beta, tako da
velja:

fz(z) =< Bla,b) 2 1=2)" s 0<z<1

0 ; sicer
(a) I'(b)

in spet sledi dobro znana zveza B(a, b) = T(ath)
a

21. Prvi nacin. Ce ustrezni gostoti oznac¢imo z fx in fy, za ¢ > 0 velja:

folg) = /OOO fx(qy) fy(y)ydy =

A p? _1/0o b1~ (Aqtp)
= s 4 yrrT e dy =
[(a) T(b) 0

_ T(a+0b) b
T T(@) () (Ag + )i !
1

B(a, b) (1+ Aﬂq) (H%)b q‘

a—1 _
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Torej je:
-1
Bla,b)(1+ £)"(1+2) | 5g>0

0 ; sicer

folg) =

Drugi nacin: prevedemo na prejsnjo nalogo, najprej za poseben primer, ko je A = p.
Ce definiramo Z := X/(X +Y) ~ Beta(a, b), velja Q = h(Z), kjer je:

1
(¢+1)%’

h(z) = W) = ——, (h"Y(g) = -

torej za q > 0 velja:

B q 1 B qa—l
fola) =1z (q+ 1) (¢+1)*  B(a,b)(g+ 1)

ali tudi:

fala) = B(a,b) (1+1)"(1+q)q"

Za splosni primer definiramo:

XA
X' :=AX ~ Gama(a,1), Y':=uY ~ Gama(b,1) in @Q := Vi = p Q.
o A A . .

Tedaj velja fo(q) = — for | —q |, ker je isto kot prej.

1 fu

22. Naj bosta U in V neodvisni ter U ~ x?(m) in V ~ x%(n). Tedaj je
U U
F :%—NF(m,n) in B:= UiV ~Beta<%, Z)
Med tema slucajni spremenljivki velja funkcijska zveza:
mF . I n B
= oziroma = ——.
mE +n Aot ml—DB

23. Prvi nacin: s pomocjo transformacije gostote. Velja:
> Ixy(z,y
= [Ty Bt

—00 y;w2+y2:z ‘2y|

Enacba 22 +y? = z je resljiva na y natanko tedaj, ko je z — 2% > 0, to pa je natanko
tedaj, ko je z > 0in —y/z < x < /2. ReSitvi prej omenjene enacbe sta y = v/ z — x2
in x = —v/z — 22. Torej za z > 0 velja:

= vz fxvy(x,\/z—x) fX’y(x,—\/z—x) .
fZ()‘/_ﬁ< avi—z] | |24 )d‘

C Vz
:—/ 2’V —22de.
v

2512(1 + 2)
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Z upostevanjem sodosti in substitucijo ¢ = z?/z dobimo:
Cy

fz(2) = RESNC

kjer je:
1
C = C/ Vi1 —t)dt.
0

S substitucijo ¢t = 1/(1 + 2) izra¢unamo:

/ML_/li_B(l 1 =
o (I+2)vz Jo Jt(l—1) 272 I'(1)
od koder sledi C; = 1/, torej:

1
f2(z) =4 70+ 2z

0 ; sicer

Sedaj lahko izrac¢unamo tudi konstanto C'. Iz:

| V= =53 - - - §

sledi C' = 8C, /7 = 8/72.
Drugi nacin: z uporabo kumulativne porazdelitvene funkcije in polarnih koordinat.
Za z > 0 velja:

Cx2y2
Fy(z) = dz dy .
2(2) //x2+y2<z (Tt + )2+ 22 Y

7 uporabo polarnih koordinat dobimo:

VE oy

Fz(z)zcl/o 1+T2202arctg\/77,

kjer je:
27
Cy = C/ cosQwsinQ@dgp.
0

Ker mora biti lim, ,, Fz(z) = 1, velja Cy = 2/7. Za z > 0 torej velja:

Pl = Fy(0) = s

kar je isto kot prej. Sedaj lahko ponovno izracunamo tudi konstanto C'. Iz:

2 2T
1
/ cos? psin? pdy = 1 / sin?(2¢) dp =
0 0

sledi C' = 4Cy /7 = 8/7?, spet isto kot prej.

m
4
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6. Stevilske karakteristike
1. B(X)=2, D(X)=38, o(X)=1949.

2. BE(X) =511, D(X)=129, o(X)=1136.

7. o= % E(X) = E(Y) =0, E(X?)=E(Y?) = % E(X24Y?) = 1.

8. Cejen lih, je E(Z") = 0.
Cejensod, je E(Z")=1-3-----(n—1)=(n— 1.
9. Ceje S ~ Bin(n,p), je E(S) =np in D(S) = np(1 —p).
10. Ce je S ~ Gama(n, \), je E(S) =n/Xin D(S) =n/)\2.
11. DX —Y) =64, E((X+2Y)?) = 215.

12. Oznacimo cene v posameznih trgovinah z X;, X5 in X3, poleg tega pa naj bo se Z;
indikator dogodka, da iskani Cevlji v ¢-ti trgovini stanejo najvec¢ 50 evrov. Tedaj je:

C=C1(X, <50)+C 1(X; > 50, X5 < 50) + C 1(X; > 50, Xy > 50) =

Sledi:

E(C) = E[X;1(X; <50)] + E[1(X; > 50)] E[X51(X, < 50)] +
+ E[1(X; > 50)] E[1(Xs > 50)] E(X3) =
= E[X; 1(X; <50)] + P(X; > 50) E[X>1(X> < 50)] +
+ P(X, > 50) P(Xs > 50) B(X3) =
50 60
—36;)_454—%/40 x6gooxdx+%/50 6(;00xdx-54—
= 423 = 42°61.

13. Zahtevano sledi iz formule:

N:il(NZn i1N>n
n=1 n=1
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14.

15.

16.

Oznacimo stevilo vseh metov z N. Iz prejsnje naloge sledi:
a:=FE(N)= an,
n=0

kjer je p, = P(N > n). V 7. nalogi v 3. razdelku smo izrac¢unali, da repne verjetnosti
pn zadoScajo rekurzivni zvezi:
Pn—1 Pn—2

2+4

Pn =

z zacetnima pogojema py = p; = 1. Iz te zveze jih lahko celo eksplicitno izracunamo
(izrazajo se s Fibonaccijevim zaporedjem) in z njihovim sestetjem potem dobimo
matemati¢no upanje. Vendar pa se da to narediti Se hitreje, saj lahko iz rekurzivne
zveze izpeljemo a — 2 = 1(a — 1) 4 1a, kar nam da a = 6.

Za i =1,...8 definirajmo slucajne spremenljivke X;, kjer naj bo X; enaka 1, ¢e i-ti
igralec stavi svojo zeno, sicer pa 0. Tedaj je ocitno:

E(X;) = po := P(i-ti igralec stavi svojo zeno) = — - — + — = 0°06805 .

Ker je S = X7+ -+ + Xg, je tudi E(S) = 8py = 0'5444. Izrac¢unajmo Se disperzijo:
D(S) = E(S%) — (E(5))°. Velja:

E(S?) = Z > EB(XiX;) =

= Z Z P(z’—ti in j-ti igralec oba stavita svojo 2eno) =
i=1 j=1

= 8(po + 2p1 + 2p2 + 2p3 + p4)

kjer je pr verjetnost, da stavita svoji Zeni posamezna igralca, ki sta oddaljena za k
(t. j. med njima je k — 1 sedezev). Verjetnost py smo Ze izracunali, velja pa Se:

Torej je:
D(S) = 8(po + 2p2 + 3ps) — (8po)? = 0°4037 .

Ce je X ~ Geom(p), je E(X) =1/pin D(X) = q/p*.
Ce je S ~ NegBin(n,p), je E(X) =n/p in D(X) = nq/p*.

17. Ceje S ~ H(s;r,n), je E(S) =rs/n.
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18. K(X,Y)=-93, r(X,Y)=—03952.
19. K(X,Y) = —1/576 = —0°001736, r(X,Y) = —5/139 = —0°03597.

20. Slucajni spremenljivki X in Y sta odvisni, ¢eprav sta nekorelirani. To lahko vidimo
iz poljubne navzkrizne verjetnosti.

21. K(U,V)=a—a? U in V sta nekorelirani pri a = 0 in a = 1.

22. Kvantil za verjetnost 0'3 je natanc¢no dolocen: ¢p3 = 3.
Kvantil za verjetnost 0'5 je lahko kar koli iz intervala [4, 5].

23. m=1,s=4/3.
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7. Pogojne porazdelitve in pogojevanje na slucajne
spremenljivke

1. Naj bo B dogodek, da je po Pepckovi zamenjavi na obeh prvih kovancih grb. Ce se
zgodi B, je ocitno X > 0. Iz:

P{X =1}NB) =% - P({X:2}ﬂB):i<%+§é):é

najprej dobimo P(B) = 1/4, nato pa Se pogojno porazdelitev, ki je dolocena s shemo

(1}3 233)'

1 2 3 4
2. 2z 18 12 8 |
65 65 65 65

. . 1 2
3. PogOJnonaY—2JeX~<1/4 3/4>.

: i 0 1
PogOJnonaX—OJeY~(1/3 2/3>.

4. To je zvezna porazdelitev z gostoto:

Ne Mz=a) g s g

Ix|x>a(T) = { 0

; sicer

To pomeni, da je slu¢ajna spremenljivka X — a pogojno glede na dogodek {X > a}
spet porazdeljena eksponentno Exp(\). Pravimo, da je eksponentna porazdelitev
pozabljiva (beseda dobi smisel, ¢e si zalogo vrednosti slu¢ajne spremenljivke pred-
stavljamo kot cas).

5. To je porazdelitev z gostoto:

20—z) ;0<z<1
fX|X<Y($>:{ ( 0 ) - gicer

6. Najprej bomo izracunali pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo. Oznacimo s
T} dogodek, da je Tone vprasal, ali je X < 2/3, s Ty dogodek, da je Tone vprasal,
ali je X > 1/3, z D pa dogodek, da je bil odgovor na vprasanje pritrdilen. Pisimo:

{X <z}nD)

P(D) ’

P{X <z}nD)=PT)P{X <z}nD|T) +

+P(L)P{X <2}nND|T).

FX‘D(Z’) = P(

Sedaj lo¢imo tri primere. Za 0 < x < 1/3 velja:

P{X<z}nD|T)=P(X <z)=uz,
P{X<z}nD|T) =0,
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za 1/3 < x < 2/3 velja:

P{X<a}nD|T)=PX <z)=uz,
PU{X<a}nD|h)=PE<X<z)=z-1,

za 2/3 < x <1 pa velja:
P{X <z}nD|T) =2,
P{X<z}nD|T) =Pl <X<z)=z-1.

Ce v vse skupaj vstavimo x = 1 in seStejemo, najprej dobimo P(D) = 2/3.

dobimo pogojno kumulativno porazdelitveno funkcijo:

( 0 2 <0
x ;0<x <

o

AN

&

INA |
wWh Wi

FX\D(I) =

00 N
- 8 8

+

NN T

(S CRVEITEN

IA |

8

VAN

[a—

in nazadnje Se pogojno gostoto:

s <0
<<
fX|D(SC)= )

I

O BlwNlwklw O

. )

123

Od tod

7. Za X in B iz 1. naloge velja E(X | D) =5/3in D(X | D) =2/9. Za X in D iz 6.

naloge pa velja E£(X | D) =1/2in D(X | D) = 7/108.
8. Ce je Z indikator dogodka, da je 2X > Y, velja:

E(XYZ)

Po izreku o polni verjetnosti je:

PRX>Y)=PY =0)P2X >Y|Y =0)+ P(Y =0) P(2X > Y|Y =0) +
+P(Y=2)P2X >Y|Y =2) =
= P(Y =0)P(2X > 0)+ P(Y =1)P(2X > 1)+
+P(Y =2)P(2X >2) =
1
=5

Nadalje je XY Z = f(X) g(Y), kjer je:

f(w)z{é: o> 12 g(y)z{é AT

; sicer ; sicer
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Sledi:

B(XY |2X > V) = 2 E[f(X)] E[g(Y)] = g/l/2a:dx: }l

9. Naj bo B dogodek, da je bila premescena kroglica bela, R pa dogodek, da je bila
rdeca. Nadalje naj bo X stevilo belih izvlecenih kroglic. Tedaj velja:

12 9
E(X|B)=—, EX = —.
Sledi:
6 12 4 9

E(X)=P(B)E(X | B)+ P(R)E(X | R) = 15~ 1o+ 15" 19 = 08

10. Ta naloga se je sicer Ze pojavila kot 14. naloga v 6. razdelku, vendar pa jo lahko

zdaj reSimo hitreje, bolj neposredno. Oznacimo spet z N Stevilo vseh metov in
definirajmo naslednje tri hipoteze:

H; = {v prvem metu pade grb} .
H, = {v prvem metu pade cifra, v drugem pa grb}.
Hj3 = {v prvih dveh metih pade cifra} .
Ce se zgodi Hs, je o¢itno N = 2 in torej tudi E(N | H3) = 2. Ce pa se zgodita
H, ali H,, je nadaljnje dogajanje spet zaporedje neodvisnih metov kovanca, zato je
E(N|Hy) =1+ E(N)in E(N | Hy)) =2+ E(N). Sledi:
1

E(N) = 5(1+E(N)) +%(2+E(N)) +£-2,

od koder sledi £(N) = 6.

11. a) P(A|Y)=(4-Y)/12.
b) Ker je Y ~ H(4,4,16), je E(P(A]Y)) = (4— E(Y))/12 = 1/4. Opazimo, da je
to enako ravno P(A).

c) Ce Y zavzame vrednosti by, by, bs, .. ., iz formule za matemati¢no upanje funkcije
slucajne spremenljivke in izreka o polni verjetnosti dobimo:

E(PA|Y)=PY =b)P(A|Y =b)+P(Y =b)P(A|Y =by) + - =
= P(A).

12. a) E(5X —2X?|Y) ~ (1}3 2731)

b) E[E(5X —2X*|Y)] = %1 = E(5X —2X?).

c) Ce Y zavzame vrednosti by, by, b, . . ., iz formule za matemati¢no upanje funkcije
slucajne spremenljivke in izreka o polnem matemati¢cnem upanju dobimo:

E(E(X|Y)=PY =b)EX|Y=b)+PY =b)BE(X|Y =0by)+ =
= E(X).
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13. a) Porazdelitev je hipergeometrijska H(2,Y — 1,9) oziroma:

0 1 2
(9—10(10—1/)(9—1/) =Y —1)(10 - Y) i(Y—l)(Y—Q))'

45 90

b) E(X|Y)=2(Y —-1), E(E(X|Y))=2(E(Y)—1) =1. Iz simetrije lahko
sklepamo, da je tudi £(X) = 1: ¢e z Z oznacimo Stevilo zelenih kroglic za rdeco, je
zaradi simetrije F(Z) = E(X), velja pa tudi X + Z = 2.

¢) Pisimo E(X |Y) = g(Y), kjer je g(y) = E(X | Y =y). Ce Y zavzame vrednosti

b1, ba, bs, . . ., iz izreka o polnem matemati¢nem upanju dobimo:
E(E(X|Y))=E[g(Y)] =) P(Y =b)gb) =D P =b) E(X |Y =b) =
k k
= F(X).

14. Racdunamo:

PX=k|Z=n)= PO;(Z’“’:ZM n) _
 PX=kY=n—k
P(Z =n)
 P(X=k)PY=n—k _
B P(Z =n) B
n! Nk pn=k

" Kl(n—k)!(\ T)n a N
- (55) )

A
torej je iskana pogojna porazdelitev binomska Bin (Z , —)

A+
15. Velja:
E(X)=E[E(X |Y)] :E(Y):Z-%zl,
E(X2|Y)=D(X |Y)+ (BE(X|Y) =Y?+Y +1,
E(X?) = E[E(X?|Y)] = EQ})+ E(Y)+1=D(Y) + (E(Y))  + E(Y) + 1 =
11 7

=25ty

DY) = B(X*) ~ (B())* = 2.

16. Pogojno na N je S ~ Bin(N, p), t. j.:

Ps =k |M) = ()=
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Sledi:

Torej je S ~ Pois(pA). Podobno je tudi 7" ~ Pois((1 — p)A). Nadalje velja Se:

P(S=kT=0)=PS=kN=k+)=P(N=k+)P(S=k|N=k+1) =
)\k-‘rl - k—i—l )\k’-i—l kl_ le—)\
Y At U
" (k+ 1) k1!
—P(S—k)P( =1),

torej sta S in T' res neodvisni.

Neodvisnost slucajnih spremenljivk S in T' pa lahko izpeljemo tudi s sklicevanjem
na 14. nalogo: iz le-te namrec¢ sledi, da obstajajo slucajne spremenljivke S, T"in N,
za katere velja, da je S ~ Pois(pA) in N ~ Pois()), da sta S in T neodvisni, da je
N = S+T in da pogojno na N velja S ~ Bin(V, p). Ker je porazdelitev slu¢ajnega
vektorja (5,7, N) natanéno dolo¢ena s porazdelitvijo slucajne spremenljivke N,
pogojno porazdelitvijo slucajne spremenljivke S glede a N in zvezo N = S+ T, od
tod sledi, da S in T" morata biti neodvisni, brz ko izpolnjujeta pogoje naloge.

Ce je N = n kar konstanta, sta S in 7" odvisni, brz kojen > 1in 0 <p < 1: v
tem primeru namre¢ S in 1" zavezameta vsaj dve vrednosti, a ¢e S = k, je nujno

T=n-—k.

17. Pogojno glede na N ima slucajna spremenljivka S porazdelitev Gama(N, \), torej
za s > 0 velja:

)\NSN—I Y
fain(s) = e
Sledi:
)\NSNfl > Argn—1(1 — p)n—l
fS(S) - B |:(N — 1)' e—>\8:| _ pe—)\s Z (n(_ 1)]')) _ )\pe—p)\s ‘

n=1

Torej je S ~ Exp(pA).

18. E(X |Y =2) =7/4, E(X2|Y:2): 3/4
E(X2Y2|Y =2)=4E(X?|Y =2) =
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19.

20.

Ker sluc¢ajna spremenljivka N zavzame le vrednosti v naravnih stevilih, je dovolj za
vsako naravno $tevilo n poiskati pogojno verjetnost h,(S) = P(N =n | S). To bo
natanko tedaj, ko bo za vsako primerno merljivo funkcijo g veljala zveza:

E[hn(5) 9(9)] = E[Zng(S)],
kjer je Z, indikator dogodka, da je N = n. Z drugimi besedami, veljati mora:
E[ha(S)9(8)] = P(N = n) E[g(S) | N =n].
Ko vstavimo brezpogojno in pogojno gostoto, dobimo:
o0 )\n oo
pA/ihM$9@M’md8=pﬂ—pW1————7/ g(s)s"te M ds.

0 (n—=1)!Jo

Ta pogoj bo izpolnjen za regresijsko funkcijo:

_ )\nfl(l _ p)nflsnfl e—)\(l—p)s

fin(5) (n—1)!

7 drugimi besedami, velja:

A1 =p)" 1S s .

P(N=n|S)= 1)

Pogojno na S ima torej sluéajna spremenljivka N — 1 Poissonovo porazdelitev
Pois(A(1 — p)S).

Dejstvo, da je X pogojno na U porazdeljena binomsko Bin(n, U), lahko zapisemo
takole:

n

Ehm:m\ﬂzpu:kuU:Q

)UWl—Uw*; k=0,1,2,...n.

Sledi: 1
E[MU)1(X = k)] = (Z) /O h(w) uF(1 — w)" " du.

HX:k%:CDB%+Ln—k+D:n+1.

Slucajna spremenljivka X je torej porazdeljena diskretno enakomerno na
{0,1,...n}. Nadalje velja:

E[h(U)1(X =
P(X = k)

1
T Bk+Ln—k+1

k)]

E[MU) | X =k] =

)/o h(u)u®(1 —uw)" " du.

Sledi, da ima slucajna spremenljivka U pogojno na X porazdelitev Beta(X + 1,n —
X+1).
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3/4 1 7/4
21. Iz E(X |Y) ~ <1/3 1/3 1/3
D(E(X|Y)) = 13/72.

Nadalje iz D(X | Y) ~ (

) dobimo E(E(X |Y)) =7/6 in

3/16 1
2/3 1/3
Iz X ~ (1(/)4 1}3 5/212) pa dobimo F(X) =7/6 in D(X) = 23/36.

Seveda je E(E(X | Y)) = E(X), opazimo pa Se, da je D(X) = D(E(X | Y)) +
E(D(X|Y)).

) dobimo E(D(X |Y)) = 11/24.

22. Velja:

D(B(X |Y)) = E[(B(X |Y)
DIX|Y)=E(X?|Y)—

E(D(X |Y))

)]~ (B(X))*
(BE(X |Y))?,
B(X?) — E[(E(X |Y))"].

Ko sestejemo, dobimo:
D(E(X |Y))+E(D(X |Y)) = E(X?) - (B(X))" = D(X).

23. Iz Poissonove porazdelitve dobimo, da je E(X? |Y) =Y?+ Y. Sledi:

B(X?) = B[B(X* | V)] = B’ +¥) = 541

24. Za t > 0 ima slucajna spremenljivka T’ pogojno gostoto:

)\ntn—l e—)\t
(n—1)!

fT|N=n(t) =

Brezpogojno gostoto dobimo s sestetjem:

0 B )\ntn—l - B
ZP =n fT|N7L :Zp(l_p)n 1(%-1)'6 )\t:p)‘e P

Torej je T' ~ Exp(pA).

—(z—y) .
. e 3 X >
25. Zay > 0je fxy(z|y) = { 0 : sicery

a0 >0 oty |0 = { 1) THEY ST

Pogojno glede na X ima torej Y eksponentno porazdelitev Enak(0, X).

Pogojno glede na Y pa ima X eksponentno porazdelitev Exp(1), pomaknjeno za Y
v desno. Torej ima X — Y pogojno glede na Y eksponentno porazdelitev Exp(1),
ne glede na Y. To pa pomeni, da sta X —Y in Y neodvisni.
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26.

27.

28.

Prvi nacin. Iz pogojne gostote:

2] 2y

frix(y|z) = e’
V2T
izracunamo dvorazsezno gostoto:

x —x
fxy (@) = fx(2) frix(y | 2) = %e 2(142)/2

z integriranjem katere dolo¢imo porazdelitev gostoto spremenljivke Y:

> 1
= r,y)der = ———.
Slucajna spremenljivka Y ima torej Cauchyjevo porazdelitev.

Drugi nacin (v resnici le drugace pisan prvi nacin). Uporabimo formulo:

X 1 [
fry)=E|frix(y)] = E \|/_2_7‘r e = %/ || e /2 4y |

ki nam seveda da isto kot prej.

Tretji nacin. Ce postavimo U := XY, iz formule za transformacijo enorazsezne nor-
malne porazdelitve, uporabljene pogojno na X, dobimo, da je pogojna porazdelitev
slucajne spremenljivke U glede na X = z standardna normalna, ne glede na x. To

pa pomeni, da je U neodvisna od X. Po formuli za gostoto funkcije dveh slucajnih
spremenljivk dobimo:

fr(y) = / fx (@) fu(zy) |z|de = %/ 2] oo (14y?)/2 dz,

kar je spet isto kot prej.

6(x? + zy)
24+ 3y

4Y +3 . 4Y?% + 3Y
E(X|Y>:6Y+4mE(XY|Y):YE(Y|X):W'

Za 0 <z,y<1lvela fxy(z|y) = , od koder dobimo

a) Pogojna porazdelitev je normalna N (/@ + %‘12 (x — 1), \/1— p? 02).

b) 1 s (75 —580—07291-253- (25— 59'2)/20'1> R
2 953 . /1 — 02912 B '

V resnici je 7 kandidatov na prvem kolokviju zbralo 25 toc¢k in nihce izmed njih ni
naredil. Prav tako ni naredil nihce, ki je zbral 26 ali 27 tock, pac¢ pa je naredil en
kandidat od 6, ki so zbrali 22 tock, in 3 kandidati od 5, ki so zbrali 28 tock.

Diagram pogojnih delezev:
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0.8

0.6+

0.4+

0.2-

delez tistih,
ki so naredili

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tock na
1. kolokviju

Zaradi velike zaloge vrednosti rezultatov dobimo veliko boljsi pregled, ¢e gledamo
pogojne verjetnosti glede na 5 tock Siroke razpone. Premica ponazarja ocene za
deleze (verjetnosti) na podlagi Gaussovega modela, t. j. modela z dvorazsezno nor-
malno porazdelitvijo:

delez tistih,
ki so naredili

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tock na
1. kolokviju

Histogram se kar dobro prilega krivulji glede na to, da se histogram frekvenc¢nih
porazdelitev vsaj za drugi kolokvij ne prilega tako dobro normalni porazdelitvi. Pri-
kazane so relativne gostote frekvenc, t. j. delezi ustrezajo ploséinam pravokotnikov v
histogramu; visine pravokotnikov so tako primerljive z gostoto zvezne porazdelitve,
s katero aproksimiramo.

Histogram za prvi kolokvij:
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0.02-

0.01 -

rel. gostota
frekvence

Histogram

0.02-

0.01 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tocke

za drugi kolokvij:

rel. gostota
frekvence

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 tocke

131
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8. Rodovne, momentno-rodovne in karakteristicéne
funkcije

1. Gx(s) =D B(X)=D(X) =\
1

2. G(s):ﬁ, BX) =, D(X):(lp_zp).

3. Ce z Z oznac¢imo vsoto, je rodovna funkcija te slucajne spremenljivke enaka:

s s 252 52
G = . fr p— —
) = 39 T3 9 3
_232 1_}_23+ 2s 2+
3 3 3
52 1+s+<3)2+
2 2 2 ’
torej je:
2\t 1
P(Z:]{I): § —F, k:2,3,4,...

Nalogo bi seveda lahko resili tudi neposredno, brez uporabe rodovnih funkcij.

4. Neposredno ali z uporabo dejstva, da se binomska porazdelitev ujema s poraz-
delitvijo vsote neodvisnih Bernoullijevih slu¢ajnih spremenljivk, dobimo G x(s) =
(1 — p+ ps)™. Nadalje iz zveze:

1 L.
R d
15X /Os S

(i) - v

5. Rodovna funkcija:

dobimo:

porazdelitev:
0 1 2 3 4
1/4 1/4 5/16 1/8 1/16 ) -
6. Rodovno funkcijo stevila Nikinih otrok oznacdimo z:

1 1 1 1
G1(8)21+ZS+Z$2+1837
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rodovno funkcijo stevila otrok posameznega Nikinega otroka pa z:
1 1 1

G2(5> = 54‘184—152,

Tedaj je rodovna funkcija stevila Nikinih vnukov enaka:
G(s) = G1(Ga(s)) ,

verjetnost, da Nika ostane brez vnukov, je G1(G2(0)) = 15/32, matemati¢no upanje

pa je:
9
G'(1) = G1(Ga2(1)) G4H(1) = 3
7. Ce vsoto oznadimo z Z, velja:
a bs b
—(1-b)s aos
GZ(S) g 1 = s
1—(1—(1,)% 1—(1—ab>8

torej je Z ~ Geom(ab).

8. Ozna¢imo z G(s) = ¢ + 35 + 3s° rodovno funkcijo stevila otrok. Verjetnost, da

Maks v n-ti generaciji ne bo imel potomcev, je enaka G, (0), kjer je:
Gn(s) = G(G(G(...G(s)...)) (n znakov G).

Verjetnost, da bo Maksovo potomstvo izumrlo, pa je enaka p = lim, ., G,(0).
Velja G(p) = p, kar ima resitvi p = 1/3 in p = 1. Z indukcijo po n dokazemo, da je
G.(0) < 1/3 za vse n, torej je p = 1/3.

bt _ at
9. Mx(t) = j(b‘_ea).
10. m, = rl/)\",
Mx(t) = ﬁ, definirana je za t < A.
c3 =2/\3

11. Mx(t) = exp(e’\et — 1), definirana je za vse t.
12. Za Z ~ N(0,1) velja:
1 o 2
My(t) = —= [ = "/2dt.
Z< ) V 27T /oo
S substitucijo u =t — x dobimo:

u?/2  poo 2 4 6
€ 2 2 t t t

_u/2d — t/2:1 -z
\/27r/oo6 “=e to Tttt

Vsi momenti lihih redov so torej enaki 0. Ce je n sod, pa je:

My(t) =

n!

M = oni2 nj2)

1-3----(n—1) = (n— 1.
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13. Za X ~ N(u, o) lahko zapisemo X = 07 + pu, kjer je Z ~ N(0,1). Sledi:
Mx(t) _ E[et(oXﬁu)} — pht Mz<0't) _ €g2t2/2+,ut.
Od tod in iz izreka o enoli¢nosti sledi, da, ¢e sta X; ~ N(p1,01) in Xo ~ N(pug, 09)
neodvisni slu¢ajni spremenljivki, velja X; + X5 ~ N(p1 + po, /07 + 03).
>\ a
14. Ce je X ~ Gama(a,\), velja M x(t) = (ﬁ) ; momentno-rodovna funkcija je

definirana za t < A (v kompleksnem pa za Ret < \).

Od tod in iz izreka o enoli¢nosti sledi, da, ¢e sta X; ~ Gama(as, A) in Xy ~
Gama(az, A) neodvisni slucajni spremenljivki, velja X; + X5 ~ Gama(a; + ag, \).
15. ki =, ko =02, K, =0zavser>3.

17. ko =co =02, Kz=c3, kyg=c4—3c3, A=c3/0?, K =cy/o*—3.

a+b b—a)? b—a)t 6
18. R1 = 5 y I€2:< 12), Ii3:0, H4:—( 120>, AIO, K:—g
19. co=c3 =\, cqs=\+ 3\
E(X
20. Po neenacbi Markova je P(S > 150) < % =3 = 0'67.

Iz simetrije in neenacbe CebiSeva dobimo:

D(X) 1
P(X > 150) =1 P(|X — 100] > 50) < =—=001.
( - 50) 2 (| |— )—2,502 100

Za S ~ Bin(n, p) iz pravila za vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk dobimo
Mg(t)= (1 —p+pe')". Cejex <n, je izraz e~ M(t) najmanjsi pri:

(1—p)x

p(n —x)

Zan =2001in p=1/2 dobimo t =In3 in P(S > 150) < 2290/3150 = 434 . 1012

Priblizne ocene lahko dobimo tudi iz Laplaceove lokalne formule in ocene kvocientov
med zaporednimi verjetnostmi. Velja:

P(S=k+1) n—k
P(S=k)  k+1’

za n = 200 in k > 150 bi dobili:

P(S=k+1) _ 50 _1
P(S=k) ~ 151 3’

141y 12+
3 \3

t=1In

torej je:

P(S > 150) < P(S = 150)
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21.

22,

23.

24.

25.

Iz Laplaceove lokalne formule dobimo:

—25
P(S = 150) ~ \/% = 78410713,

in (3/2) - P(S = 150) = 118 - 10~'2. Dejansko je P(S > 150)/ P(S = 150) = 1°486.

Ce bi 8li po Laplaceovi integralski formuli in upostevali 5 — ®(z) ~ I\}Ee_ﬁ/ 2 pa

bi dobili:

1 49
P(S>150)~ - —® (ﬁ) ~ V50 —49.52/100 = 1-30. 1012

~N———e
2 /50 49°5/ 27
Toéen rezultat: 420 - 10713,

Najprej izpeljimo oceni za splosni primer. Naj bo z > 0. Iz simetrije in neenacbe
Cebiseva dobimo:
D(S,) n

1

Momentno-rodovna funkcija pa je enaka:

in je definirana za —1 < t < 1, izraz e™** Mg, () pa je minimalen pri

vni+a22—n

X

t =

Za P(Ss > 5) iz neenacbe Cebiseva dobimo zgornjo mejo 0°2, iz momentno-rodovne
funkcije pa (za t = v/2 — 1) 0°323. Ocena iz neenacbe Cebiseva je torej tu ostrejsa
od ocene iz momentno-rodovnih funkcij. Tocen rezultat pa je 0°0555.

Za P(Sy > 20) iz neenacbe Cebieva dobimo zgornjo mejo 0°05, iz momentno-
rodovne funkcije pa (prav tako za t = /2 — 1) 0°0109. Zdaj je torej ocena iz
momentno-rodovnih funkcij ostrej$a od ocene iz neenacbe Cebigeva. Toden rezultat
pa je 0°00114.

B peit
ng(t) - 1 — (1 _p)eit‘
A
1
ox(t) = Tre
Ce je X ~ Bin(n, p), je ¢x(t) = (1 —p+pe)".
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. . . pe’ "
26. Ce Je X ~ NegBln(n,p), e ¢X(t) = (w) .

27. Ce je X ~ Gama(n, \), je ¢y (t) = ( A )”

A — 1t
1—rcosz
B ;x| #0
— ;=0
21

29. Slucajna spremenljivka X ima Cauchyjevo porazdelitev, t. j.:

1

fx(z) = 1+ 2%

1 0 1 2
30°XN<1/6 1/3 1/6 1/3)'

31. Slu¢ajna spremenljivka X ima prav tako Cauchyjevo porazdelitev.
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9.

Limitni izreki

1. Po krepkem zakonu velikih stevil Kolmogorova zaporedje konvergira tako v verje-

tnosti kot tudi skoraj gotovo.

. Za n € N oznac¢imo s p, verjetnost, da slucajni sprehod Se kdaj pride v izhodisce

iz totke n oziroma —n (zaradi simetrije sta verjetnosti ocitno enaki). Pokazati
moramo, da je p; = 1.

Ce oznac¢imo $e py = 1, iz dinamike slu¢ajnega sprehoda razberemo, da mora za
vsak n € N veljati p, = (pp—1 + Pny1)/2 oziroma p,y1 = 2p, — pr—1. Tako so vse
verjetnosti p,, enoliéno doloéene s p;. Ce ozna¢imo 6 := 1 — py, ni tezko videti, da
za vsak n € N velja p, = 1 — nd. Toda ker so p,, verjetnosti in zato 0 < p,, < 1, ni
druge moznosti, kot da je 6 = 0. Torej je p; =1 (in p, = 1 za vse n), to pa je bilo
potrebno dokazati.

. Oznacimo iskano verjetnost s m; (za my pa se dogovorimo, da je to verjetnost, da se

slucajni sprehod Se kdaj vrne v izhodisc¢e). Iz neodvisnosti in enake porazdeljenosti
sledijo naslednje rekurzivne zveze:

T = pig—1+ (L = p)me s [k] > 1 (1)
m =p+(1—p)m (2)
1 =pr_s+ (1 —p) (3)
ro = pr1+ (1 - ) (1)

Enacba (1) je diferenéna enacba, katere resitve so linearne kombinacije ¢lenov k" \*,
kjer je \ reSitev karakteristi¢ne enacbe:

(1-p)A*=A+p=0, (5)

ki ima resitvi Ay =1 in Ay = p/(1 — p).

Oglejmo si najprej primer, ko je p < 1/2. V tem primeru sta reSitvi razliéni. Ker
se zveza (1) pri izhodis¢u prekine, resitev nastavimo v obliki:

k
p

k

Najprej za negativne k£ opazimo, da mora biti C; = 0, sicer verjetnosti uidejo izven
intervala [0, 1]. Torej je my = C| za vse negativne k. Ko to vstavimo v enac¢bo (3),
dobimo, da je C] = 1.

Za pozitivne k pa si pomagamo z dejstvom, da je limy_,, 7 = 0, kar je intuitivno
jasno in bomo tudi eksaktno dokazali malo kasneje. Iz tega dejstva dobimo, da
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mora biti C;{” = 0. Ko vse skupaj vstavimo v ena¢bo (2) in porac¢unamo, dobimo,
da mora veljati Cy = 1. Iz enacbe (4) zdaj dobimo Se my = 2p. Sledi:

(ﬁ)k ck>1
T = 2p k=0 - (%)
1 i k<0

Preostane nam le se dokazati, da je 7 := limy_,,, 7, = 0. Za ta namen definirajmo
dogodke:
Ay, = {slucajni sprehod obisce stanje k} .

Najprej opazimo, da je Ay O Ay D A3z D .... Torej je 7 verjetnost njihovega preseka,
to pa je dogodek, da slucajni sprehod obisce vsa pozitivna stanja. Pokazati je torej
treba, da ima ta dogodek verjetnost nic.

Po krepkem zakonu velikih stevil Kolmogorova z verjetnostjo ena velja:

lim &:2p—1<0.

n—oo M
Torej so z verjetnostjo ena vse vrednosti 57, 95,95, ... od nekod naprej negativne
ali ni¢, se pravi, da z verjetnostjo ni¢ velja, da je neskonc¢no mnogo vrednosti
S1, 59,53, ... strogo pozitivnih. Dogodek, da slucajni sprehod obisce vsa pozitivna
stanja, je nacin tega dogodka, torej ima tudi sam verjetnost ni¢. Zveza (x) je tako
dokazana.

Za p > 1/2 je obnaSanje zrcalno simetri¢no okrog 1/2 — velja torej:

1 s k>1
(ﬁ)k k<0

Konéno si oglejmo Se primer, ko je p = 1/2. Le-tega smo sicer ze obravnavali v 2.
nalogi, a ga lahko vseeno pogledamo v lu¢i karakteristi¢ne enacbe (5). Le-ta ima
sedaj dvojno nic¢lo A = 1, torej bo imela resitev rekurzivnih enacb obliko:

m=Cf +Ck; k>1
me=0C] +Cy k; k<-1.

Veljati mora C, = C,; = 0, sicer verjetnosti 7 spet uidejo izven intervala [0, 1]. Iz
zvez (2) in (3) dobimo C} = O] = 1. Se iz zveze (4) dobimo, da mora biti 7, = 1
za vse k.

4. Slucajna spremenljivka 7;, se razlikuje od S,, le v primeru, ko je S, = 0. Toda po
Laplaceovi lokalni formuli je P(S,, = 0) ~ \/2/nm, ¢ je n sod, in P(S, = 0) =0,

¢e je n lih. Torej je lim, o, P(S, = 0) = 0. To pa pomeni, da se mora zaporedje
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T, glede konvergence v verjetnosti obnasati enako kot S, /n. Natancneje, za vsak
e > 0 velja:

n

<5,Sn7é0)2P<
n

S
P(IT, =P (=
(<o =r(|%

<e)|—P(5,=0
) - ps.=0)

od koder sledi lim,,_,o, P(|T,,| <¢) = 1.

Po drugi strani pa smo v prejsnji nalogi videli, da se standardni slucajni sprehod
skoraj gotovo vrne v izhodis¢e. To pomeni, da se skoraj gotovo tudi neskoncno
mnogokrat vrne v izhodisce, torej je skoraj gotovo neskonéno mnogo sluc¢ajnih spre-
menljivk 7, enakih 2. Toda ¢e je T,, = 2, je S, = 0 torej |S,.1| = 1 in zato
|T+1] = 1/(n+1). Zaporedje, v katerem se neskon¢no mnogokrat ponovi ta vzorec,
pa ne more nikamor konvergirati.

5. Vzemimo slucajne spremenljivke:

-1 1
2 2

in postavimo Se X := —X;. Tedaj so vse slucajne spremenljivke enako porazdeljene,
torej zaporedje X, zagotovo konvergira proti X v porazdelitvi. Po drugi strani pa
je:

P(X,—X|<2)=PX,=X)=0
za vse n, zato zaporedje ne more konvergirati v verjetnosti.

Ce pa privzamemo, da je X = ¢ konstanta, konvergenca v porazdelitvi pomeni, da

je:
lim P(X,, <z)=0 zaz<c
n—oo
lim P(X, <z)=1 zax>c,
n—oo

kar je ekvivalentno trditvi, da za vsak ¢ > 0 velja:

lim P(X, <c—¢)=lim P(X,>c+¢)=0,

n—oo n—oo

kar je ekvivalentno tudi trditvi, da za vsak ¢ > 0 velja:

lim P(X,, <c—¢)=lim P(X,, >c+¢)=0,

n—o0 n—o0

to pa je ekvivalentno trditvi, da za vsak € > 0 velja:

lim P(|X, —c|>¢) =0,

n—oo

le-ta pa pomeni ravno konvergenco v verjetnosti.

6. Za skoraj gotovo konvergenco je trditev pravilna, saj je:

{lim X, =X} n{lim Y, =V} C {lim (X, +Y,) =X +Y}.

n—oo
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Prav tako je trditev pravilna za konvergenco v verjetnosti, saj je:
{lim X, — X| < f}m{nm Y, — Y] < f} c {lim (Xn+Y,) = (X +Y)| < e}.

Pac¢ pa trditev ni pravilna za konvergenco v porazdelitvi: vzemimo slucajne spre-
menljivke:

—1
X1:X2:"':}/i:}/é:"'~( 1

2

N =

ter Se slucajni spremenljivki:
X~(_11 1), v =X
2 2

Ker so vse omenjene slucajne spremenljivke enako porazdeljene, zaporedje X, v
porazdelitvi zagotovo konvergira proti X, Y,, pa proti Y. Pac pa je:

Xn+yn~(_11 1) medtem ko je X +Y =0,
2 2

zato zaporedje X,, + Y, zagotovo ne konvergira v porazdelitvi proti X + Y.
7. Dokazati moramo, da za vsak z, kjer je Fx. zvezna, velja:

lim P(X,,+Y,<z2)=PX+z<2),

n—oo

kar je ekvivalentno trditvi, da za vsak z, kjer je F'x zvezna, velja:

lim P(X,+Y, —c<x)=P(X <uz). (+)

n—o0

Naj bo e > 0 in naj bo Fx zvezna v x + ¢ in x — €. Iz zveze:

PX,+Y,—c<z)=PX,+Y,—c<uzl|Y,—cl<e)+
+P(X,+Y,—c<uz|Y,—cl>¢) <
<PX,<z+e)+P(|Y,—c|l>¢)

in konvergence zaporedij sledi:

limsup P(X, +Y,—c<z)<P(X <z+¢).

n—oo

V limiti, ko gre € proti ni¢, ob upostevanju dejstva, da je F'y nezvezna v kvecjemu
stevno mnogo tockah, dobimo:

limsup P(X, +Y,—c<z) < P(X <z). (#)

n—oo
Naj bo zdaj spet € > 0 in Fx zvezna v x — €. Podobno kot prej iz zveze:
P(X,<z—-e)=PX,<z—¢lY,—c|<e)+
+P(X,<z—¢|Y,—c>¢)<
< P(Xu+ Yo —c<a)+ P([Yy—c > )
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10.

11.

12.

in konvergence zaporedij sledi:

liminf P(X,, +Y, —c<z)>P(X <z —¢).

n—oo

V limiti, ko gre € proti ni¢, ob upostevanju zveznosti funkcije F'y v x in spet dejstva,
da je F'x nezvezna v kveCjemu stevno mnogo tockah, dobimo:

liminf P(X,, +Y, —c<z)>P(X <uz). (%)

n—oo

Iz (%) in (xxx) pa Ze sledi (x).

. Rezultat, dobljen s pomocjo centralnega limitnega izreka:

95 295
P —— | +P —= | = 0°80355.
(\/120) (\/120)
Tocen rezultat: 0°80439.

. Ker ima X enako porazdelitev kot vsota 100 neodvisnih slucajnih spremenljivk, po-

razdeljenih po hi kvadrat z eno prostostno stopnjo, so izpolnjeni pogoji centralnega
limitnega izreka in lahko porazdelitev aproksimiramo z N(lOO, \/2_00)

P(X > 110): CLI: 023975, tocen rezultat: 0°23220.

P(90 < X < 110): CLI: 052050, tocen rezultat: 0°52099.

Iz centralnega limitnega izreka dobimo:

X

P(Sn>x)z%—<b(\/—2_n).

P(S5 > 5): CLI: 0°0569, tocen rezultat: 0°0555.
P(Sy > 20): CLI: 000078, tocen rezultat: 0°00114.

Priblizek za P(Ss > 20) ima veliko relativno napako, ker se Ze nahajamo v obmodju
velikih odklonov.

Iz E(U;) = 1/2, E(U?) = 1/3, E(V;) = 4/3, E(V?) = 2 in neodvisnosti dobimo
E(X:) = B(U) B(V)) = 2/3, B(X?) = B(U2) B(V?) = 2/3 in D(X;) = 2/3 -
(2/3)? = 2/9. Sledi E(S) = 200/3 in zaradi neodvisnosti e D(S) = 200/9. Ker je S
vsota velikega Stevila neodvisnih slucajnih spremenljivk, je po centralnem limitnem
izreku:

60 — 20 11 o
P(S < 60) ~ @ + - =2 —0(V2) =00787.
200 2 2

9

Tocen rezultat: 0°07642.
a) 400

b) Prvi nacin. Dogodek, da se bo moral potopiti ve¢ kot 450-krat, lahko zapiSemo
kot dogodek, da bo imel po 450 potopih manj kot 80 biserov. Tako, ¢e binomsko
porazdelitev Bin(450, 0'2) aproksimiramo z normalno N(90, V 72), dobimo priblizen
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13.

14.

rezultat 0°10796.

Drugi nacin. Stevilo potopov je porazdeljeno po negativni binomski porazdelitvi
NegBin(80,0°2), ki jo, ker jo dobimo iz vsote 80 neodvisnih slu¢ajnih spremen-
ljivk, lahko aproksimiramo z normalno N(400,40). Tako dobimo priblizen rezultat
0°10338.

Tocen rezultat: 0°10669.

Iz:
E(X;)=1, D(X;)=2p, E(S)=100, D(S)=200p
in centralnega limitnega izreka dobimo:

89'5 — 100 1
PS<90)~®| ——— | + =
1/200p 2

105
v/200p

10°5
+/200p
Tocen rezultat: 0°'20414.

Torej bo & < ) ~ (045 oziroma ~ 1'645 oziroma p ~ 0°204.

Najprej izracunamo, da je E(X,) = 0 in D(X,) = 1 za vse n. Da njihove delne
vsote, ki imajo matematicna upanja 0 in disperzije n, izpolnjujejo pogoje centralnega
limitnega izreka, pomeni, da slu¢ajne spremenljivke:
Xi+Xo+.. .+ X,
NLD

sibko konvergirajo proti standardni normalni porazdelitvi, t. j. da za poljubna a,b €
R velja:

lim P

n—o0

(GSXIJFXQ\%..JFX”SZ)) _ o(b) — B(a),

brz ko je a < b. Torej bi moralo veljati tudi:

lim P

n—oo

1 Xi+Xo+...+X, 1 1
LT d A ) o (2) 203820 <04, (%)
2 NG 2 2

Toda ze za n > 4 velja:

1 Xi+Xe+...4+X, 1
pl-z< 1+ Xo+ + <) >PXy=X3=---=X,=0)=
2 N 2
1 1 1
U)oU)
n—|—1>1'
2n T 2

torej (%) ne more veljati.
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15.

16.

Ker sumand X, izstopa, ga moramo obravnavati posebej. Ce z S’ oznacimo vsoto
preostalih, t. j. S = X5 + X3+ - - - + X0, velja:

P(S<40)=P(X;=-1)P(S <40 | X; = —1)+ P(X; =1)P(S <40 | X; = 1) =

1 2
=3 P(S" < 50) + 3 P(S" < 30).
Ker sluc¢ajna spremenljivka S’ zavzame vrednosti na lihih Stevilih, meji za S’ v zgor-
nji formuli lezita to¢no na sredini med zaporednima vrednostma, kar je v povprecju
najprimernejsSe za normalno aproksimacijo. Iz:

E(S") =33, D(S') =88

dobimo:

1 50 — 33 1 2 30 — 33 1
P )~ - |P| ——— = || —— —| =057138.
(S < 40) 3{ ( = )—1—2}—!—3{ ( = )-I—Q} 057138

Tocen rezultat: 0°'5695804.

Opomba. Ce bi centralni limitni izrek uporabili neposredno na S, bi dobili priblizek
0°692, kar precej odstopa od prave vrednosti.

Centralnega limitnega izreka ne moremo uporabiti neposredno na S, ker produkt
slucajne spremenljivke X in normalno porazdeljene slucajne spremenljivke, ¢etudi
neodvisne od X, ni nujno normalno porazdeljen. Prav tako centralni limitni izrek ne
velja za vsoto XY] + XY + -+ - + XVYg0, saj so seStevanci odvisni (centralni limitni
izrek se sicer da posplositi tudi na vsote slucajnih spremenljivk z dolo¢eno vrsto
odvisnosti, vendar pa je odvisnost prej omenjenih seStevancev premocna). Pravilno
pa bo iskano verjetnost ra¢unati s pomoé¢jo pogojnih verjetnosti glede na X. Ce
pisSemo T :=Y; + Y5 + - - - 4+ Yig0, po izreku o polni verjetnosti velja:

P(400 < § < 500) = P(X = 1) P(400 < S < 500 | X =1) +
+ P(X =2)P(400 < 5 <500 | X =2) =

2 1
= 5 P(400 < T < 500) + 5 P(200 < T < 250).

Za slu¢ajno spremenljivko T' pa centralni limitni izrek velja: iz E(T) = 300 in
D(T) = 10000 dobimo:

b— 300 a — 300
Pla<T <b)~d — %
(a<T<b) (100) <100)’

torej je:

P(400 < S < 500) ~ [@(1) — ®(0'5)] =0°141.

1
3

Wl N

[@(2) — ®(1)] +
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Oglejmo si Se, koliko bi znasala iskana verjetnost za normalno slu¢ajno spremenljivko

z enakim matemati¢nim upanjem in disperzijo kot S. Za ta namen izra¢unamo:
E(S) = E(X) E(T) = 400.

Nadalje je E(T?) = D(T) + (E(T))” = 100000 in zato:

E(S?) = E(X?) E(T?) = 200000,
D(S) = E(5?) — (E(S))® = 40000.

Za normalno sluc¢ajno spremenljivko bi bila torej iskana verjetnost enaka:
®(0°5) =0191,

kar se obc¢utno razlikuje od pravega rezultata.
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10.

1.

Zadostne in postranske statistike

Uspesnost poskusov ponazorimo s sluéajnim vektorjem (X7, ... X,), kjer je X; =1,
¢e 1-ti poskus uspe, in 0, ¢e ne uspe. Tedaj je S Stevilo poskusov. Pogojno na S
je slucajni vektor (Xi,...X,,) porazdeljen enakomerno na vseh n-tericah, ki imajo
natanko S enic in n — S nicel. To velja ne glede na 6, zato je S zadostna statistika.

. a) dokazemo s popolno indukcijo. Dokazati moramo, da za vsak k velja Py(X} =

1) = 6, in to smo Ze privzeli za k = 1. Indukcijski korak s k na k+ 1 izpeljemo tako,
da najprej opazimo, da je tudi:

PG(Xk+1 = Tk+1 \ X = xk) = Pxpxpqn
(sledi iz izreka o polni verjetnosti). Sledi:

Po(Xpp1 = 1) = Pyo(Xy = 0) Po(Xp1 = 1| X =0) +
+ Py X =1)Py(Xp1 =1 X =1) =
0 1+40
=1-0)-+0——=90.
(1-0)5+06—
b) Oznacimo z S Stevilo uspesnih poskusov in pri n = 3 izracunajmo pogojno
porazdelitev naSega opazanja (X, X3, X3) glede na S = 1. Velja:

1—0)(2—
Pe(Xl = 07X2 == O,X3 = 1) — 0< 6i< 9)

1 — 0)2
Pe(Xl :07X2: 1,X3:0):w

1—0)(2—
Po(X1=1,Xo =0, X3 =0) = o( ei( o)

Ko sestejemo, dobimo Py(S = 1) = 0(1—60)(5—360)/4, torej je pogojna porazdelitev

enaka:
( (0,0,1) (0,1,0) (1,0,0) )
29 1-6 29 )
530 530 530

kar je odvisno od #, zato S ni zadostna.
c) Ustrezna zadostna statistika je npr. (Xi, Noo, No1, N1o, N11), kjer je N;; Stevilo
pojavljanj sosledij 00, 01, 10, 11 v nasem vzorcu. Ce so ngg, o1, Mo, N1 Ustrezna
stevila za zaporedje (x1, s, ... x,), namreé¢ velja:

P(Xy =21, Xo =29, ... Xon = Tp) = Py 00 Dot P10’ DA
kjer je po = 1 — 0 in p; = 6. Pogojna porazdelitev nasega vzorca (X1, Xs,...X},)
glede na (X; = x1, Nog = noo, No1 = no1, N1o = n10, V11 = n11) je torej enakomerna
na mnozici vseh zaporedij (1, o, . . . T, ), kjer je x1 Ze doloen, preostale komponente
pa morajo imeti predpisano Stevilo ustreznih sosledij.
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Primer: obstajajo natanko stiri zaporedja dolzine 8, za katera je x1 = 0, ngy = 3,
Nno1 = N1p = 1 in nyp = 2, in sicer:

01110000
00111000
00011100
00001110

Brezpogojna verjetnost vsakega od teh zaporedij je (1 — 9)(1 — 3)3@(%9)2,
pogojna verjetnost glede na dogodek { Xy = 0, Nog = 3, Noy = N1g = 1, N1; = 2} pa

je enaka 1/4.

3. (1) = (2). V diskretnem primeru zadostnost pomeni, da so pogojne verjetnosti
Py(X = x| T = 7) neodvisne od 6. Seveda ima to smisel gledati le za 7 = t(z). To
torej pomeni, da obstaja taka funkcija p, da je:

Py(X = x) = Po(T = t(x)) p() ()

(brz ko je Po(T = 7) > 0, je torej p(x) = (Po(X =2 | T = 7)). Ce postavimo Se
g(1,0) := Po(T = 1), imamo zahtevano izrazavo (k).

(2) = (3): ocitno.

(3) = (1): Dokazati moramo, da za vsak 7, za katerega obstaja tak § € O, da
je Po(T = 7) > 0, in za katerega je t~'({7}) = {x¢, 21, Zo,...}, obstajajo taki
Do, P1, D2, - - - (neodvisni od ), da je Py(X = z; | T = 7) = p; za vsak i in vsak
0 € O, za katerega je Py(T = 7) > 0. Ekvivalentno, za vsak # € © mora veljati
Po(X = z;) = pi Po(T = 7). Ce je Po(T = 7) > 0, obstaja tudi tak i, da je
Py(X = x;) > 0, in brez skode za splosnost lahko privzamemo, da je i = 0. Ker sta
za vsak j = 1,2,... verjetnosti Py(X = x¢) in Pp(X = z;) sorazmerni, obstaja tak
k;, da je Po(X = x;) = kj Po(X = x0). za vse § € ©. Ce oznadimo Se ky = 1 in
s:=ko+ ki + ke + -, potem velja Py(T = 7) = Py(X = xp) in lahko postavimo
pi = ki/s.

4. Iz:
)\xl+m2+"'+$n€7'ﬂ>\

P)\<X1 :ZL'l,XQZZEQ,...Xn:(L’n):

!l xy,!

razberemo, da je statistika X; + X5 + - - - + X, zadostna.

5. a) b=1—5a—6a*>= (1+a)(1 — 6a).
b) 0 <a<1/6.
c¢) Ce sorazmernost vzamemo tako kot v 3. nalogi, dobimo, da sta P(X = 1) in
P(X = 4) sorazmerni, nadalje so sorazmerne verjetnosti P(X = 2), P(X = 3) in
P(X =5), drugje pa ni sorazmernosti. Statistika je torej zadostna natanko tedaj, ko
poljubne tri tocke iz mnozic {1,4}, {2,3,5} in {6}, kjer iz vsake mnoZice vzamemo
po eno tocko, preslika v tri razlicne tocke. Ekvivalentno, statistika je zadostna
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natanko tedaj, ko Se vedno enoli¢no doloca, kateri od podmnozic {1,4}, {2,3,5} in
{6} pripada opazanje. Minimalna zadostna statistika bo torej npr.:
t(l)=t4)=mn, t2)=t3)=tb)=m, t6)=r13,

kjer so 11, 75 in 73 same razli¢ne vrednosti.
d) Zdaj pa so sorazmerne vse verjetnosti P(X = i), kjer je i = 1,2,3,4,5, drugih
sorazmernosti pa ni. Minimalna zadostna statistika bo torej npr.:

H1) = t(2) = t(3) = t(4) = t(5) =71, t(6) = .

0 1

6. Najprej za X ~ (1 _0 0

) in 2 € {0, 1} piSimo:

P(X = 1) = (1 — §)76% = (1-")n(1-0)+anb
kar nam da dvoparametri¢no eksponentno druzino:
ap=In(1-0), o =0, h(x)=1—2x, holx)=2, plr)=1, gla,a)=1
s parametri¢nim prostorom (aq, ap) € R? ; e +e*2 = 1:

&%)

Druzino pa lahko zapisemo tudi enoparametri¢no. Velja namre¢ tudi:

P(X=x)=(1—0)exp (9”1“139) :

kar nam da:

W)=z, ple)=1, gla)=

a=1In

1-6°
in parametri¢ni prostor je kar cela realna os.

Podobno, ¢e je X ~ Bin(n,p), lahko za = € {0,1,...n} piSemo:

n

x)(l—@)"exp (;clnlfe) |

Pw:@:(
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kar je spet zapis enoparametri¢ne eksponentne druzine z:
0 1
o=ty wa=a @)= (1) ale) =

in parametri¢ni prostor je spet cela realna os.

7. Gre za eksponentno druzino, saj lahko verjetnostno funkcijo zapisemo v obliki:

—nA
e "
P)\(Xl :l'l,XQ :ZL'Q,...Xn :In) = (ac1+x2+ +m”)1n>\‘

- e
xlxg! oy,

Ker je parametric¢ni prostor cela realna os, je vzoréna vsota res minimalna zadostna
statistika.

8. Najprej verjetnostno gostoto za eno samo opazanje pri splosni normalni porazdelitvi
N(u, o) zapisemo v obliki:

o 12/(20%)
T, 0) = ———7=—=—
fz;p,0) —

iz katere razberemo, da gre za eksponentno druzino z naravnima parametroma
—1/(20?) in p/o? ter pripadajoco naravno zadostno statistiko (X2, X).

=%/ 207 /oM

a) Vzoréna vsota X1 + Xo + - -+ + X, je minimalna zadostna statistika.

b) Minimalna zadostna statistika je Y ;| X7 —2p> " | X; alipatudi Y (X;—p)*
¢) Minimalna zadostna statistika je par (31, X;, Y1 X7).

d) Minimalna zadostna statistika je Y | X2

e) Ker so a — 1, a — 1/a in a — —1/(2a?) linearno neodvisne funkcije, je mi-
nimalna zadostna statistika spet par (Z?Zl X > Xf), tako kot c¢e bi bila oba
parametra neznana.

9. Pri porazdelitvi Gama(\, a) je porazdelitvena gostota za eno samo opazanje enaka:

A
a a
f((L’, /\7 CL) _ I)\_l —axr __ e()\—l) Inz—ax

I'(Y) () ’

torej gre za eksponentno druzino z naravnima parametroma A — 1 in a ter pripada-
jo¢o naravno zadostno statistiko (In X, X). Zaradi linearne neodvisnosti je potem
minimalna zadostna statistika za vzorec lahko:

(IHX1+IHX2+"'+1HXn, X1+X2++Xn),
lahko pa recimo tudi:

(X1 X Xy, Xy 4+ Xp 4+ X,).

10. To je recimo | X; + Xo + -+ + X,,|.
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11. Pisemo lahko X; = u+o0Z;, kjer so Z;, ... Z,, neodvisne in porazdeljene standardno
normalno (torej poznamo porazdelitev slu¢ajnega vektorja (21, Za, ... Z,)).
a) Vzemimo:

(Xl—X,XQ—X,...Xn—X):O'(Zl—Z,ZQ—Z,...Zn—Z),

kjer je X = (X1 + X3+ -+ X,)/n vzoréno povpredje, na enak naéin pa je definiran
tudi Z. 1z zapisa z Z-ji se vidi, da je to res postranska statistika, saj (kot funkcija)
ni odvisna od pu.

Dimenzijo zaloge vrednosti preslikave, ki vektor (z1, xo, . .. x,) preslika v (21—, xo—

Z,...x, — T), kjer je T definiran na enak nacin kot X, lahko izra¢unamo tako, da
izracunamo rang njene matrike:

n-1 _1 _1
n n n
1 -l 1
n n n
. . Y
1 _1 ... a1
n n n

ki je enak n — 1, ali pa dokazemo, da je ta preslikava projektor na prostor vseh
vektorjev (z1, s, ...x,), za katere je T = 0.
b) Vzemimo:

( X1 —p Xo—p Xn — p ) =
\/Zyzl(Xi - N)Q’ \/Z?:l(Xi - N)Q’ o \/Z?:1(Xi — )

_( 7 Z Z, )
VL2 VYL Z VYL Z

Spet vidimo, da je porazdelitev tega slucajnega vektorja neodvisna od o in je zato
statistika postranska. Njena zaloga vrednosti je enotska sfera v R™, torej (n — 1)-
dimenzionalen prostor. Se ve¢: iz radialne simetrije gostote slu¢ajnega vektorja
(Z1,...7Zy,) se vidi, da je nasa statistika porazdeljena enakomerno na enotski sferi.
¢) Vzemimo:

( X, - X X, — X X, - X )
VYLK =X VYL X - X VYL (X - X)?

( 7, — 7 Zy— 7 7. -7 )
VY (Zi =22 Y (Zi— 22 Y (2= Z)?

Zaloga vrednosti tega slucajnega vektorja je presek enotske sfere in mnozice vseh
vektorjev x z & = 0, kar je (n — 2)-dimenzionalen prostor. Da se dokazati, da je
porazdelitev tudi tega slucajnega vektorja enakomerna na tej mnozici.

12. Ce so Xi,... X, neodvisne in porazdeljene normalno N(u, o),

a) sta X in (X; — X, ... X,, — X) neodvisna;
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Xq — Xn )
b) sta — in )? neodvisna;
(\/Zi=1(Xi \/Zz 1 > Z

X, — X X — X Z(X’ _ X) in X neodvisni.
\/Z (X = X)2 \/Zz (X = X)? i=1

c) so

13. Velja:

D (XK=’ =) (X=X +n(X —p).

i=1 i=1
Iz 12. naloge vemo, da sta statistiki > ;" (X; — X)? in n(X — p)? neodvisni. Poleg
tega iz 31. naloge iz 4. razdelka in 17. naloge iz 5. razdelka sledi, da je:

. n 1 _ . 11
Z(Xi—,u) NGama(2 57 ) in n(X —pu)? NGama<2 57 )

i=1
ali, ekvivalentno,

1 ¢ , X
) (Xi —p)* ~x*(n) in — X*(1).
i=1
Vemo, da, ée sta U ~ x?(n—1) in V ~ x?(1) neodvisni, mora veljati U +V ~ x?(n).
Iz teorije momentno-rodovnih ali karakteristicnih funkcij pa sledi, da velja tudi
obratno: ¢e sta U in V neodvisni ter je V ~ x*(1) in U + V ~ x*(n), mora biti
U ~ x*(n —1). Sledi:

n . 11 1O —
S (X — X)? ~ Gama (n _) oziroma — » (X;—X)? ~x*(n—1).

, 2 202 02 4
=1 =1

14. Racunajmo:

X —pu X —pu T
\/Z?=1(Xi — p)? \/Zz V(X — )+ n(X — p)? \/n(n — 1) +nT? 7

kar nam da zahtevano bijektivno korespondenco na dogodku, da niso vse slucajne
spremenljivke X; enake, le-ta pa ima verjetnost ena. Za izracun porazdelitve upo-
rabimo neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk X — pin Y1 (X; — X)? ter rezultat iz
13. naloge, ki pravi, da je >_i' (X; — X)? ~ Gama((n — 1)/2,1/(20%)), nakar se
sklicemo na 19. nalogo iz 5. razdelka, ki pravi, da mora imeti zato T" Studentovo
porazdelitev z n — 1 prostostnimi stopnjami.

U:
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11. Tockasto ocenjevanje in vzorcenje

1. V obeh primerih so slucajne spremenljivke X; porazdeljene enako kot X, zato je:

B(X) = nE(X)

— =EX) =4,

torej gre res za nepristransko cenilko. Srednja kvadraticna napaka je torej enaka
kar disperziji. Ce gre za vzorec s ponavljanjem, so slu¢ajne spremenljivke X7, ... X,
neodvisne, zato je:

D(Xy)+ -+ D(X,) o?

D(X) = = —
() - ~
kjer je:
o= px) = T @ ey =)
N
_ B(X?) - B s i

N
populacijska disperzija.

Ce gre za vzorec brez ponavljanja, pa nastavimo:

D(X) = % D (ix) = % iiK(Xi,Xj) =

i=1 j=1
1 n
= > D) - ) K(XZ-,X]-)] .
i=1 i
Velja D(X;) = D(X) = 02, za i # j pa je:
1
E(XZXJ> - Z Ty =
N(N —=1) klik£L
] N N N
[ e Y| -
N(N -1) L:1 1=1 k=1
1
_ N2 2 N 2 2 —
Ny 1) V- NG+ o)
2
—,2__C
- ILL N _ 1 )
torej je K(X;, X;) = —0?/(N — 1) in kon¢no:
- N —n o2
D(X)= —.
(X) N—-1n

Tako pri vzorcu s ponavljanjem kot brez ponavljanja je cenilka dosledna, ker gre
srednja kvadrati¢na napaka proti ni¢. Pri vzorcu brez ponavljanja gre za kon¢no
zaporedje cenilk, pri ¢emer pri zadnji zajamemo vso populacijo, zato je kar X = p

in seveda D(X) = 0.
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2. a) Iz 18. naloge v 5. razdelku sledi, da je X(;) ~ Beta(i,n —i + 1). Torej je:

n! L , i
i1 — 1—1 _ )
(i—l)!(n—i)!/ot( D=

b) Ce je X ~ Enak(a,b), iz tocke a) sledi:

E[Xu) =

n+1-—1 l
BXo) == et ot

Za cenilko ¢, iskanega kvantila ¢, = (1 — p)a + pb nastavimo linearno kombinacijo
AX(iy + X ;). Iz nepristranskosti sledi, da mora za poljubna a in b veljati:

)\(n+1—i)+ﬂ(n+1—j)a+)\i+ujb_

1— b

od koder dobimo sistem:

i J
A1l — —— 1l—-—]=1-
( n+1>+u( n—l—l) p

i J
A —
n+1+“n+1 b
ki ima resitev: ‘ _
/\:j—(.n%—.l)p, M:z—(n—l—.l)p.
J—1 =]

¢) Cejep=if/(n+1),je g, = Xu); podobno, ¢e je p = j/(n+1), je ¢, = X(;).
Opazimo, da sta X ;) in X(;) tudi vzor¢éna kvantila za verjetnosti i/ (n+1) in j/(n+1).
Cenilko za kvantil za dano verjetnost p lahko torej opisemo takole: ¢eje p =i/(n+1)

ali p = j/(n+ 1), je ocena enaka kar vzorénemu kvantilu za verjetnost p. Sicer pa
med tema dvema tockama linearno interpoliramo oz. ekstrapoliramo.

d) Ce le gre, je smiselno izbrati tista i in j, pri katerih interpoliramo. Brz ko je
1/(n+1) < p < n/(n+1), lahko i izberemo tako, dajei/(n+1) < p < (i+1)/(n+1),
in postavimo j =7+ 1. Med tema dvema tockama linearno interpoliramo.

e) Velja 2/9 < 1/4 < 3/9, torej bo ocena enaka:

9 9
= (3-2>)" Z_2).-14=38.

3. a) Naj bo N mo¢ celotne statisticne mnozice, Ny = Npy,... N, = Np, pa modci
posameznih stratumov (torej je N = > | N;). Nadalje naj bo z;;, i = 1,...r,
) = 1,...N;, vrednost nasSe statisticne spremenljivke na j-ti enoti i-tega stratuma.

Tedaj velja:
1 Ni Ni

E[f(X))] = ﬁZf(%‘) = ]lei > flay) .

J=1 J=1
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Sledi:
ZPiE[f<Xi)] = Z%if(%) = E[f(X)].

b) Po prejsnjem je:
= P11 + paple + o Drfhy
Nadalje je:

of = BI(X = "] = D_pi B[(X = )] = 3 _pi(o? + (i = )?).

Pisemo lahko:

2 _ 2 2
0° =0ow T 03,

kjer je:
o = pi(p — 1)* + pape — 1)’ + -+ 4+ popy — p)*.

disperzija med stratumi ali pojasnjena disperzija (pojasnjena z razli¢nostjo stratu-
mov),

v 1= P10} + P20 + -+ p,0;
pa je disperzija znotraj stratumov ali nepojasnjena disperzija.

c) Iskana nepristranska cenilka vzorénega povpredja je:
XO =pXi+ppXot - +p. X,

njena disperzija pa je enaka:

2 2 2 2 2 2
D(X(S)) _hor  ’o% o PO
Al %) s
- o3 o? - -
d) Ko vstavimo n; = np;, dobimo D(X(S)) =N = D(X(e)), kjer je X(©

n n
vzorcno povprecje na nestratificiranem enostavnem slu¢ajnem vzorcu.

e) Poiskati moramo ekstrem disperzije D(X (s)), ki smo jo izrac¢unali v tocki a), kot
funkcije spremenljivk nq,ns,...n,, pri pogoju ny + ny + --- + n, = n. Nastavimo
Lagrangeovo funkcijo:

2 2 2 2 2 2
o o o
p=1% 2% BT g gt domy)
m T2 Ty
in njeni parcialni odvodi so enaki:
OL _ plo? |
on;  n? '

(2
Ko jih postavimo na ni¢, Se iz pogoja po nekaj racunanja dobimo:

bi0;
n; = n
P101 + P20 + -+ - + prO,
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Pri tej izbiri dobimo:

2
D(X®) = (p1o +p202: ipoy)

in iz Jensenove neenakosti sledi, da je to res manjse ali enako 0% /n.

4. a) Ce enote populacije oznacimo kar z 1,2,... N, lahko cenilko zapisemo v obliki
SV @z 1(i € S). Njeno matemati¢no upanje je enako SV a;z;m; in mora biti
enako populacijskemu povprecju % Zf\il x; ne glede na vrednosti x1,...ry spre-
menljivke X. To pa je mozno le pri a; = 1/(N7;). Horvitz—Thompsonova cenilka
obstaja natanko tedaj, ko je m; > 0 za vse i.

b) Pri enostavnem slu¢ajnem vzorcu velikosti n brez ponavljanja je m; = n/N, torej
je Horvitz—Thompsonova cenilka enaka % Y ics Ti, torej gre kar za vzoréno povpre-
¢je.

c) Pri vzorcu velikosti n s ponavljanjem, zajetem iz populacije velikosti N, je
m=1- (1 — %)n Horvitz—Thompsonova cenilka je torej enaka:

oziroma za N = 10 in n = 3:

100
- ZT; .
211 icS
Vrednosti na nasih vzorcih:
(1,2,3): 221, (21,22,23): 24'35,
(1,4,1): 185, (4,1,4): 1'85.

Opazimo, da ocena povpreéja pri vzorcu (21,22, 23) presega maksimum, kar ni smi-
selno! To je zato, ker Horvitz—Thompsonova cenilka ne da nujno konveksne kombina-
cije vrednosti spremenljivke. Ce torej ocenjujemo s Horvitz—Thompsonovo cenilko,
je smiselno vzor¢ni nacrt narediti tako, da je » . (1/m;) = N za vse vzorce S.
Primer taksnega vzor¢nega nacrta za populacijo iz treh enot, kjer verjetnosti, da je
posamezna enota v vzorcu, niso vse enake:

<{1} {2, 3})
1 2 :
3 3
Lahko pa Horvitz—Thompsonovo cenilko tudi normaliziramo — vzamemo:

2ics =

=1

Zz‘es i

Ta cenilka je robustnejsa, ni pa vec¢ linearna.
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d) Ce s T ozna¢imo Horvitz—Thompsonovo cenilko, velja:

N N
1 1(z; € S,x; €8
e DY Yy HRERNES

i=1 j=1 Timj
N N
1 s
2y _ ij
E(T?) = = E E T,
N? &~ —~ m;7;
=1 j=1

torej je tudi:

Opomba. Disperzija je zagotovo enaka ni¢, ¢e je m;; = m;m; za vse ¢ in j. To pa
pomeni, da sta poljubna dogodka {i € S} in {j € S} neodvisna. Za razli¢ne i in j
to lahko dosezemo: za vsako enoto se neodvisno odloc¢imo, ali jo vzamemo v vzorec
ali ne. Za i = j pa je to res le, ¢e je m; = 0 (kar za Horvitz—Thompsonovo cenilko
ni smiselno) ali m; = 1, kar pomeni, da v vzorec zajamemo vso populacijo.

5. Ne, ker se porazdelitev vzorénega povpredja ujema s porazdelitvijo populacije (glej
31. nalogo iz 8. razdelka) in je zato verjetnost v limiti pri pogoju za doslednost
konstantna.

6. a) Iz m; = E(X) = a/2 dobimo a = 2X.
b) @ = 6'8, kar je nesmiselno glede na to, da je v vzorcu tudi vrednost 10.
¢) Ce vzamemo Cetrti moment, iz my = a*/5 dobimo & = V5X = v/10099 = 10°025,
kar je smiselno.

7. =X =(X1+ X5+ -+ X,,)/n. Cenilka je nepristranska. Je tudi dosledna, ker
je dobljena po metodi momentov.

8. G = (g —1)/2, b= (3+1h1 — 20y)/2.
Na nasem konkretnem vzorcu iz m; = 1/2 in me = 13/10 dobimo a = 3/20 in

b=19/20.
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9.

10.

Velja E(X) = 0 (neodvisno od «), zato iz prvega momenta ne dobimo nicesar. Iz
drugega momenta dobimo & = /My /2.

Po metodi momentov dobimo X kot cenilko za u := E(X) in:

X+ X3+ 4+ X2
n

A

mo

kot cenilko za E(Y?) = p? + o2. Cenilka za o bo torej 6% = 1, — X2, Z nekaj
racunanja dobimo, da lahko to zapisemo tudi v obliki:

sro =X+ (X, — X)7

Oznacimo Y := X — u. Tedaj velja:
6% = li(y—y)%
e Z
= l iyz — }72 -
i Z

1 n 1 n n
B R P PP ML

i=1 j=1

—1 < 1
S o,
=1

1<i,j,<n
i#]

Ker je E(Y') = 0, je o¢itno:
n—1 ,
g )

E(6°) =

n

torej je 62 pristranska cenilka za o2 (je pa asimptoticno nepristranska). Ce posta-
vimo k' :=n/(n — 1), dobimo, da je:

nepristranska cenilka za o2
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Za izracun srednje kvadratne napake piSimo:

i=1 j=1 TL i=1 1§j£i€§n
J

ﬁzz IIMEARTE

1<5,k,<n 1<k,l,<n
i£] k£l

_ n—l ZY4 n—l ZZYQYQ (nnzl)izznz}/jlfkjt

1<4,j,<n i=1 1<j,k,<n
it J7#k

ﬁzz )IPIMBARY

1<i,j,<n 1<kl,<n
i#j kAl
Za prva dva Clena v zadnjem izrazu je izrazava ocitna. Pri tretjem ¢lenu opazimo,
da je, ¢e je j # k, E(Y}*Y;Y}) enako bodisi E(Y?) E(Y) bodisi E(Y?) (E(Y))2, kar
je v vsakem primeru enako ni¢. Za Cetrti ¢len, ko je i # j in k # [, pa dobimo, da
je E(Y;Y;Y,Y)) razlicno od ni¢, kvecjemu ¢e jei =k in j =l alipai=1inj = k.

Takih ¢lenov je 2n(n — 1) in njihova matemati¢na upanja so enaka (E(Y?))” = o*.

Sledi:
R (n—1)? (n—1)3 2(n—1)
E(6%) = — Kt + 3 ot + 3 ot =
m—12 , (n—1)"n*-2n+3) ,
=T T n? 7

kjer je x* Getrti centralni moment. Od tod dobimo:

—1)%k4 —1)(n?> -2 3)ot 2(n — 1)o*
iy = (L (U ety o 2ot
n n n
Za k =1 dobimo:
1(6%) = (n —1)%k* + (—;12 +5n — 3)o*
n
(to je vedno nenegativno, ker po Jensenovi neenakosti velja k > o). Zak =n/(n—1)
pa dobimo:
1 (3—n)
G2y — L 4 4
a(5") n +n(n—1)0

Ce je X porazdeljena normalno, je k* = 30* in velja:

21, on—1
qwﬁ):(” g 2 )k+1>#

n? n

kar je minimalno pri k = n/(n + 1). Najucdinkovitejsa izmed cenilk oblike k52 je

torej:
1 _
574)? = X, —X)?
6= g LX)
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

Srednje kvadrati¢ne napake cenilk pa so:

R 2n — 1
q(0?) = !

— o, q(S?) = 2 gt

2
ot
n—+1

n

Ni tezko preveriti, da je 6% vselej uc¢inkovitejsa od S? in da je (6*)? vselej uc¢inkovi-
tejsa od 2.

Ker vemo, da je E(X) = ) in da je X nepristranska cenilka za E(X), je X res
nepristranska cenilka za \. Poleg tega je tudi D(X) = A (glej npr. 19. nalogo iz 8.
razdelka) in iz prej$nje naloge vemo, da je S? nepristranska cenilka za D(X) = .

Izracun disperzije prve cenilke je preprost:

D(X) = D(Xy) + -+ D(X,) :3'

n? n

Pri izracunu disperzije druge cenilke pa se lahko spet opremo na prejsnjo nalogo:
ker je cenilka nepristranska, velja:
1 (3—mn)
D S2 — S2 —— 4 A\ 4
(5 = g8 = = at+ oot
kjer je o2 drugi centralni moment (t. j. disperzija), k* pa je cetrti centralni moment.
Spet iz 19. naloge iz 8. razdelka poberemo x* = 3\? + \. Sledi:
A 2\2
D(5%) ==+

n n—1"

Torej ima S? v vsakem primeru vedjo disperzijo kot X.

Naj bo A dogodek, da prvi poskus uspe, drugi ne uspe, tretji pa spet uspe. Tedaj

je:
Py(A) = (1—ﬂ)g:w.

Is¢emo maksimum tega izraza za 6 € [0,1]. Iz Po(A) = P1(A) = 0 in 55 Py(A) =
%(29 — 360?), kar je enako ni¢ pri § = 2/3, dobimo, da je lahko maksimum doseZen
kvecjemu v prej omenjenih tockah. Ker je edino Py/3(A4) > 0, se to zgodi pri
0 =0:= 2/3, kar je tudi ocena po metodi najvecjega verjetja.

Tu dobimo isto cenilko kot pri metodi momentov, t. j. @ = X.

a) Porazdelitev ima smisel pri a > 1, ko velja c =a — 1.

b) @ " +1
a = .
InX;+InXs+-+1InX,

a=1/4, b= 3/10, kar se ne ujema z ocenama po metodi momentov.

Pri X > 0 je cenilka edina resitev enacbe —% = X.
Pri X = 0 cenilka ni natanéno doloc¢ena (funkcija verjetja je enaka za vse \).

Pri —e7! < X < 0 je cenilka vedja resitev enacbe —% = X.
Opazanje X < —e™! je v nasprotju z nasim statisti¢nim modelom.
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17. Po metodi momentov dobimo X kot nepristransko cenilko za E(X) = a/2, torej je

18.

tudi @ = 2X nepristranska cenilka za a.
Iz metode najvecjega verjetja dobimo cenilko M := max{X;,...X,}. Za z € [0, d]

je kumulativna porazdelitvena funkcija te slucajne spremenljivke enaka:
Fy(x)=PM<z)=PX;<z,Xo<uz,...X,<zx)= (f)” ’

a

verjetnostna gostota pa je potemtakem enaka:

nz"t/a" ;0<z<a

Fur(w) = { 0 ; sicer

n
Od tod izra¢unamo E (M) = 1 a, torej je cenilka M pristranska (je pa asimp-
n

toticno nepristranska). Cenilka M’ bo torej nepristranska za k' = (n+ 1)/n.
Za srednjo kvadraticno napako izracunamo:

n 2n
kM) = k2 — k+1|a?
q(kM) [n+2 n+1 Tl

kar bo minimalno pri k* = (n + 2)/(n + 1), neodvisno od a. Srednje kvadrati¢ne
napake vseh omenjenih cenilk so prikazane v naslednji tabeli:

C A M M’ M*
a? 2a? a? a®
q(C) | 5= 2
3n|(n+1)(n+2) | n(n+2)| (n+1)

Pri n = 1 so torej vse cenilke A, M in M’ enako ucinkovite.
Pri n =2 sta A in M enako ucinkoviti, M’ pa je ucinkovitejsa.
Pri n > 3 je M ucinkovitejsa od A in M’ ucinkovitejsa od M.
Vselej pa je M* udinkovitejsa od vseh ostalih cenilk.

Pripadajoca zadostna statistika je Stevilo uspelih poskusov, ki ga oznac¢imo z S. Za
iskano cenilko A(S) bo torej moralo veljati:

E[h(9)] =p*.
Ker je S porazdeljena binomsko Bin(3, p), to pomeni:
h(0) (1= p)* +30(1) p(1 = p)* + 3h(2) P*(1 = p) + 1(3) p’ = p°
za vse p € (0,1). S primerjavo koeficientov dobimo, da bo to natanko tedaj, ko bo:

h0)=0, h(1)=0, h(2) =

Za posplositev cenilke na n poskusov le-to is¢emo kot polinom pripadajoce zadostne
statistike S. Iz E(S) = np in E(S?) = np+(n*—n)p? dobimo E(S?—S) = (n?—n)p?,
torej bo iskana cenilka enaka:

S?2 -9

2

n®—n
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19.

20.

in zlahka se lahko prepricamo, da se za n = 3 ujema s prej dobljeno cenilko.

Opomba. Ker je E(S*) polinom stopnje k v § in ker je vsako funkcijo na {0, 1,...n}
mozno zapisati kot polinom stopnje najvec¢ n, nepristranske cenilke obstajajo le za
karakteristike, ki so polinomi parametra 6 stopnje najvec n.

a) Iz generi¢nega eksponentnega zapisa verjetnostne funkcije:
px(z) =

—exp [ pola)] L @) ) 6
PP I T g age TP T sy o TP I T s o

dobimo triparametri¢ni zapis s pripadajoco zadostno statistiko
(po(X). 1(X). p2(X)). 1z zapisa:

po(2) +3p1(2) + 292(8) g
1+ 360 + 262

px(x) =

pa dobimo enoparametri¢en zapis s pripadajoco zadostno statistiko X.
b) Cenilka ¢(X) bo nepristranska natanko tedaj, ko bo za vsak 6 veljalo:

e(0) +3p(1)0+2¢p(2)0> 1
1+ 360 + 262 140

Elp(X)] =
kar je ekvivalentno:
0(0)+3p(1)0+20(2)0% =1+26.

Cenilka bo torej nepristranska natanko tedaj, ko bo ¢(0) =1, ¢(1) = 2/3 in p(2) =
0. Ker je ena sama, ima seveda tudi najmanjso mozno disperzijo.

a) Seveda gre za eksponentno druzino z naravnim parametrom A in pripadajoco
zadostno statististiko S = X;+- - -+X,,. Is¢emo funkcijo ¢, za katero je E [p(S)] = A
za vse A > (. Statistika S ima porazdelitev Gama(n, \), torej je:

A" /OO n—1 _—A\x
olx)x" e Mdr.
L'(n) Jo (@)

E[p(S)] =

Veljatl mora torej:

n—1 _—A\z
2 dx = .
/0 (Qf) T e -1

Opazimo, da je izraz pod integralom Laplaceova transformiranka funkcije xz
2" 1p(z). Iz tabele Laplaceovih transformirank po nekaj ra¢unanja razberemo, da

danemu pogoju ustreza funkcija ¢(x) = (n—1)/x, torej bo iskana cenilka (n—1)/S.

b) Krajsi racun pokaze:

q(%):A2<(n—1c)tzn—2)_n2—a1+1> ‘

od koder dobimo, da je srednja kvadrati¢na napaka minimalna pri a =n — 2.
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21.

22.

Seveda gre za eksponentno druzino s pripadajoco zadostno statistiko S = X7+ -+
X,. Razmeroma lahko je opaziti, da je statistika 1(X; = 1) nepristranska cenilka
za p. Zan =1 je to tudi iskana statistika. Pri n > 1 pa iz:

n—1
PXy=1|S=k)=
(X =1]8=k) =7
) . n—1
razberemo iskano cenilko .
S—1
a) Funkcija verjetja:
/\k e—A

nam da:
I— AXeA dL (X - M)A e=A

XD T dh X! ’
od koder dobimo cenilko A = X , cenilka za \? pa je X2. Le-ta je pristranska, saj je
E(X?) =M+
b) Ker gre za eksponentno druzino, katere naravni parametri¢ni prostor ima ne-
prazno notranjost, bo nepristranska cenilka imela enakomerno najmanjso mozno
disperzijo, brz ko bo funkcija minimalne zadostne statistike X. IS¢emo torej tako
funkcijo ¢, da bo E)(p(X)) = A? za vse A. To lahko naredimo z nastavkom:

— (k) \Fe™ 2
Z LAUTACTL
prd k!

oziroma:

nakar z razvojem:

X AT 2 )k > k(k— DN SN k(k — 1)A
Ner=d :ZMIZT:ZT

n=0 k=2 k=2 k=0

in primerjavo koeficientov dobimo, da mora biti p(k) = k(k — 1), torej je iskana
statistika X (X — 1). Le-to lahko tudi kar uganemo iz prvih dveh momentov Pois-
sonove porazdelitve.

c) Velja:

q(X? —aX) = E[(X?—aX - N\?)?] =
= B(XY+d*B(XY) + M —20 B(X?) =2\ BE(X?) 4+ 2a\* B(X) =
=4\ + (7T —6a + a*)N\* + (1 — 2a + a®)\.

NajnatancnejSa cenilka bi bila tista, ki bi imela pri vseh A najmanjso srednjo kva-
drati¢no napako; smiselna pa je tista, za katero ne obstaja nobena druga vrednost
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23.

a, pri kateri bi bila srednja kvadrati¢na napaka strogo manjsa za vse A. Z drugimi
besedami, cenilke delno uredimo, in sicer naj bo A\; < g, e je q()\ ) < q(>\2) za vse
A. Najboljsa cenilka je tista, ki je glede na to ureditev najmanjsi element, smiselna
pa je taka, ki je minimalni element.

Delno urejenost cenilk v izbrani obliki lahko izrazimo s koeficientoma c¢;(a) := 1 —
2a + a® in cp(a) = 7 — 6a + a*: za M=X2 g X in )y = X2 — apX je namrec
A1 =< o natanko tedaj, ko je ¢1(a1) < ¢1(az) in ea(ay) < ea(as). Za a < 1 sta oba
koeficienta strogo padajoca, za a > 3 sta oba strogo narascajoca, za 1 < a < 3 pa je
¢y narasc¢ajoc¢, co pa padajo¢. Od tod sledi, da najmanjsega elementa iz te druzine
ni, minimalne pa dobimo za 1 < a < 3. To so torej smiselne cenilke, najboljse pa
ni.

a) Iz E(a) = (@1 dobimo, da je (—2)* nepristranska cenilka. Ker je to funkcija
minimalne zadostne statistike v eksponentni druzini, katere parametri¢ni prostor
vsebuje odprto mnozico, ima tudi najmanjSo mozno disperzijo. Toda ta cenilka
lahko zavzame zelo velike vrednosti, ¢eprav je karakteristika, ki jo ocenjuje, strogo
pozitivna.

b) Cenilka po metodi najvecjega verjetja je e 3X. Iz:

q[aX} _ e(a2—1)A o 26((1—4))\ + o6
dobimo:

q[(_2)X} _ q[e‘g)‘} — 3 6(6_6—1))\ + 26(6_3—4))\ —92¢ 5

za vse A > 0.
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12.

1.

Intervali zaupanja

Obravnavajmo najprej primer, ko je n = 1. Najprej opazimo, da mora interval
za S = 0 vsebovati dolocen interval oblike [0,¢), ¢ > 0, sicer je lahko verjetnost
pokritosti poljubno majhna. Torej mora biti [0, by) ali [0, bo], kjer je by > 0. Zaradi
simetrije mora biti potem interval za opazanje S = 1 enak (1 — by, 1] oz. [1 — by, 1].
Brz ko je by < 1/2 ali pa je by = 1/2 in je interval za S = 0 odprt pri by, interval pri
6 = 1/2 ni pokrit in je torej verjetnost pokritosti enaka ni¢. Pri by = 1/2 in zaprti
razlicici je verjetnost pokritosti enaka:

1-6 ;0<6<1/2
0  1/2<0<1

torej je minimalna verjetnost pokritosti enaka 1/2. Pri by > 1/2 in odprti razlicici
pa je verjetnost pokritja enaka:

1—6 ;0<0<1-b
1 1l —bo< O <by

torej je minimalna verjetnost pokritosti enaka by. Pri § > 1/2 bo torej iskani interval

oblike:
[O7B> 7320
{(1—&,1] S5 =1

pri § < 1/2 pa bo oblike:

0,1/2] ;S=0
{ [1/2,1 ;S=1

Da se dokazati, da je to edina resitev, ki izpolnjuje pogoje naloge.

Oglejmo si zdaj Se primer, ko je n = 2. Podobno kot prej ugotovimo, da mora biti
interval pri opazanju S = 0 oblike [0, by) ali [0, by] (b > 0), kar za .S = 2 da (1 — by, 1]
oziroma [1 —by,1]. Pri S = 1 pa je interval lahko oblike (1 — by, by) ali [1 —by,by] (za
by > 1/2) ali pa tudi kar {1/2}. Zaradi monotonosti mora biti b; > by, poleg tega
pa mora biti tudi by + by > 1 (0z. by > 1/2, Ce je interval za S = 1 kar {1/2}), sicer
za by < 0 <1—by (0z. za by < § < 1/2) interval ni pokrit. Naj bo najprej by > 1/2
in naj bo za S = 0 interval oblike [0,by), za S = 1 pa oblike (1 — by, b;). Tedaj je
verjetnost pokritosti enaka:

(1-0)? ;0<6<1-b
1—‘92 ,1—b1<9§1—b0

1 ,1—b0<9<b0
20 — §? ;b0§0<b1
6? ;0> 0

in minimalna verjetnost pokritosti bo min{2by — b2,0?}. Za 8 > 3/4 je moZno
nastaviti 2by — b3 = b} = [: postavimo namre¢ by := 1 — /1 —§ in b := /[.
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Minimalni interval zaupanja je torej:

0,1-y1I-5) ;
(1-+B,\VB)
(V1I=-p5,1

in da se dokazati, da je edini minimalni interval zaupanja te oblike.

Pri 1/2 < 8 < 3/4 bo $e vedno b; = /B > 1/2, medtem ko bo by =1 — /1 — 3 <
1/2. Toda za by < 1/2 bo verjetnost pokritosti pri prej$njem intervalu zaupanja
enaka:

~—

»nn »nn »n
I
N = O

(1-60)2 ;0<0<1—10
1 — 62 1 —b <0 <b
20 — 92 ,b0§9<b1

02 10> b

in minimalna verjetnost pokritosti bo min{2by — 2b2,b3} < 1/2, kar ne bo v redu.
Od tod dobimo, da je minimalni interval zaupanja pri 1/2 < g < 3/4 oblike:

[0,1/2] S =0
(1-vB.VB) ;S=1
[1/2,1] 5 =2

Sistem enacb 2by — b3 = b} = § ima v okviru nasih pogojev resitev by = 3(1 —
Vv1—=2p), by = /B. Toda zdaj moramo paziti na pogoj by + by > 1. Krajsi racun
pokaze, da gre to le pri 5 > 4/9; pri f = 4/9 dobimo by + b; = 1, kjer moramo
bolj paziti, zato bomo ta primer obravnavali kasneje. Torej bo minimalni interval
zaupanja pri 4/9 < § < 1/2 enak:

0.3(1 ﬁ)) E
1- \/_) ;S
Vv1I=205),1 S

I

0.1

12

(s0+

Za < 4/9 pa gremo lahko v dve smeri: lahko dolo¢imo by = %(1 — V1 - 25) in

by =1 — by ali pa by = /B in by = 1 — b;. To nas pripelje do naslednjih druzin
intervalov zaupanja:

0
1
2

0,1—-b) ;S=0 0,1—b] ;5=0 [0,1) ;S=0
[1—by,b] ;8=1, (1—by,b;) ;S=1 in {3} ;95=1
(b,1] ;8=2 by, 1] ;S =2 (5.1 ;5=2

Vsak interval zaupanja iz te druzine je minimalen, pogoje pa izpolnjuje, brz ko
je njegova verjetnost pokritja vsaj 3: za prvi dve druzini to pomeni 7 < £ in
2b1(1 — by) > B (resitev tega sistema neenacb na b; je prepuscena bralcu), tretji
interval zaupanja pa izpolnjuje pogoje, brz ko je 8 < 1/4. Pri f < 4/9 torej dobimo
bistveno razlicne minimalne intervale zaupanja.
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2. Ocitno mora biti by > 0, sicer dobimo poljubno majhno ali celo nicelno verjetnost
pokritosti. Poleg tega mora biti interval zaupanja pri opazanju S = n kar [0, 1],
sicer pri § = 1 nimamo pokritosti. Za k = 1,2,... pa lahko pri S = k nastavimo
kar [0, by ), saj za zaprto razli¢ico dobimo enako minimalno verjetnost pokritosti.

Ce fiksiramo b, < 6 < b1, smo torej v intervalu zaupanja natanko tedaj, ko je
S > k. Privseh 6 € (b, br+1) mora biti torej P(S > k) > (3, kar drzi natanko tedaj,
ko je to res pri # = b,. Minimalnost dobimo natanko tedaj, ko za by postavimo tisti
6, pri katerem je P(S > k) = .

Zadevo pa si lahko predstavljamo tudi v duhu 18. naloge iz 5. razdelka (glej tudi
2. nalogo iz 11. razdelka): naj torej n gostov pride na zabavo, vsak z zamudo,
porazdeljeno enakomerno na [0, 1], neodvisno od drugih gostov. Ce z Sy ozna¢imo
stevilo gostov, ki pridejo na zabavo do ¢asa 6, je Sy ~ Bin(n,#). V tem duhu mora
torej veljati P(S,, > k) = (. Toda ¢e s T} oznacimo prihod gosta, ki pride k-ti po
vrsti, je {Sp > k} = {T)41 < 0}, torej mora veljati P(Ty41 < bx) = 5. Zgornja meja
br mora biti torej natanko kvantil porazdelitve Beta(k + 1,n — k) za verjetnost 3.

Podobno dobimo tudi nasprotni enostranski interval zaupanja, t. j. (a, 1] pri S =

k, k = 1,2,...n. Lahko postavimo a;, = 1 — b,_, kar je kvantil porazdelitve
Beta(k,n — k + 1) za verjetnost 1 — f.

3. Dovolj je izracunati zgornje krajisce, in sicer le za primer, ko ne uspe noben poskus
ali pa uspe en poskus. Ce ne uspe noben poskus, je zgornje krajisée pri Clopper—
Pearsonovem intervalu kvantil porazdelitve Beta(2,1) za verjetnost (1 + 3)/2. Ta
porazdelitev ima gostoto f(t) = 2(1 — ¢) in kumulativno porazdelitveno funkcijo

F(t) = 1 — (1 —t)2, kar nam da krajisée 1 — /(1 — 8)/2. Ce pa uspe natanko
en poskus, dobimo kvantil porazdelitve Beta(2,1); le-ta ima gostoto f(t) = 2t in

kumulativno porazdelitveno funkcijo F'(t) = t?, kar nam da krajisée /(1 + 3)/2.

Popoln zapis je torej:
( -
|:07 1— A/ T) ) S=0
1+8 1+8 . Q
(1) is-1
1-8 . Q
| ( 7,1} 5=2

kar je pri vseh izidih strogo vec kot pri intervalu zaupanja iz 1. naloge.

4. X =97, A =327 (zaokrozeno navzgor),
9373 < pu < 100°27.

5. S=5, df =8, toors =231, A =385 (zaokroZeno navzgor),
9315 < p < 100°85.

6. X =155 &=S5=130, Interval zaupanja za u: 146 < pu < 1°64.
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7. Definirajmo slu¢ajne spremenljivke Xi,... X, in sicer naj bo X; = 1, ce je i-ti

poskus uspel, sicer pa 0. Tedaj je X = S/n =: 6. Nadalje velja:
S(1—6)> — 90
2= SUZO (=8 _ 5y gy,
n

Dobimo Waldov interval zaupanja:

A 0(1—0 N )(1 — 6

0—c ( ) <f<b+c ( )

n n

Je lahko izrac¢unljiv, a ne dosega nominalne verjetnosti pokritosti niti v povprecéju.
Dejanska verjetnost pokritosti je cesto dale¢ pod nominalno. Res pa je, da se de-
janska minimalna verjetnost pokritosti, ko 6 pretece interval [a,b] (0 < a < b < 1),
bliza nominalni 3, ko gre n proti neskon¢no.

8. Clopper—Pearsonov interval: (0°0713,0°4011).
Waldov interval: (0°0528,0°3472).
Wilsonov interval: (0°0806,0°4161).
Agresti-Coullov interval: (0°0749,0°4218).
Wilsonov interval s popravkom za zveznost: (070661, 0°4427).
Agresti-Coullov interval s popravkom za zveznost: (00499, 0°4468).
Spodnja krajisc¢a so zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor.

9. Clopper—Pearsonov interval: 0'1266,0°2919.
Waldov interval: (0°1216,0°2784).
Wilsonov interval: (0°1333,0°2889).
Agresti—Coullov interval: (0°1326,0°2896).
Wilsonov interval s popravkom za zveznost: (0°1292,072944).
Agresti-Coullov interval s popravkom za zveznost: (071276, 0°2946).
Spodnja krajisca so zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor.

10. Clopper—Pearsonov interval: (0°496525849771, 0°5130720831478).
Waldov interval: (0°49657611084, 0°51302388916).
Wilsonov interval: (0°496575924714, 0°513021478666).
Agresti-Coullov interval: (0°496575924612, 0°513021478769).
Wilsonov interval s popravkom za zveznost: (0°496525930387, 0°513071457209).
Agresti—Coullov interval s pop. za zveznost: (0°496525924612, 0'513071478769).
Spodnja krajisca so zaokrozena navzdol, zgornja pa navzgor.

Agresti—Coullov interval je sicer nasploh odli¢en priblizek Wilsonovega, a tu je raz-
lika Se posebej majhna, ker je opaZeni delez grbov blizu 1/2. Clopper—Pearsonov
interval je potrebno dolociti z racunalnikom.

11. ¢; = 27180, ¢ = 1753,

3'37 < 0 < 958 (spodnja meja zaokroZena navzdol, zgornja pa navzgor).
12. X =125, S =2646, df =4, X205 =071, X245 =949, 172<0 <628.
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13.

14.

X =4551, S=371, df="T4,

to.o9s = 2°64, A = 1'14 (zaokroZeno navzgor), 44'37 < p < 46°65,

Xeoos = 46'4, X249 = 1091, 305 < o < 4°69.

Pri obeh intervalih zaupanja je spodnja meja zaokrozena navzdol, zgornja pa nav-
Zgor.

Ce s k* (k > 0) ozna¢imo &etrti centralni moment spremenljivke X, po centralnem
limitnem izreku priblizno velja:

n

Z(Xi — p)* ~ N(no?, /n(k* — o))

i=1

Iz Jensenove neenakosti sledi x > o, pri ¢emer enakost velja natanko tedaj, ko
je spremenljivka X bodisi skoncentrirana v eni toc¢ki bodisi skoncentrirana v dveh
tockah, pri ¢emer ima v vsaki verjetnost 1/2. Privzemimo najprej, da to ni res,
torej da je kK > 0. V tem primeru lahko zapisemo:

i o) [Z<Xz — ) - na2] s N(0,1).

V nadaljevanju moramo iz spremenljivke na levi odstraniti vse neopazljive parametre
razen o, pri tem pa moramo paziti, da se ohrani asimptoti¢na normalnost. Najprej
velja:

1 ¢ 1 ¢ . .
=) (Xi—p)P=—7) (Xi=X) = V(X —p).
Ker gre D[/n(X — p)] = 0?/\/n — 0, gre po neenachi Cebiseva tudi /n(X —
n—oo

1) — 4 0 in zato tudi V(X — p)? — 4 0. Po izreku Sluckega potem velja tudi:
n—oo n—oo

n(kt —ot) | = n—oco

! [zn:(xi —X)? - n02] —4 5 N(0,1).

Naj bosta ¢ in & cenilki za x in ¢ po metodi momentov, t. j.:

=1 =1

. . . P .. P .
Ker so cenilke po metodi momentov dosledne, gre ¢ —— ¢ in Kk —— k. Iz izreka
n—oo n—oo

Sluckega za deljenje sedaj sledi:
1 g _ d
_—_ X; — X)? —no?| —— N(0,1

oziroma:

\/ﬁ ~2 2 d
\/ﬁ((f — 0 ) mN(O,l)
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Seveda se lahko zgodi, da pride do deljenja z ni¢, a asimptoti¢no prihaja do tega
vse redkeje. V primeru deljenja z ni¢ lahko rezultat poljubno nastavimo (lahko tudi
na vrednost “nedefinirano”) in bo konvergenca v porazdelitvi e vedno veljala.

Sedaj si oglejmo Se primer, ko je k = o, torej ko je X bodisi skoncentrirana v eni
tocki bodisi v dveh tockah z enakima verjetnostma. Ce je X skoncentrirana v eni
tocki, vemo, da je 0 = 0, velja pa tudi 6 = & = 0. Torej zgornja konstrukcija Se
vedno velja, ¢e pri neenacajih vklju¢imo Se enakost. Preostane Se primer, ko je X
skoncentrirana v dveh enako verjetnih tockah. Zaradi invariantnosti leve strani za
translacije in raztege lahko brez skode za splosnost privzamemo, da je X ~ Ber(1/2).
Ce spet s 6 ozna¢imo dele enic, velja:

62 =0(1-19),
A =0(1—-60)(1— 30+ 36%),
it — 6t =0(1 - 0)(1 — 20%),
no. 6(1—0) -1 20 — 1
—Al/_%(UZ_UQ)—\/ﬁ A( A) 4A = Vn——
Rt—o VoL —6)(1 - 20y /(1 — b)

Po Laplaceovi integralski formuli gre v/n (2@ -1) _r, N(0,1). Ker gre IR %,

n—oo n—oo
spet iz izreka Sluckega za deljenje dobimo:

\/ﬁ ) 2 P 1
/%4_6-4(0_ —O')E)N(O,é),

od koder dobimo naslednjo konstrukcijo intervala zaupanja:
&2—cl%4_&4 <<72<<A72+cl%4_&4

2\/n 2/n
kar pomeni, da prvotna konstrukcija za predpisano stopnjo zaupanja Se vedno velja,
pravkar napisana pa tudi, a je natanc¢nejSa. Toda to pomeni le, da nam pri kon-
strukciji intervalov zaupanja za standardni odklon ni treba skrbeti za primer, ko je
Kk = o: Ce to vemo, lahko preprosto zatrdimo, da je kar ¢ = (max; X; — min; X;)/2.
Ce bo dobljena vrednost ve¢ja od ni¢, bo ta izjava z verjetnostjo ena pravilna, sicer
pa bo pravilna z verjetnostjo 3, brz ko bo vzorec dovolj velik.

15. X =155, =130, k=209
Interval zaupanja za p: 1°46 < pu < 1°64.
Interval zaupanja za o: 1'19 < 0 < 1'41.

Opomba. Zanimiva je tudi ocena za splos¢enost (kurtozis):

kar namiguje na to, da je dejanska porazdelitev dale¢ od normalne. Vendar pa
najvecji relativni delez v x* prispeva edina Zenska z desetimi otroki. Le-ta nam
torej znatno poveca Sirino intervala zaupanja.
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13.

1.

Testi znacilnosti

Ce z D oznac¢imo $tevilo dobitnih sreck med kupljenimi, je D ~ Bin(n,p), kjer je
n = §8, p pa delez dobitnih med vsemi sreckami v seriji. Verjetje je torej enako:

P(D=k)= (Z)p’“(l —p)" ",

kar nam da L = (n pP(1 — p)"~P. Nicelna hipoteza trdi, da je p > 1/2, alterna-

D
tivna pa, da je p < 1/2. Torej je © = [0,1] in O, = [0,1/2]. Po krajSem ra¢unu

dobimo:
sup L = " D\" 1— D\
pE@p B D n n

Za D > n/2 velja tudi:

D D D n—D
() (0) (3)
pG@HO D n n
medtem ko za D < n/2 velja:
n\ (1\"
sup L = ( > (—> .
pEeHO D 2

—n -D —(n—-D)
R=d 2"(®) (1-2) ;D <n/2
1 ;D >n/2
Za D < n/2veljalnLR = g(D/n), kjer je g(z) = —n(In2+znz+(1—2z)In(1-z)).
Z odvajanjem dobimo, da je funkcija g strogo naraséajoc¢a na (0, 1/2]. Torej je vzorec
toliko ustreznejsi, kolikor vecji je D. Ker je:

Torej velja:

sup P(D <2)=0145, sup P(D <2)=0035,

JZSICFe P€EO K,

brez randomizacije hipoteze ne moremo zavrniti. Sicer pa jo zavrnemo z verjetnostjo
0'135 (zaokrozili smo jo navzdol).

. Oznacimo s 6 verjetnost po modelu, da pade grb, z S pa Stevilo opazenih grbov (za

na$ konkretni primer bo torej S = 5, a za konstrukcijo testa potrebujemo slucajno
spremenljivko). Oznacimo Se n = 20. Iz
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dobimo razmerje verjetij:

nn

T 2SS (n— S-S

LR

Velja InLR = ¢(9), kjer je g(s) =nlng — slns — (n — s)In(n — s). Z odvajanjem
dobimo, da je g strogo naras¢ajoca na (0,n/2]. Brz ko je torej S < n/2, je opazanje
toliko ustreznejse za nicelno hipotezo, kolikor vecji je S. Toda ker se razmerje verjetij
ohrani, ¢e S zamenjamo z n — S, velja, da je opazanje toliko ustreznejse, kolikor
blizje je S stevilu n/2. Nicelno hipotezo bomo torej zavrnili, ¢e bo vrednost ‘S -3

prevelika.

Za nase opazanje iz centralnega limitnega izreka dobimo:

Pyjp(X < 5ali X > 15) = 0041,
Pyjp(X <5ali X > 15) = 0012,

Pri a = 0°05 bomo torej naso hipotezo zavrnili, pri @« = 0°01 pa ne. Do randomizacije
tukaj ne pride.

3. Oznacimo s 0 verjetnost po modelu, da bo dobitek izzreban. Oznac¢imo 6, = 1/50
in naj bo N stevilo iger, po katerih je dobitek prvi¢ izzreban. Tedaj velja
Po(N =k)=0(1—0)*1 torej L =0(1 —0)N~! in:

{ ‘90(1 —eo)Nil ; N < 1/90
sup L =

<o ~(1- %)N_l s N> 1/6

Razmerje verjetij je zato enako:

. - N-1

Za N > 1/6; veljaInLR = g(N), kjer je g(x) =Inby+Inz+ (z—1)In(1—60y) — (v —
1)In (1 — %) Z odvajanjem dobimo, da je g na intervalu [1/6y, c0) strogo padajoca
funkcija. Test bo torej potekal tako, da bomo nicelno hipotezo zavrnili, ¢e bo testna

statistika max{%, N} prevelika.

Poiskati moramo torej najmanjsi tak k, za katerega bo Py, (max{%, N} > k) <a.
Velja Pg,(N > k) = (1 — 6p)F. Ker je Py/50(max{50, N} > 50) = P150(N > 50) =
0'364, bo to najmanjsi k, za katerega bo (49/50)" < 0°1. Iz log,qg 5,01 = 113'97
dobimo, da je ta k enak 114 — velja:

P1ys0(max{50, N} > 114) = Py50(N > 114) = 0°09994766 ,
P1so(max{50, N} > 114) = Py50(N > 114) = 0'1019874 .

Test bo torej potekal tako, da bomo igro igrali, dokler ne bo izzreban dobitek,
vendar pa bomo odigrali najve¢ 114 iger. Ce bo dobitek izzreban pred zadnjo, 114.
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igro, hipoteze ne bomo zavrnili. Ce dobitek tudi po 114 igrah e ne bo izZreban,
bomo hipotezo zavrnili. Ce pa bo dobitek (prvi¢) izzreban v zadnji, 114. igri, bomo
hipotezo zavrnili z verjetnostjo:

0’1 — 009994766

=002
01019874 — 0709994766 0025

(zaokrozili smo navzdol).

4. Glede na to, da sta nicelna in alternativna hipoteza obe enostavni, je test, ki temelji
na razmerju verjetij, najmocnejsi. Ce z Ly ozna¢imo verjetje pri nicelni, z L; pa pri
alternativni hipotezi, velja:

Lo _ 5™ 1 imo
Ly 1_(1)0 e—X/100 5 !
kjer je X opazena zivljenjska doba zarnice. Nicelno hipotezo bomo torej zavrnili, ¢e
bo testna statistika %64X/500 premajhna, to pa bo tedaj, ko bo zZivljenjska doba X
premajhna.
Isti sklep lahko dobimo tudi iz dejstva, da gre za enoparametricno eksponentno
druzino z naravno zadostno statistiko —X glede na parametrizacijo z A, in dejstva,
da je vrednost parametra pri alternativni hipotezi vecja od tiste pri nicelni hipotezi.

Ker je X pri nicelni hipotezi porazdeljena zvezno, randomizacija ni potrebna in
lahko Hy zavrnemo, brz ko je X < ¢, kjer je Py, (X <¢) = a. 1z

°1
PH (X < C) — / _ef:r/E)OO dr =1 — 670/500
0 o 500

dobimo ¢ = —5001n(0°95) = 2564 (zaokrozeno navzdol). Mo¢ tega testa je:

“1
PH1<X§C>:/ me’x/loodx:1—6’0/10[)&0’226.
0

5. a) Tinetovo povpreéje je porazdeljeno normalno N(0, 1/10), torej ima gostoto:

10 6_501.2
V2T

Tonetovo povpredje pa je porazdeljeno normalno N(0,1/100), torej ima gostoto:

fri(x) =

100
500022

V271

Ker sta nicelna in alternativna hipoteza obe enostavni, je test, ki temelji na razmerju
verjetij, najmocnejsi. Ce torej z X oznacimo opaZeno povpredje, nicelno hipotezo
torej zavrnemo, Ce je razmerje:

fTO(x) =

fTo(X ) _ —4950X2
Fra(X) =10e
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premajhno, to pa je takrat, ko je vrednost |X| prevelika. Ce je Pr, verjetnost pri
Tonetovem povprecju, za ¢ > 0 velja:

Pro(|X| > ¢) =1 —29(100c)
Vrednost ¢ moramo nastaviti tako, da bo to enako «, torej:

() L

Mo¢ testa pa je:
Pri(|X|>c¢) =1—2®(10c) = 0°845.

6. Iz zapisa gostote:

. 1 n n
Fxax, (@1, s py0) = (0V21) " exp [—; (Z v =20y i+ W?)] :
=1 =1

je ocitno, da gre za eksponentno druzino, in ni tezko preveriti pogojev zgornje trditve
(za karakteristiko lahko postavimo npr. u — o2 ali u/0?). Maksimum verjetja je pri
polnem modelu dosezen pri:

n n n 2
=i ::%in, o? =62 ::%ZXE— (%ZX) .

=1 =1

Ce se omejimo na ni¢elno hipotezo 1 = o2, pa je:
L= fx,. x,(X1,...Xp;0% 0) = (0V2r) "exp —ii){?—i—i){—@
1y A LA ny ) 0-2 1:1 i Z:1 i 2

n iz:

do 03 4

d 1 — n
—InL = E 2 _no——
n l:1xz no >

dobimo, da je maksimum dosezen pri:

4 n
1+;;X§—1

Ce z LR ozna¢imo razmerje verjetij:

IR — SUPg 4, L _ fxroxn (X1, .o X fig, 02)
SUPeL le,...Xn(Xl,---Xn;ﬂl,ffl) 7

ima —2In(LR) priblizno porazdelitev hi kvadrat z eno prostostno stopnjo. Za nasSe
opazanje dobimo —21In(LR) = 561, kriticna vrednost pa je X2,y = 6'63. Hipoteze
torej ne moremo zavrniti.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

n =100,5 =24, = 0'05: 0'875 < 1645, hipoteze ne moremo zavrniti.
n = 500,55 = 120, = 0°05: 2'18 > 1645, hipotezo zavrnemo.
n =500,5 = 120,a = 001: 2718 < 2'33, hipoteze ne moremo zavrniti.

. n=10000,S5 =5090,Hy: 6 =05:Hy;: 06#05: 179 <196,

hipoteze ne moremo zavrniti.
n = 10000, S = 5090, Hy: 8 =05: Hy: 6> 05: 1'79 > 1°645,
hipotezo zavrnemo.

. X =97, Z=-18.

Pri alternativni hipotezi p # 100 je K, = (—o00, —1'96) U (1'96, c0) in hipoteze ne
moremo zavrniti.

Pri alternativni hipotezi p < 100 je K, = (—o00, —1'645) in hipotezo zavrnemo.

Pri alternativni hipotezi p > 100 pa je K, = (1645,00) in hipoteze ne moremo
zavrniti.

X =107, S=10, T =21, df =8, K,=(—00,—231)U(231,00).

Hipoteze ne moremo zavrniti.

Ce bi vedeli, da je o = 10, pa bi bilo K, = (=00, —1'96) U (196, 00) in hipotezo bi
zavrnili.

X =48, S=258 T =-245 df=0.

Ce za H; vzamemo, da je pu # 50, je K, = (—o00,—2'26) U (2'26,00) in hipotezo
zavrnemo.

Ce za H, vzamemo, da je u < 50, pa je K, = (—00, —1'83) in hipotezo prav tako
zavrnemo.

Oznac¢imo z A razliko v tezi posamezne osebe (teza po dieti minus teza pred dieto).
Tedaj je A ~ N(u,0) in testiramo ni¢elno hipotezo, da je u = 0, proti alternativni
hipotezi, da je u < 0.

Velja A = —56, S=6433, df =9, T =-275, c=(—o0,—183].

Nicelno hipotezo zavrnemo, torej sprejmemo hipotezo, da dieta deluje.

X=20, Y=22, S=265 T=-15 df=14

K, = (-214,—00) U (2'14,00). Hipoteze ne moremo zavrniti.

X =100, Y =96, S=25, T=32, df=16, K, = (258,00).
Hipotezo zavrnemo.

X, =4, Xy,=3, X;3=1667,
SZ =9333, S =8667, F =431,
dfy =2, dfy =8, K,=(446,00).

Hipoteze ne moremo zavrniti.
S = T45.

a) x* =20, K,=(0,270)U(19°0,00), hipotezo zavrnemo.
b) x* =5, K,=(0,333), hipoteze ne moremo zavrniti.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Ce so frekvence 2, 51in 4, je: Y2 =1, df =2, K, = (599,00).
Hipoteze ne moremo zavrniti.

Pri frekvencah 20, 50 in 40 pa je x> = 10. Ker je kriti¢no obmodcje isto, hipotezo
zdaj zavrnemo.

Pri frekvencah 21, 42, 77 in 116 je: x> =813 df =3, K, = (11'3,00).
Hipotezo zavrnemo.
Ce so frekvence 21, 37, 53 in 25, pa je x2 = 182 in hipotezo $e vedno zavrnemo.

Diskretizirana porazdelitev iz nicelne hipoteze:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | nad 40
0°0668 | 02417 | 03829 | 0'2417 | 0°0668

V=118, df =4, K, = (949, 0).

Hipotezo zavrnemo.

0=056, x2=128 df=1 K,=(384,00).
Hipoteze ne moremo zavrniti.

Gre za isti statistiéni model kot v 15, torej dobimo oceni @ = 1/4 in b= 3/10, od
koder dobimo x? = 2. Pri df = 1 je kriti¢no obmodje K, = (3’84, c0), torej hipoteze
ne moremo zavrniti.

Porazdelitev najprej diskretiziramo:

pod —1|od —1do0|{od0do1l|nad1l
0/2 (1-6)/2 | (1—-6)/2| 6/2 |

kjer je # = e~*. Iz vzorca dobimo 6 = 03, kar nam da x? = 16°19. Kriti¢no obmodje
pri df =2 je K, = (921, 00), torej hipotezo zavrnemo.

Velja ST = 2 in S~ = 8. Ker za sluc¢ajno spremenljivko B ~ Bin(10,1/2) velja
P(B < 2) = 0°0547, nicelne hipoteze o enakosti porazdelitev s testom z znaki pri
tej stopnji znacilnosti ne moremo zavrniti.

Pac pa lahko zavrnemo hipotezo, da imata enaki povprecji:
X=174, Y =271, S=1127, T =-272, tygs = 183.

St =328 =17,2>196. Hipotezo zavrnemo.

m=9,n=11, Y0 R =70, Z=-182, 2z =196.
Hipoteze ne moremo zavrniti.
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14. Povezanost dveh stevilskih spremenljivk

1. Oznacimo z X sistoli¢ni, z Y pa diastoli¢ni pritisk. Izracunajmo:

X =126, Y = 7967, C, = 3017, C, = 1932, C, = 130, R = 0223,
Z =0227, c¢=196.
Interval zaupanja: —0.327 < p < 0.656.

2. T=0825, df =13, K,=(—o0,177)U (177, 00).

Hipoteze ne moremo zavrniti.

3. x? =426, df =6, K, = (168,00).
Hipotezo zavrnemo.

4. x2 =00077, K, = (384,00).
Hipoteze o neodvisnosti ne moremo zavrniti.

5. x2=169, df =8, K,=(155,00).

Hipotezo zavrnemo.

6. X=3, Y=17, C2=10, C, =20.
Regresijska premica: y = 2z + 1.
Pri X =10 je Y = 21.
df =3, toors =318, S =1155, A =T06.
Interval zaupanja: 13'94 < Y < 28°06.



