VAJE 1Z VERJETNOSTI IN STATISTIKE
Martin Raic

1. Osnove kombinatorike

Pravilo vsote, pravilo produkta. Variacije, kombinacije in permutacije.

1. Na koliko nacinov lahko opremimo dnevno sobo, ¢e imamo na voljo 4 vrste parketa,
3 vrste nelesnih talnih oblog in 5 vrst pohistva?

2. Koliko je:

a) vseh trimestnih Stevil?

o

vseh sodih trimestnih Stevil?

(@]

vseh trimestnih Stevil s sodo prvo Stevko?

o,

e) vseh trimestnih Stevil s samimi razliénimi Stevkami?

f

)
)
) vseh trimestnih Stevil s samimi enakimi Stevkami?
)
)

vseh trimestnih $tevil, ki so palindromi?
3. Na koliko nacinov lahko iz skatle s petimi razli¢nimi kroglicami vzamemo:

a) eno kroglico

b) dve kroglici

c) tri kroglice
Pri tem locite primer, ko kroglice vracamo, in primer, ko jih ne vracamo. Poleg tega
locite primer, ko je vrstni red jemanja pomemben, in primer, ko ni pomemben.
Pri razlicici, ko kroglic ne vracamo in vrstni red jemanja ni pomemben, primerjajte

rezultata iz tock b) in c).

4. Na koliko nac¢inov lahko na ravno polico razporedimo 3 begonije in 4 fuksije? Pri
tem locite primer, ko razlo¢ujemo vse cvetlice, in primer, ko cvetlic iste vrste med
seboj ne razlocujemo.

Splosneje: iz Skatle z n razlicnimi kroglicami lahko izvlecemo k kroglic na
naslednje stevilo nacinov:

vrstni red vlecenja

pomemben ni pomemben
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5. V posodi je 6 rdecih in 4 modre kroglice, vse kroglice so razlicne. Na koliko nacinov
lahko iz posode brez vracanja vzamemo (vrstni red ni pomemben):
a) 4 rdece in 2 modri kroglici?
b) 4 kroglice, a od tega vsaj eno rdeco in vsaj eno modro?
6. Na koliko nac¢inov lahko v ravno vrsto polozimo tri brezove, dve leskovi in Stiri
vrbove sibe, ce:
a) vse §ibe razlo¢ujemo in ni omejitev?

b) vse Sibe razlo¢ujemo ter morajo priti najprej brezove, nato leskove in nazadnje
vrbove?

c) vse §ibe razlo¢ujemo in morajo biti Sibe posamezne vrste skupaj?
d) sib iste vrste med seboj ne razlo¢ujemo in ni omejitev?
7. Na koliko nacinov lahko razvrstimo Sest otrok (ki jih razlofujemo) na vrtiljak s

Sestimi sedezi (ki jih lo¢imo le glede na njihovo medsebojno lego)? Kaj pa na
vrtiljak z desetimi sedezi? Na vsak sedez gre najvec en otrok.



2. Elementarna verjetnost

Diskretni pogled na verjetnost v povezavi s kombinatoriko, geometrijski pogled na verjetnost.
Racunanje z dogodki.

Ce so vsi izidi enako verjetni, velja:

__ Stevilo ugodnih izidov
~ Stevilo vseh izidov

1. Vrzemo dve standardni kocki, vsi izidi (kjer kocki lo¢imo) so enako verjetni. Kolik$na
je verjetnost, da je skupno stevilo pik enako 87

2. Zakonca nacrtujeta stiri otroke. Kaj je verjetneje: da bosta oba spola enako zasto-
pana ali da bodo trije enega, eden pa nasprotnega spola? Vse razporeditve spolov
so enako verjetne.

3. Vrzemo pet kock, vse kombinacije pik (kjer kocke lo¢imo) so enako verjetne. Koli-
ksna je verjetnost, da je na vsaj eni kocki padla Sestica?

4. V posodi je 5 belih, 4 ¢rne in 3 rdece kroglice. Iz posode potegnemo tri kroglice.
Koliksna je verjetnost, da bo med njimi po ena kroglica vsake barve, ce:

a) kroglice vracamo?

b) kroglic ne vra¢amo?

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

5. Iz posode, v kateri so 3 rdece, 2 zeleni in 5 belih kroglic, na slepo in brez vracanja
izvlecemo dve kroglici. Koliksna je verjetnost, da je prva rdeca ali pa druga zelena?

6. Koliksna je verjetnost, da v skupini n ljudi obstajata dva, ki imata rojstni dan na
isti dan? Prestopna leta zanemarite.

7. Dan je dobro premesan kup 16 kart, med katerimi so stirje piki. Koliksna je verje-
tnost, da sta med prvimi osmimi kartami natanko dva pika?

8. Med 100 izdelki v seriji je 10 okvarjenih. Iz serije na slepo izberemo 10 izdelkov. Ce
je med njimi vec¢ kot en okvarjen, serijo zavrnemo. Koliksna je verjetnost, da se bo
to zgodilo?

9. V posodi je 8 belih, 4 ¢rne in 2 rdeci kroglici. Iz posode brez vracanja potegnemo
sedem kroglic. Koliksna je verjetnost, da bo razmerje barv enako kot v posodi?



Racunanje z dogodki:

AUB=BUA ANB=BNA
AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANB)NC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AUBNC)=(AUB)N(AUC)

AUG =G ANG=A

AUN=A ANN=N

AUB=ANB ANB=AUB

AUA=G ANA=N

A=A

10. Poenostavite naslednji izraz z dogodki:

11.

12.

(BUC)N(BUC)N (BUO)

Dani so dogodki A, B in C. Matemati¢no zapisite:

a) dogodek, da se ne zgodi niti A niti B niti C;

b) dogodek, da se zgodi natanko eden od teh treh dogodkov;

c) dogodek, da se zgodita vsaj dva od teh treh dogodkov.
Izracunajte Se verjetnosti zgornjih dogodkov, ¢e veste, da je P(A) = 03, P(B) =
045, P(C) = 0°6, P(ANB) = 02, P(ANC) = 0'2, P(BNC) = 0°3 in P(ANBNC) =
01.
Opomba. Dogodki pod a), b) in c) tvorijo popoln sistem dogodkov.

Nacelo vkljucitev in izkljucitev:

P(AyU---UA,) = P(A1) +--- + P(Ay) —
— P(A1NAy) — P(AiNA3)— - — P(A,1NA,) +

+ (=)™ P(A NN A

Mama napise pet razlicnih pisem in pripravi pet kuvert za ta pisma s samimi raz-
licnimi naslovi. Mimo pride navihani Petrcek in povsem slucajno vtakne pisma v
kuverte, v vsako kuverto po eno pismo. Koliksna je verjetnost, da je vsaj eno pismo
v pravi kuverti?



13.

14.

15.

Geometrijska verjetnost:

p _ mera ugodnih izidov

mera vseh izidov

Pri tem je mera lahko dolzina, plos¢ina itd.

Do $ole je stiri minute hoda, vmes pa je semafor, na katerem dve minuti gori zelena,
dve minuti pa rdeca lu¢. Od doma se odpravim pet minut pred zacetkom pouka.
Koliksna je verjetnost, da pridem Se pravocasno, ¢e se drzim predpisov? Kaj pa, Ce
sta na poti dva semaforja?

Avtobus se ustavi na postaji med 6:55 in 7:05, in sicer z enakomerno porazdelitvijo.
Sam pa sem nagnjen k zamujanju in pridem na postajo med 7:00 in 7:07, tudi z
enakomerno porazdelitvijo in neodvisno od avtobusa.

a) Koliksna je verjetnost, da ujamem ta avtobus?

b) Avtobus vozi do postaje, na kateri izstopim, Se 55 minut, sam pa potem po-
trebujem Se tri minute, da pridem do predavalnice. Predavanje se za¢ne ob
8:00. Koliksna je verjetnost, da pridem Se pravoc¢asno na predavanje? Ce tega
avtobusa ne ujamem, seveda zamudim.

Buffonova igla. Na list papirja z ravnimi vzporednimi ¢rtami, razmaknjenimi za a,
vrzemo iglo dolzine b. Koliksna je verjetnost, da igla seka katero od ¢rt?



3. Pogojna verjetnost

Racunanje pogojne verjetnosti po definiciji. Izrek o popolni verjetnosti, Bayesova formula.
Neodvisnost. Zapletenejsi primeri pogojne verjetnosti.

Definicija pogojne verjetnosti:

P(ANB)

P(A|B)= =5

(slika). Ce je dogodek B sestavljen iz samih enako verjetnih
izidov, pa je tudi:

|AN B

P(A|B)= 5

1. Vrzemo standardno kocko. Naj bo A dogodek, da padejo vsaj stiri pike, B dogodek,
da pade Sest pik, L pa dogodek, da pade liho mnogo pik. Izracunajte P(A | L) in
P(B | L). Kaj pa, ¢e kocka ni poStena, tako da ena pika pade z verjetnostjo 0°3,
izidi z dvema, tremi, Stirimi in petimi pikami imajo verjetnost 0°15, Sest pik pa pade
z verjetnostjo 0717

2. Iz dobro premesanega kupa 16 kart, med katerimi so Stirje piki, izvlecemo §tiri karte.
Koliksna je pogojna verjetnost, da je prva med njimi pik, ¢e vemo, da sta med njimi
natanko dva pika?

3. Bertrandov paradoks. Dane so tri Skatle. V eni sta dva zlata kovanca, v drugi en
zlat in en srebrn, v tretji pa dva srebrna. Dovoljeno nam je, da na slepo izberemo
en kovanec (t. j. vseh Sest z enako verjetnostjo). Ce uganemo, kakSen je drugi
kovanec v skatli, ki smo jo izbrali, dobimo kovanec. KolikSna je verjetnost, da
dobimo kovanec?

Razmislek: Recimo, da je kovanec zlat. Potem vemo, da je prisel ali iz skatle z dvema
zlatima kovancema ali pa iz Skatle z enim zlatim in enim srebrnim kovancem. Ker
sta obe Skatli enako verjetni, je verjetnost, da bomo uganili, enaka 1/2, ne glede na
to, kaj recemo.

Je s tem razmislekom kaj narobe?

4. Monty—Hallov paradoks. Dana so tri vrata, za enimi je skrit porsche, za dvema pa
koza. Najprej izberemo ena vrata, ne da bi jih odprli, nakar vodja igre odpre ena
izmed vrat, za katerima je koza in ki jih nismo izbrali. Nato nam ponovno ponudi,
da izberemo ena izmed Se zaprtih vrat. Tisto, kar se skriva za njimi, dobimo. Kaj je
bolje narediti? Privzamemo, da so vse moznosti za vrata, za katerimi stoji porsche,
enako verjetne. Prav tako privzamemo, da vodja igre v primeru, ko ima moznost
izbire, izbere povsem nakljuc¢no.



5.

10.

Janez in Peter igrata namizni tenis. V vsaki rundi nekdo zmaga in oba sta enakovre-
dna (ne glede na zgodovino), runde so med seboj neodvisne, igrata pa, dokler eden
od njiju ne dobi Sest rund. Trenutni izid je 4:2 za Janeza. Koliksna je verjetnost,
da bo Janez na koncu tudi zmagal?

. Janez in Peter spet igrata namizni tenis. Spet v vsaki rundi nekdo zmaga in runde

so prav tako neodvisne, a tokrat Janez dobi posamezno rundo z verjetnostjo 1/3,
igrata pa na dve tocki razlike. Koliksna je zdaj verjetnost, da bo Janez na koncu
zmagal? Le-to zdaj racunamo od zacetka, t. j. izida 0:0.

Namig: Rekurzivna formula

Izrek o popolni verjetnosti. Ce H,, H,, ... H, tvorijo popoln sistem dogod-
kov (t. j. vedno se zgodi natanko eden izmed njih), velja:

P(A) = P(Hy) P(A| Hi) + P(Hy) P(A| Hy)+---+ P(Hy) P(A| Hy)

.V prvi posodi je 5 belih, 3 rdece in 2 ¢rni kroglici, v drugi posodi pa so tri bele in

tri ¢rne kroglice. Iz prve posode v drugo na slepo premestimo eno kroglico, nato pa
iz druge na slepo in brez vracanja potegnemo dve kroglici. Koliksna je verjetnost,
da je med njima ena bela in ena ¢rna?

Bayesova formula. Ce H,, H,, ... H, tvorijo popoln sistem dogodkov, velja:

P(H;) P(A | H;)
P(Hy) P(A| Hy)+---+ P(H,) P(A| H,)

p(Hi’A):

. Zena poslja moZa na trg po solato, ki jo prodajata dve branjevki, Francka in Micka.

Verjetnost, da moz kupi solato pri Francki, je 40%, verjetnost, da kupi pri Micki, pa
60%. Francka ima 10%, Micka pa 20% nagnite solate. Moz prinese domov nagnito
glavo solate in Zzena ga nahruli: “Drugi¢ raje glej solato, ne pa Micke!” Koliks$na je
pogojna verjetnost, da je moz res kupil solato pri Micki? Privzamemo, da branjevki
solato izbirata na slepo.

. Mati¢nemu podjetju dobavljajo trije kooperanti: kooperant Alfa Deli dobavlja 20%,

kooperant Bobo Deli 50%, kooperant Centro Deli pa 30% vseh delov. Kooperant
Alfa Deli ima 5%, Bobo Deli 1%, Centro Deli pa 2% okvarjenih delov. Kontrolor
v mati¢cnem podjetju testira na slepo izbran del in izkaze se, da je okvarjen, zato
zavzdihne: “Oh, Ze spet ti Alfa Deli!” Koliksna je verjetnost, da je bil del dobavil
kooperant Alfa Deli?

V prvi posodi je 6 belih in 4 rdece kroglice, v drugi pa ena bela in ena rdeca.
Najprej na slepo premestimo 3 kroglice iz prve posode v drugo, nato pa iz druge
posode potegnemo dve kroglici (brez vra¢anja). Obe sta rdeé¢i. Koliksna je pogojna
verjetnost, da so bile vse tri premescene kroglice rdece?



11.

12.

13.

14.

Dogodka A in B sta neodvisna, ¢e velja:
P(AnB)=P(A) P(B)

(t. j. P(A| B) = P(A)). Splosneje, dogodki Ay, Ay, As ... so neodvisni, ¢e za

poljubne razlicne indekse iy, is, . . .1 velja:

P(A,NA,N---NA,) = P(A;,) P(A,)... P(A;,).

Na kupu so stiri karte: pikov kralj, pikova dama, sréev kralj in sréeva dama. Na
slepo izvle¢emo eno izmed kart. Definirajmo naslednje dogodke:

A := [izvlekli smo pika]
= [izvlekli smo damo]

B
C' := [izvlekli smo sréevega kralja ali pikovo damo]

Sta dogodka A in B neodvisna? Kaj pa A in C7 Kaj pa B in C'7 Kako pa je z
dogodki A, B in C, so neodvisni?

Danih je osem kart: as, kralj, dama, fant, 10, 9, 8 in 7. Sluc¢ajno potegnemo eno
karto. Definirajmo naslednje dogodke:

A := [karta je as, kralj, dama ali fant]
B := [karta je as, 9, 8 ali 7|
C' := [karta je as, kralj, dama ali 10]

So dogodki A, B in C' neodvisni?

Vrzemo tri kovance. Meti so med seboj neodvisni, verjetnosti, da pade grb, pa niso
nujno enake. Naj bo A dogodek, da se na prvem kovancu pojavi grb, B pa dogodek,
da se grb pojavi na natanko dveh kovancih.

a) Recimo, da so vsi trije kovanci posteni, se pravi, da je verjetnost za grb pri
vseh kovancih enaka 1/2. Sta dogodka A in B neodvisna?
b) Recimo, da je prvi kovanec posten, druga dva pa ne: na vsakem od njiju se

grb pojavi z verjetnostjo p. Pri katerih p sta A in B neodvisna?

Simpsonov paradoks. Dve zdravili so preizkusali na zenskah in moskih. Rezultati
so naslednji:

zdravljenje zenske moski
Prvo zdravilo | Drugo zdravilo | Prvo zdravilo | Drugo zdravilo
uspelo 200 10 190 1000
ni uspelo 1800 190 10 1000




Katero zdravilo je bilo uspesnejse:

e pri zenskah?
e pri moskih?

e pri obojih skupaj?

Komentirajte!

Neodvisnost izpeljanih dogodkov. Naj bo F druzina dogodkov. S o(F)
oznacimo najmanjso o-algebro, ki vsebuje F, t. j. druzino vseh dogodkov, ki
jih dobimo iz dogodkov iz F s Stevnimi unijami in komplementi.

Naj bodo:

All ) A12 ) A13 )
AQI; A227 A237
Anla An27 An37

neodvisni dogodki. Tedaj so tudi poljubni dogodki By € 0(A11, A1a,...), By €
O'(Agl, AQQ, - .), ‘e Bn S U(Anly Ang, . ) neodvisni.

15. V vezju, ki ga prikazuje spodnja skica, vsako stikalo prepusca elektri¢ni tok z verje-
tnostjo 1/3, posamezna stikala pa so med seboj neodvisna. Koliksna je verjetnost,

da vezje prepusca tok?

p
T

16. Janez, Francelj in Tone gredo streljat zajce. Janez zadene z verjetnostjo 0'1, Francelj
z verjetnostjo 0'2, Tone pa z verjetnostjo 0'3, neodvisno drug od drugega.

a) Vsi pomerijo, ustrelijo in zajec je zadet. Koliksna je pogojna verjetnost, da ga
je Janez zadel?

b) Ko pridejo do zajca, se izkaze, da ga je zadel natanko eden. Kolik$na je pogojna
verjetnost, da je bil to Janez?

17. Andraz, Bojan, Cilka in Darja streljajo v tarco. Andraz in Bojan streljata z mo-
drimi, Cilka in Darja pa z rdeCimi pusc¢icami. Andraz zadene z verjetnostjo 076,
Bojan z verjetnostjo 0°7, Cilka z verjetnostjo 0°5, Darja pa z verjetnostjo 0°9. Vsi
hkrati pomerijo in ustrelijo, neodvisno drug od drugega. V tarci se znajdeta ena
modra in ena rdeca puscica. Koliksna je pogojna verjetnost, da sta to Bojanova in
Darjina?



18.

19.

Student se od 50 izpitnih vprasanj nauci le 30. Za vsako vprasanje, ki se ga naudi,
je potem Se 30% verjetnosti, da pozabi odgovor, za vsako vpraSanje, ki se ga ne
nauci, pa je Se 10% verjetnosti, da odgovor ugane. Privzamemo, da so dogodki, da
student posamezno vprasanje pozabi oz. ugane odgovor nanj, neodvisni. Na izpitu
dobi tri na slepo izbrana vprasanja in izpit naredi, ¢e pravilno odgovori na vsaj dve
vprasanji. Koliksna je verjetnost, da bo naredil izpit?

Miha se odpravi na obisk k vinogradnikom Janezu, Lojzu in Stefanu. Vsak mu
ponudi kozarec vina. Janez mu ponudi Smarnico z verjetnostjo 60%, Lojz z verje-
tnostjo 40%, Stefan pa z verjetnostjo 10%. Verjetnost, da Miho boli glava, ne da
bi pil Smarnico, je 10%, verjetnost, da ga boli po kozarcu Smarnice (ne glede na to,
¢igave), 40%, po dveh kozarcih (ne glede na to, ¢igave Smarnice) 70% in po treh
kozarcih 100%. Naslednji dan Miho boli glava in prijatelj Tone mu pravi: “Janez
in Lojz sta ti gotovo dala Smarnico!” KolikSna je pogojna verjetnost, da ima prav?
Privzamemo, da vinogradniki izberejo vrsto vina neodvisno drug od drugega.

10



4. Slucajne spremenljivke

Pojem porazdelitve, porazdelitvena funkcija, porazdelitvena shema diskretno porazdeljene slu-
¢ajne spremenljivke, porazdelitvena gostota zvezno porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke. Ugo-
tavljanje in prepoznavanje porazdelitev. Priblizni obrazci za binomsko porazdelitev. Transfor-
macije (funkcije) slu¢ajnih spremenljivk. Sluc¢ajni vektorji. Robne porazdelitve. Neodvisnost
slu¢ajnih spremenljivk. Transformacije slucajnih vektorjev. Pogojne porazdelitve.

Porazdelitev diskretne slucajne spremenljivke (t. j. take, ki
svoje vrednosti zavzema le na konc¢ni ali Stevno neskoncni
mnozici) lahko opiSemo s porazdelitveno shemo:

X N ( a; as asg --- )
b1 p2 p3 -
ki pomeni P(X = ay) = p1, P(X = as) = ps itd.

Porazdelitev vsake realne slucajne spremenljivke lahko opi-
Semo s porazdelitveno funkcijo:

Fx(z)=P(X <ux)

1. Vrzemo standardno kocko in stevilo pik, ki padejo, oznacimo z X. ZapiSite in
poimenujte porazdelitev te slucajne spremenljivke ter narisite graf njene porazde-
litvene funkcije.

2. Neodvisno vrzemo dva postena kovanca in standardno kocko. Za vsako piko do-
bimo en evro, za vsako cifro, ki pade, pa dva evra. Slucajna spremenljivka S naj
predstavlja skupni znesek v evrih, ki ga dobimo. Zapisite njeno porazdelitev.
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Porazdelitev zvezne slucajne spremenljivke lahko opisemo
s poradelitveno gostoto px, za katero velja:

b
P(a<X<b):P(a§X§b):/pX(x)dx

Tako velja:

in za skoraj vsak = velja px(z) = F(x).
Kakor pri diskretnih slucajnih spremenljivkah velja:

ptpte =1

tudi pri zveznih velja:

/Oopx(x)dle

o0

. Recimo, da hitro zavrtimo povsem simetri¢no kolo z oznaceno tocko na obodu. Kolo
se zelo pocasi ustavlja. Slucajna spremenljivka X naj predstavlja kot, pri katerem se
je ustavila oznacena tocka (kot merimo od 0 do 27). ZapiSite porazdelitveno funkcijo
te slucajne spremenljivke, poimenujte porazdelitev in zapiSite Se njeno gostoto.

. Rok in Simona se zmenita na dolo¢enem mestu to¢no ob 18:00, prideta pa enkrat
med 18:00 in 18:10, in sicer z enakomerno porazdelitvijo in neodvisno drug od dru-
gega. Ljubosumni Maks vse od 18:00 opreza za vogalom in caka, dokler ne prideta
obadva. Slucajna spremenljivka M naj predstavlja, koliko ¢asa (v minutah) je ¢akal
Maks. Zapisite porazdelitveno funkcijo in gostoto te slucajne spremenljivke.

. Naj bo X stevilo Sestic, ki padejo v desetih neodvisnih metih standardne kocke.
ZapiSite in poimenujte porazdelitev te slucajne spremenljivke.

. Sestkrat vrzemo neposten kovanec, pri katerem grb pade z verjetnostjo 1/3. Meti
so med seboj neodvisni. Koliksna je verjetnost, da padeta vec¢ kot dva grba?

12



10.

Naj bo X ~ B(n,p) inn — oo ter Se k € Nyg. Ce je p < 1/y/n in k < /n,
velja Poissonov obrazec:

_ (np)te
P(X = k) ~
Ce pa je p,1 —p > 1/n (ali, ekvivalentno, o := \/np(1 —p) — o) in e

|k — np| < 0%3, velja Laplaceova lokalna formula:

1
oV 2T

Meja med smotrnostjo uporabe Poissonovega obrazca in Laplaceove lokalne
formule je priblizno pri p = 0°6//n.

o~ (k=np)?/(20%)

P(X =k) ~

. Naj bo X spet stevilo Sestic, ki padejo v desetih neodvisnih metih standardne kocke.

Preverite, kako natanc¢na sta Poissonov obrazec in Laplaceova lokalna formula pri
izratunu P(X =1).

. Naj bo X ~ B(50,04). Izracunajte P(X = 20). Toclen rezultat primerjajte z

rezultatoma, dobljenima po Poissonovem obrazcu in po Laplaceovi lokalni formuli.

. Naj bo X ~ B(1000,099). Izracunajte P(X = 990).

Ce je X ~ B(n,p), a < b, 0 := /np(l — p) — oo in je |a — np| < ¢*/? ali
|b — np| < 0¥/, velja Laplaceova integralska formula, in sicer za a,b € Z
v obliki:

bh— 1 —np— L
p(agxgb)wcp(&)_@<%>7

o o

zaa,bEZ—l—%a]ib—a>>1pavob]1'k1':

h— _
P(a<X<b)~P(a§X§b)~<I>< np)—(b(a "p).
Funkcija ® je Gaussov verjetnostni integral:

1 T
@(l‘) = ﬁ/{]\ €_t2/2 dt

in je liha, velja pa Se lim,_,o, ®(x) = 1/2 (graf!).
V literaturi so definicije funkcije ® razlicne, zato je treba paziti!

V tovarni vsak dan proizvedejo 1600 izdelkov. Za vsakega je verjetnost, da bo
okvarjen, enaka 10%.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

a) Koliks$na je verjetnost, da bo okvarjenih natanko 160 izdelkov? Koliksna pa je
verjetnost, da bo okvarjenih natanko 175 izdelkov?

b) Koliksna je verjetnost, da bo okvarjenih ve¢ kot 175 izdelkov? Kaj pa, da bo
okvarjenih manj kot 150 izdelkov?

c) Okvarjene izdelke spravijo v skladisce, kjer jih popravijo in ki se dnevno prazni.
Najmanj kako veliko mora biti skladisce, ¢e naj bo verjetnost, da bo premajhno,
najvec¢ 0°057

Zavarovalnica je proti nezgodi zavarovala 1000 oseb. Vsako od njih doleti nezgoda
z verjetnostjo 0°0015 in osebe so med seboj neodvisne. Kolik$na je verjetnost, da se
noben zavarovanec ne ponesreCi? Koliksna pa je verjetnost, da se ponesrecita vec
kot dva? Tocen rezultat primerjajte z rezultati, dobljenimi po Poissonovem obrazcu,
Laplaceovi lokalni in Laplaceovi integralski formuli.

Verjetnost, da je izdelek prvovrsten, je 60%. Najmanj koliko izdelkov moramo naro-
¢iti, ¢e naj bo med narocenimi izdelki z verjetnostjo najmanj 0°99 vsaj 59% izdelkov
prvovrstnih? Seveda privzamemo, da so posamezni izdelki med seboj neodvisni.

Verjetnost, da je izdelek prvovrsten, je 10%. Najmanj koliko izdelkov moramo naro-
Citi, ¢e naj bo med narocenimi izdelki z verjetnostjo najmanj 0°95 vsaj 100 izdelkov
prvovrstnih?

Naj bo X stevilo metov standardne kocke, ki jo mec¢emo, dokler ne pade Sestica. Meti
so med seboj neodvisni. Zapisite in poimenujte porazdelitev slucajne spremenljivke
X.

Naj bo X stevilo metov standardne kocke, ki jo mecemo, dokler Sestica ne pade de-
setkrat. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite in poimenujte porazdelitev slucajne
spremenljivke X.

Naj bo X stevilo metov postenega kovanca, ki ga mec¢emo, dokler ne pade cifra, takoj
za njo pa Se grb. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite in poimenujte porazdelitev
slucajne spremenljivke X.

Naj bo X stevilo metov postenega kovanca, ki ga mecemo, dokler ne pade tako
cifra kot tudi grb. Meti so med seboj neodvisni. Zapisite porazdelitev slucajne
spremenljivke X. Je le-ta kaj povezana s kako znano porazdelitvijo?

Med 16 kartami so stirje piki. Na slepo in brez vracanja izvlecemo sedem kart.
Naj bo X stevilo pikov med njimi. ZapiSite in poimenujte porazdelitev slucajne
spremenljivke X.

Danih je 12 praznih skatel. Mimo pride Janezek, slucajno izbere tri skatle in v vsako
vrze po eno kroglico. Mimo pride se Maricka, sluc¢ajno in neodvisno od Janezka
izbere stiri skatle in prav tako v vsako vrze po eno kroglico. Naj bo X stevilo
skatel, v katerih sta dve kroglici. ZapiSite in poimenujte porazdelitev te slucajne
spremenljivke.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Slucajna spremenljivka X ima diskretno porazdelitev, podano po predpisu:
P(X=k)=ck k=1,2,...10

(in P(X =k)=0zak ¢ {1,2,...10}). Izracunajte konstanto ¢ in se P(X > 3).

Naj bo A > 0. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z gostoto:

ce™™ x>0

px(z) = { 0 ; sicer

Izracunajte konstanto ¢, poimenujte porazdelitev in dolocite porazdelitveno funkcijo
Fx(x). Izrac¢unajte e P(1 < X < 2).

Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 0 1 2
XN(O'l 03 02 0'4)

Zapisite porazdelitev sluéajne spremenljivke Y = X2,

Slu¢ajna spremenljivka X je porazdeljena geometrijsko G(p). ZapiSite porazdelitev
sluc¢ajne spremenljivke Y := sin(7.X/2).

Naj bo b > 2 naravno stevilo in naj bo slu¢ajna spremenljivka U porazdeljena
enakomerno E(0, 1). Dolocite porazdelitev slucajne spremenljivke D := |bY].

Na razpolago imamo generator slucajnih stevil, ki generira enakomerno porazdelitev
E(0, 1). Kako bi generirali porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X iz 22. naloge? Kaj
pa eksponentno porazdelitev Exp(\)?

Naj bo u € R in o > 0. Normalna (Gaussova) porazdelitev
N(u, o) je porazdelitev z gostoto:

Normalna porazdelitev N(u,0) je porazdelitev, ki je skon-
centrirana v p (X ~ N(u,0) pomeni P(X =p) =1).
Standardizirana normalna porazdelitev N(0, 1) ima potem-
takem gostoto:

—_

—x2/2

e

p(x) = N

in porazdelitveno funkcijo F(x) = 5 + ®(x).

Slucajna spremenljivka Z je porazdeljena standardizirano normalno. Izracunajte
P(Z < 1°5).



Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z zalogo vrednosti na
(a,b) in gostoto px. Nadalje naj bo f: (a,b) — (c,d) bijektivna zvezno odve-
dljiva preslikava, katere odvod ni nikjer enak 0. Tedaj ima slucajna spremen-
ljivka Y := f(X) gostoto:

(W) =px(fT' W) | W)], c<y<d.
Splosneje, ce je f dovolj lepa funkcija in
P(f v X ni odvedljiva ali f'(X)=0) =0,
velja:
px ()

py(y) = Z ‘f’(w)} .

i f(z)=

. Slu¢ajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(u, o). Kako je porazdeljena
slucajna spremenljivka Y := aX + 07

Ce je X ~ N(u, o), velja:

P(“<X<b):P(a§X§b):@(b_M>_q)<a—u)

o o

Laplaceova integralska formula tako ne pomeni ni¢ drugega kot to, da za velike
n in p, ki ni preblizu 0 ali 1, velja:

B(n,p) ~ N(np, \/n_pq)

kjer jeq =1 —p.

. Sluc¢ajna spremenljivka X je porazdeljena normalno N(9,5). Izracunajte P(X < 0).

. Slucajna spremenljivka Z je porazdeljena standardizirano normalno. Poisé¢ite poraz-
delitvi slu¢ajnih spremenljivk X = ¢Z in Y = Z2. Poimenujte porazdelitev slucajne
spremenljivke Y.
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30.

31.

32.

Diskretni slucajni vektorji:
— Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y) podamo s P(X = z,Y = y)
(navzkrizna porazdelitev sluc¢ajnih spremenljivk X in'Y").

— Porazdelitve komponent imenujemo robne porazdelitve:
P(X=2)=> P(X==zY =y)
Yy

PY =y)=) P(X=1Y=y).

— X in Y sta neodvisni, brz ko za poljubna x in y velja
P(X=2Y=y)=PX=12)PY =y).

Iz posode, v kateri so 3 rdece, 2 modri in 5 belih kroglic, na slepo in brez vracanja
izvleCemo tri kroglice. Naj bo R stevilo rdec¢ih, M pa stevilo modrih med njimi.
Zapisite porazdelitev slucajnega vektorja (R, M) ter dolo¢ite in poimenujte Se robni
porazdelitvi. Sta slucajni spremenljivki R in M neodvisni? ZapiSite in poimenujte
Se porazdelitev slucajne spremenljivke R + M.

Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen po naslednji shemi:

Y=0|Y=1|Y=2
X=-1| 005 01
X =0 01
X=11 005

Dopolnite tabelo tako, da bosta sluc¢ajni spremenljivki X in Y neodvisni. Poiscite
Se robni porazdelitvi in porazdelitev razlike Y — X.

Dane so neodvisne slucajne spremenljivke X, X5, X3 ~ Be(0°3). Dolocite porazde-
litev njihove vsote S := X; + X5 + Xj.

Splosneje, naj bodo X3, ... X, ~ Be(p) neodvisne slucajne spremenljivke. Kako je
porazdeljena vsota S := X; +--- 4+ X,,?

Posledica. Ce sta S; ~ B(ni,p) in Sy ~ B(ng, p) neodvisni slucajni spremenljivki, je
S = Sl + SQ ~ B(Tll + Tlg,p).

33.

34.

Naj bosta S; ~ P(A1) in Sy ~ P()A2) neodvisni sluc¢ajni spremenljivki. Kako je
porazdeljena slucajna spremenljivka S := S; + S57

Naj bodo X7, ... X, ~ G(p) neodvisne slu¢ajne spremenljivke. Kako je porazdeljena
vsota S = X7 +---+ X7

Posledica. Ce sta S; ~ P(n{,p) in Sy ~ P(ny,p) neodvisni sluéajni spremenljivki, je
S =81+ Sy ~ P(ny + na,p).
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35. Ministrstvo dobi vsak dan na mizo slucajno stevilo prosenj, ki je porazdeljeno po
Poissonovem zakonu P()). Dnevi so med seboj neodvisni. Ministrstvo vsak dan raz-
resi eno prosnjo, Ce jo seveda ima, morebitne preostale pa pusti za kasneje. Koliksna
je verjetnost, da ministrstvu po dveh dneh dela preostaneta vsaj Se dve nerazreSeni
prosnji?

36. V avtobusu, ki ima 32 sedezev, je 30 potnikov. Vsak potnik bo z verjetnostjo 1/30
na naslednji postaji izstopil, neodvisno od drugih potnikov. Stevilo potnikov, ki
bodo na naslednji postaji vstopili, pa je porazdeljeno po Poissonu P(1) in seveda
neodvisno od izstopnih namer trenutnih potnikov. Priblizno izracunajte verjetnost,
da ne bodo mogli vsi potniki sedeti, ko bo avtobus speljal s postaje.

Namig: Dogodek, da izstopita ve¢ kot dva potnika in vseeno ne bo dovolj sedezev
za vse, je tako malo verjeten, da ga lahko zanemarimo.

Porazdelitev zveznega dvorazseznega sluc¢ajnega vektorja (X,Y") lahko opisemo
z dvorazsezno (navzkrizno) gostoto pxy, za katero velja:

P((X,Y) € A)) ://Apxy(x,y)da:dy.

/ / pxy(r,y)dedy =1.

Komponente zveznih slucajnih vektorjev so tudi zvezno porazdeljene. Robni
gostoti slucajnega vektorja (X,Y):

Seveda velja:

px(z) = /OO pxy(z,y)dy, py(y) = /00 pxy(z,y)de

[e.o] [e.9]

Zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki sta neodvisni natanko tedaj, ko je
tudi slucajni vektor (X,Y’) porazdeljen zvezno z gostoto:

px,y(x, y) = px(z) py(y)-

37. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

ce® sx>y>0
pX,Y('xvy) = { 0 - sicer

Poiscite konstanto ¢ ter robni gostoti px in py. Sta sluc¢ajni spremenljivki X in Y
neodvisni? Izrac¢unajte Se P(2 <Y < 3), P(Y < X) in P(2Y < X).
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

Ce velja Y = g(X, Z) ter je g(x,z) dovolj lepa funkcija, ki
je za vsak x monotona v z, velja:

pz(2) = /OO pX,Y(%Q(%Z)) ’%(%2)

o0

Se splosneje, ¢e je Z = f(X,Y), f dovolj lepa funkcija in

P ( £ v (X,Y) ni odvedljiva ali ?(X, Y) = 0) =0,
Y

velja:

> Pxy(x,Y
pz(2) = / %dx
Ty f(zy)=2 8_y(x’ y)’

Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

e sx>y>0
pX,Y<x>y) = { 0 - sicer

Zapisite porazdelitev slucajne spremenljivke 7 := X + Y.

Slu¢ajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z gostoto:

c
— ;x,y>0
pxy(z,y) =4 (I+z+y)
0 ; sicer

Zapisite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Z := Y/X in izra¢unajte konstanto c.
Izracunajte se P(X < 2Y).

Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni in porazdeljeni enakomerno na intervalu
[0, 1]. Zapisite porazdelitveno funkcijo slu¢ajne spremenljivke Z := XY

Slucajni vektor (X,Y’) ima naslednjo porazdelitveno gostoto:

Cx2y2
1+ 22 +y2)($2 +y2)5/2

bxy (ZL’, y) = (
Izracunajte porazdelitveno gostoto slu¢ajne spremenljivke Z := X2+Y? (s konstanto

vred).

Naj bosta X7 ~ N(p1,01) in Xo ~ N(u2, 02) neodvisni slu¢ajni spremenljivki. Kako
je porazdeljena slucajna spremenljivka X = X7 + X7

Avtobus pride na postajo ob ¢asu, ki je porazdeljen normalno N(7:00, 3min), sam pa
sem nagnjen k zamujanju in pridem na postajo ob casu, ki je porazdeljen normalno
N(7:01,4 min). Kolik$na je verjetnost, da Se ujamem avtobus?
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44.

45.

Dolo¢eni pojavi, ki se pojavljajo v ¢asu (npr. telefonski klici, nesrece, radioaktivni
razpadi), tvorijo Poissonov proces z intenziteto A, Ce je Stevilo pojavov, ki se zgodijo
v katerem koli ¢asovnem intervalu dolZine ¢, porazdeljeno po Poissonu P(At), in ¢e
za poljubna disjunktna casovna intervala velja, da je stevilo pojavov, ki se zgodijo
v prvem, neodvisno od Stevila pojavov, ki se zgodijo v drugem c¢asovnem intervalu.
Naj bo T, slucajna spremenljivka, ki pove cas, ki mine od izbranega trenutka do
n-tega pojava, ki se zgodi po izbranem trenutku. Kako je porazdeljena ta sluc¢ajna
spremenljivka? Kako za n = 1 Se imenujemo to porazdelitev?

Naj bosta S; ~ Gama(a;, A) in Sy ~ Gama(az, A) neodvisni slu¢ajni spremenljivki.
Kako je porazdeljena slucajna spremenljivka S := S; + 557

Posledica. Ce so Xi,...X, ~ Exp(\) neodvisne slucajne spremenljivke, je S :=
Xi+ -+ X, ~ Gama(n, \).

Posledica. Ce so Zi,...Z, neodvisne sluéajne spremenljivke, porazdeljene standar-
dizirano normalno, je Z7 + -+ + Z2 ~ x*(n).

46.

47.

48.

49.

50.

Slucajni spremenljivki X in Y sta neodvisni, pri ¢emer je X porazdeljena normalno
N(0,0), Y pa ima porazdelitev Gama(A,a). Dolocite porazdelitev slucajne spre-
menljivke T = X/VY.

Slucajni spremenljivki X; in X5 sta neodvisni s porazdelitvijo gama:
X1 ~ Gama(Aq, aq) in Xy ~ Gama(\y, as). Dolocite porazdelitev slu¢ajne spremen-
ljivke Y = Xl/Xg.

Porazdelitev slucajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0]Y=1]Y=2

— 1 1

X=-1] & 0 z
X=0] 1 = 0
X=1 0 Z %

Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y =0 in Y glede
na X = —1.

Dani sta neodvisni slu¢ajni spremenljivki X ~ P()\) in Y ~ P(u). Dolo¢ite pogojno
porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Z := X 4+ Y.

Zvezne pogojne porazdelitve:

pX,Y(SU’ y)

pX\Y(fE ‘ y) - py(y)

Slu¢ajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

e ;x>y>0
pX’Y(x’y):{ 0 : sicer

Dolocite pogojno porazdelitev slucajne spremenljivke X glede na Y in Y glede na
X.
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5. Stevilske karakteristike

Matemati¢no upanje, disperzija, pogojno matemati¢no upanje. Neposreden izracun matematic-
nega upanja (metoda indikatorjev). Kovarianca, kovarianéna matrika, Pearsonov korelacijski
koeficient. Vi$ji momenti, asimetrija, splos¢enost. Vrstilne karakteristike.

Matemati¢no upanje:
B(X) =Y a P(X = ) E(X) :/Oo 2 px(z) da
B(0) =Y f@) PX =) E(f(0) = [ f@)px(a)da

Disperzija (varianca):

U-metoda:

E(X)=u+E(X —u)
D(X)=D(X —u)=E((X —u)?) — (E(X —u))

1. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 0 2 3 4
01 03 01 01 04
Izracunajte E(X), D(X) in o(X).

2. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp()), kjer je A > 0. Iz-
ra¢unajte E(X), D(X) in E(e ™).

E(@X +b)=aE(X)+b
E(X+Y)=FEX)+E®Y)

3. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:
2
px(r) = Sy
Izra¢unajte E(1 + X?) in D(X).
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E(f(va)) :ZZf($7y) P(X:;E,Y:y)

By = [ ) / " Fany) pxr () de dy

4. Diskretna porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=3
005 01 02
015 0 015
02 01 0°05

ikl
Il
N =)

Izracunajte F(XY?).
5. Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

er sx>y>0
pX’Y(x’y):{ 0 : sicer

Izracunajte £ (eY’X).

6. Slucajni vektor (X,Y") je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

&
prr(08) = T gy

Izracunajte konstanto c ter Se E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) in E(X?+Y?).

7. Slucajna spremenljivka Z naj bo porazdeljena standardizirano normalno. Za vsak
n € N izracunajte E(Z"). Namig: indukcija.

Posledica. Ce je Z ~ N(0,1), je D(Z) = 1.

D(aX +b) =a®> D(X)

Posledica. Ce je X ~ N(u,0), je E(X) = pu in D(X) = o>

Ce sta X in Y neodvisni, velja:

E(XY)=E(X)E()
DX +Y)=D(X)+ D)

Pozor! Zakaj ne velja:

DIX+X)=D(X)+D(X)=2D(X)?
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

Matematicno upanje in disperzija binomske porazdelitve.
Matematic¢no upanje in disperzija porazdelitve gama.

Dani sta neodvisni slu¢ajni spremenljivki X ~ x?(3) in Y ~ x?(5). Izracunajte
D(3X —Y)in E((X +2Y)?).

Za okroglo mizo sedi 8 gostov, ki igrajo karte. Vsak ima v rokah eno karto, razdeljeno
z dobro premesanega kupa standardnih 52 kart. Vsak lahko vidi svojo karto ter karti
svojih sosedov na levi in na desni. Posamezen igralec stavi svojo Zeno, ¢e ima asa
in hkrati nobeden od njegovih sosedov nima asa. Oznac¢imo z S stevilo igralcev, ki
stavijo svojo Zeno. Izracunajte F(S) in D(S5).

Matematic¢no upanje in disperzija geometrijske in Pascalove porazdelitve.

Izracun matematicnega upanja hipergeometrijske porazdelitve z indikatorji.

Pogojno matematicno upanje:

E[f(X,Y)]Y =y] = foy X=z|Y=y)=
E[f(X.Y)|Y =y] = / " fe ) p (@ | ) do =

v(z,y)dz

Diskretna porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=3
0] 005 01 02
11 015 0 015
41 02 01 0°05

e |
I

Izracunajte E(Y | X =4), E(Y? | X =4) in E(XY? | X =4).
Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

3(2%y +ay?) ;x,yc]0,1
pX,Y(I7y> = { ( yO Y ) . SiCiI' [ ]

Izracunajte E(Y | X =z) in F(XY | X = x).
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Kovarianca:

K(X,Y):= E((X ~ E(X)) (Y — B(Y))) =
=E(XY)—-E(X)E(®)

Velja K(X,X) = D(X) in K(X,Y) = K(Y,X). Ce sta a in b konstanti, velja
KX+4+aY+b)=KX,Y)in K(aX+bY,Z)=aK(X,Z)+bK(Y, Z).

Ce je K(X,Y) = 0, pravimo, da sta slu¢ajni spremenljivki X in Y nekorelirani.
X,Y neodvisni = E(XY) = E(X) E(Y) <= X, Y neodvisni
Nekoreliranost Se ne pomeni neodvisnosti.

Korelacijski koeficient:

K(X,Y)

rXY) = e

Velja —1 < r(X,Y) < 1. Ce so a, b, c in d konstante ter a,c > 0, velja
r(aX +b,cY +d) =r(X,Y).

. Diskretna porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=0|Y=1|Y=3
0] 005 01 02
11 015 0 015
41 02 01 005

Slialls
I

Izracunajte K(X,Y) in r(X,Y).

. Diskretna porazdelitev slu¢ajnega vektorja (X,Y’) je podana z naslednjo tabelo:

Y=-1|Y=0|Y=1
X=-1 01 0 01
X =0 0 06 0
X =1 01 0 01

Dokazite, da sta sluc¢ajni spremenljivki X in Y nekorelirani. Sta tudi neodvisni?

Slucajni spremenljivki X in Y sta zagotovo neodvisni v naslednjih treh prime-
rih:
— Ce sta nekorelirani in dihotomni, t. j. posamezna slucajna spremenljivka
lahko zavzame kvecjemu dve vrednosti;

— Ce sta nekorelirani in je njuna navzkrizna porazdelitev dvorazsezna nor-
malna;

— Ce za poljubni omejeni merljivi funkciji f in g velja, da sta slucajni spre-
menljivki f(X) in g(Y') nekorelirani.
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18. Slucajni vektor (X,Y) je porazdeljen zvezno z naslednjo gostoto:

_ [ 3@y +ay?) s ayel0]]
pX,Y(xv y) - { 0 : sicer
Izracunajte K(X,Y) in r(X,Y).
Xy
Za slucajni vektor X = | ! | definiramo kovarian¢no matriko:
X
K(Xth) K(Xth)
K(X) := : : = E(XXT) - B(X) E(X)"
K(X,,X1) -+ KX, X,)
Za poljubno deterministiéno matriko A velja K(AX) = A K(X) AT.

19. Slucajni vektor (X,Y, Z) ima naslednjo kovarianéno matriko:
2 1 -1
K=|1 1 -1
-1 -1 2
Dolocite parameter a tako, da bosta slucajni spremenljivki U := aX + 2Y 4+ Z in
V := X — Y + aZ nekorelirani.

Asimetrija:

E((X - BE(X))?)
(D(X))S/Z

A(X) =

Ce sta a > 0 in b konstanti, je A(aX +b) = A(X).
Sploscenost (kurtozis):
E((X — E(X))")

K(X) = L3
(D(x))

Ce sta a # 0 in b konstanti, je K(aX +b) = K(X).

Normalno porazdeljena slucajna spremenljivka ima splo-
Sc¢enost ni¢. Skica porazdelitev z razlicno predznacenimi
asimetrijami in splos¢enostmi.

20. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(A). Izra¢unajte njeno
asimetrijo A(X) in splos¢enost K (X).

21. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena po Poissonu P()). Izrac¢unajte njeno
asimetrijo A(X) in splos¢enost K (X).
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Stevilo q, je kvantil slucajne spremenljivke X za verjetnost o, ée velja:
P(X<q)<a P(X<q)>a.

Ce je X zvezno porazdeljena in ima v okolici tocke q, strogo pozitivno gostoto,
pa velja:

Fx(qa) = .
Mediano m = ¢/, lahko razumemo kot nadomestek za matematicno upanje,

semiinterkvartilni razmik:
g — q3/4 — q1/4

2
pa za varianco. Pozor: porazdelitvi:

(1_/%% 1(/)3 1}3) in (1_/; 1(/)3 153)

imata enaki mediani, ne pa tudi matematicnih upanj.

22. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

1
— ;x>0
px(@) =4 (1+a)
0 ; sicer

Pokazite, da E(X) ne obstaja, ter izracunajte njeno mediano in semiinterkvartilni
razmik.
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6. Rodovne in karakteristicne funkcije

Rodovne funkcije: osnove, konvolucijski izrek, procesi razvejanja. Karakteristicne funkcije:
osnove, povezava z rodovnimi funkcijami, konvolucijski izrek, inverzna formula.

Rodovna funkcija:

Gx(s) = E(SX)
Ceje X > 0, je Gx(s) definirana za 0 < s < 1 ali $e splo$neje za vse kompleksne
s z |s| <1, ki ne pripadajo [—1,0).
Ce je X celostevilska, je Gx(s) definirana za vse kompleksne s z |s| = 1.
Ce ima X vrednosti v Ny, je Gx(s) definirana za vse kompleksne s z |s| < 1.
Ce je X ~ ( b o pe o )’ je Gx(s) = p1s™ + pas® + pas® + -+

br p2 ps -
k
Gy (0)

Ce ima X vrednosti v Ny, je P(X = k) = o

Velja se E(X) = G'x(1). Splosneje,

E[X(X-1)...(X—k+1)] =6G%(1).

1. Izracunajte rodovno funkcijo slucajne spremenljivke X, porazdeljene po Poissonu
P(\). Izrac¢unajte se E(X) in D(X).

Ce sta X in'Y neodvisni, je Gxiy = Gx Gy.

1
2. Naj bo X ~ B(n,p). S pomocjo rodovne funkcije izracunajte £ (H——X)

3. Janez ima dva otroka, ki Se nimata svojih otrok. Za vsakega od njiju je porazdelitev
stevila otrok, ki jih bo imel, enaka:

( 192 1}4 134) '

Privzamemo Se, da sta stevili otrok Janezovih otrok neodvisni. Dolocite porazdelitev
stevila njegovih vnukov.

4. Nika Se nima otrok. Porazdelitev Stevila njenih bodocih otrok je enaka:

(s vja 11 1a )

porazdelitev stevila otrok vsakega eventuelnega Nikinega otroka pa je enaka:

( 192 1}4 134) '

Privzamemo Se, da so Stevila otrok Nikinih otrok neodvisna. Dolocite matemati¢no
upanje Stevila Nikinih vnukov in Se verjetnost, da Nika ostane brez vnukov.
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5.

10.
11.

Ce so X1, Xs, ... neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenjivke z ro-
dovno funkcijo G5 in je N slucajna spremenljivka z vrednostmi v Ny, ne-
odvisna od slucajnih spremenljivk X; in z rodovno funkcijo G, ima vsota
X1+ X5 + ... Xy rodovno funkcijo G(s) = G1(Ga(s)).

Maks prav tako Se nima otrok. Porazdelitev stevilo njegovih otrok in Stevila otrok
posameznega njegovega potomca je enaka:

( 1?6 1}3 132) ‘

Privzamemo Se, da so stevila otrok vsakega posameznika neodvisna. Dolocite ver-
jetnost, da bo Maksovo potomstvo neko¢ izumrlo.

Pri procesu razvejanja, pri katerem so stevila neposrednih potomcev vsakega
posameznika neodvisna in enako porazdeljena z rodovno funkcijo G, je verje-
tnost, da proces izumre, enaka min{s € [0,1] ; G(s) = s}.

Ce je E(X) < 1, proces izumre z verjetnostjo ena.

Ce je X > 1, proces izumre z verjetnostjo nic.

Karakteristicna funkcija:

Definirana je za vsak t € R.
Ce je X celostevilska, je tudi:

¢X(t) = GX(eit) .

. Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena geo-

metrijsko G(p).

Izracunajte karakteristicno funkcijo slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena eks-
ponentno Exp(A).

. Izracunajte karakteristicno funkcijo slu¢ajne spremenljivke, ki je porazdeljena zve-

zno z gostoto py (z) = Le 1.

Ce sta X in Y neodvisni, je ¢x.y = ¢xoy.

Karakteristicna funkcija binomske porazdelitve.
Karakteristi¢na funkcija Pascalove porazdelitve.

Karakteristicna funkcija porazdelitve gama.
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12.

13.

14.

15.

Inverzna formula. Ce je slucajna spremenljivka X porazdeljena zvezno z
gostoto p, ki je v dani tocki x odvedljiva, velja formula:

p(e) = o / b(t)e dt

kjer je ¢ karakteristicna funkcija slucajne spremenljivke X (pod pogojem, da
zgornji integral obstaja).

Slucajna spremenljivka X ima naslednjo karakteristi¢no funkcijo:

D e R ey
ox(t) = { 0 ; sicer

Rekonstruirajte njeno porazdelitev.

Rekonstruirajte porazdelitev slucajne spremenljivke s karakteristicno funkcijo

Rekonstruirajte porazdelitev slucajne spremenljivke s karakteristi¢no funkcijo:

cost + 2cos®t + 2isintcost

3

ox(t) =

Neodvisne slucajne spremenljivke X, ... X, imajo Cauchyjevo porazdelitev, t. j.
zvezno porazdelitev z gostoto:

B 1
(1 + 2?)

p(x)

Dolocite porazdelitev sluc¢ajne spremenljivke:

X 4+ X,
o 1+ +

n
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7. Limitni izreki

Sibki in krepki zakon velikih §tevil. Centralni limitni izrek.

Zaporedje slucajnih spremenljivk X1, X, ... konvergira proti slucajni spremen-
ljivki X :
— skoraj gotovo (X, —2— X), ¢e velja P(lim,_o0 X, = X) = 1;
n—oo

— v verjetnosti (X, L, X), ¢e za vsak € > 0 velja
n—o0
lim, o P(|X,, — X| <e) =1.
Iz skoraj gotove konvergence sledi konvergenca v verjetnosti.

Krepki zakon velikih stevil Kolmogorova. Ce so slucajne spremenljivke
X1, Xa, ... neodvisne in enako porazdeljene ter ¢e obstaja u = E(X,) (t. j.
E(|X.]) < ), velja:

X1+X2++Xn N

7
n n—oo

1. Standardni slucajni sprehod je zaporedje slucajnih spremenljivk S, = X;+---+ X,
kjer so X1, X5, ... neodvisne in:

(173 1)

Ali zaporedje S,,/n konvergira proti ni¢ v verjetnosti? Kaj pa skoraj gotovo?

2. Naj bo spet S, standardni slu¢ajni sprehod. Pokazite, da se le-ta skoraj gotovo vrne
v izhodisce, t. j. da z verjetnostjo 1 obstaja tak n € N, da je S,, = 0.

3. Naj bo S,, nesimetricni slu¢ajni sprehod, torej S, = X1+ -+ X, kjer so X1, X, ...

‘il ~ < > .

Za vsak k € Z izracunajte verjetnost, da sprehod (Se) kdaj obisce stanje k.

4. Naj bo spet 5, standardni sluc¢ajni sprehod. Definirajmo sluc¢ajne spremenljivke T,
po predpisu:

Sh,

— 55 #0

n

2 ;5,=0

T, =

Pokazite, da zaporedje T, konvergira proti ni¢ v verjetnosti, vendar pa je skoraj
gotovo divergentno.
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Centralni limitni izrek. Ce je S vsota veliko neodvisnih slucajnih spremen-
ljivk z dovolj lepimi porazdelitvami, od katerih nobena posebej ne izstopa, je
priblizno S ~ N(u, o), kjer je p = E(S) in 0 = D(S), torej je:

Pla< X <b), P(angb)mcb(b_M>—<I><a_“).

o o
CejeS=X,+Xo+ -+ X, inso Xi,...X, neodvisne, je seveda:

E(X))+E(Xy)+---+ E(X,)
D(X1)+ D(Xs)+---+ D(X,,).

L
o2

. Sluc¢ajne spremenljivke X, ... X909 so neodvisne in porazdeljene diskretno po na-

slednji shemi:
1 2 3 4
05 01 03 01

Ocenite P(170 < X; + -+ + Xj00 < 210) in utemeljite odgovor.

. Slucajna spremenljivka X ima porazdelitev hi kvadrat s 100 prostostnimi stopnjami.
Priblizno izra¢unajte P(X > 110) in P(90 < X < 110). Odgovor utemeljite!

. Potapljac se potaplja, dokler ne nabere 80 biserov. Pri vsakem potopu nabere najvec
en biser, pa Se tega le z verjetnostjo 20%. Potopi so med seboj neodvisni.

a) Koliksno je pricakovano $tevilo potopov (matemati¢no upanje)?

b) Ocenite verjetnost, da se bo moral potopiti ve¢ kot 450-krat. Odgovor uteme-
ljite (mozni sta dve uporabi centralnega limitnega izreka)!

. Naj bodo X, Xy, X3, ... neodvisne slucajne spremenljivke, porazdeljene diskretno

po predpisih:
—n 0 n
Xy~ ( 11 1 ) :
2n2 n?  2n2

Pokazite, da za njihove delne vsote centralni limitni izrek ne velja, ¢eprav imajo
slucajne spremenljivke X,, enaka matematicna upanja in disperzije.
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8. Zadostne in postranske statistike

Zadostnost statistik. Fisher-Neymanov faktorizacijski izrek. Eksponentne druzine porazdelitev
in minimalne zadostne statistike. Postranske statistike, uporaba Basujevega izreka.

Statistika T, ki temelji na opazanju X, t. j. T = t(X),
je zadostna za model, v katerem je verjetnost odvisna od
parametra 0, ¢e je pogojna porazdelitev opazanja X glede
na T neodvisna od 6 (pri klasicni statistiki je to neodvisnost
v funkcijskem smislu).

1. Dokazite, da je pri Bernoullijevem zaporedju poskusov, od katerih vsak uspe z
verjetnostjo #, Stevilo uspesnih poskusov zadostna statistika za 6.

2. Denimo, da zaporedje poskusov tvori markovsko verigo z zacetno verjetnostjo uspe-
ha ¢ in prehodno matriko:

o 0
Poo  Po1 -5 3
P = =" 72 2.
|:p10 Pn} [ L 1+9}
To pomeni, ¢e X = 1 pomeni, da k-ti poskus uspe, X; = 0 pa, da ne uspe, velja:
Po(X:=1)=80,
Py(Xpy1 = Tpp1 | Xi =21, .. Xi = %) = Daparyy s F=1,2,...n—1.

a) Dokazite, da vsak poskus uspe z verjetnostjo 6.
b) Dokazite, da Stevilo uspelih poskusov ni zadostna statistika za 6.

c) Poiscite kaksno zadostno statistiko, katere razseznost ni odvisna od velikosti
vzorca.

3. Dokazite Fisher—Neymanov faktorizacijski izrek za diskretne porazdelitve: ¢e opaza-
nje X zavzame vrednosti v Stevni mnozici, je statistika 7" = ¢(X') zadostna natanko
tedaj, ko obstajata taki funkciji f in g, da je:

Po(X =z) = f(x) g(t(x),0) (%)

za vse  in O.
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Fisher—Neymanov faktorizacijski izrek v splosnem. Ce je px(x,0) verjetno-
stna funkcija ali pa gostota opazanja X, je statistika T = t(X) zadostna za
parameter 6 natanko tedaj, ko obstajata taki funkciji f in g, da je:

px(z,0) = f(x) g(t(z),0)

za vse x in ©.

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka je na populaciji definirana statisti¢na spre-
menljivka X s porazdelitvijo iz dane druzine, na voljo pa imamo vzorec, na katerem ima
dana spremenljivka vrednosti X, Xo,... X, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in poraz-
deljene enako kot X.

4. Poiscite kaksno enorazsezno zadostno statistiko za Poissonovo porazdelitev P(\).

Eksponentna druzina porazdelitev je tista, pri kateri se da verjetnostna funkcija
ali gostota zapisati v obliki:

px(z,0) = f(x)g(0) /1) g1(0)+f2() g2(0) +-+ fm(2) gm (0)
Pri zgoraj opisani druzini je (f1(X), ... fn(X)) zadostna statistika za to druzino.

Ce so funkcije 1, g1, ... g linearno neodvisne, je ta statistika minimalna, t. j.
da se jo izraziti z vsako zadostno statistiko.

5. Pokazite, da je vzor¢na vsota minimalna zadostna statistika za parameter pri Pois-
sonovi porazdelitvi.

6. Poisc¢ite minimalno zadostno statistiko za:

a) normalno porazdelitev N(pu, o), kjer je 1 neznan, o pa znan;

)
b) normalno porazdelitev N(u, o), kjer je 0 neznan, p pa znan;

d

)

) o

¢) normalno porazdelitev N(u, o), kjer sta oba parametra neznana;
)

e)

normalno porazdelitev N(a, Vva );
(

a
normalno porazdelitev N(a, a).

7. Poiscite minimalno zadostno statistiko za porazdelitev gama, kjer sta oba parametra
neznana.
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8.

9.

10.

11.

12.

Statistika U je postranska (angl. ancillary), ¢e njena po-
razdelitev ni odvisna od parametra.

Postranske statistike so med drugim pomembne pri testi-
ranju statisticnega modela, v katerem so postranske, proti
Sirsemu modelu (vec¢ o tem v 11. razdelku).

Denimo, da statisti¢ni model predvideva normalno porazdelitev N(1,1) ali pa
N(—1,1). Poiscite kaksno netrivialno postransko statistiko.

Poiscite postransko statistiko za normalno porazdelitev N(pu, o), katere zaloga vre-
dnosti ima ¢imvecjo dimenzijo:

a) Ce je p neznan, ¢ pa znan,

b) ¢e je o znan, p pa neznan;

c) Ce sta p in o oba neznana.

Parametric¢ni prostor eksponentne druzine z verjetnostno funkcijo ali go-
stoto:
px(z,0) = f(z)g(6) ef1(@) 91(0)+ f2(z) 92(0)+++Fm (2) gm (6)

)

kjer parameter 6 pretece mnozico ©, je mnozica I := {(g1(6), g2(6), . .. gm(0)) ;
00}

Brz ko parametri¢ni prostor vsebuje kaksno odprto mnozico v R™, je naravna
zadostna statistika (f1(X), ... fn(X)) neodvisna od katere koli postranske sta-
tistike pri vseh 6 € ©.

Iz postranskih statistik iz 9. naloge potegnite zakljucke o neodvisnosti pomembnih
statistik pri Gaussovih modelih.

Za testiranje hipoteze, da je slucajna spremenljivka porazdeljena normalno N(,uLO'),
kjer je o dan, ;1 pa neznan, lahko uporabimo postransko statistiko > " (X; — X)2
Doloc¢ite njeno porazdelitev.

Za testiranje hipoteze, da je slucajna spremenljivka porazdeljena normalno N(u, o),
kjer je i dan, o pa neznan, lahko uporabimo postransko statistiko:

.: X —p
N S

Vendar pa navadno uporabimo Studentovo statistiko:

X —
T .= — o =
\/Zz‘:l(Xi - X)2
Dokazite, da sta statistiki 7" in U v deterministi¢ni bijektivni korespondenci in zato

ekvivalentni (¢e smo natan¢ni, se moramo v resnici omejiti na dogodek z verjetnostjo
ena). Dolo¢ite Se porazdelitev statistike 7.

n(n—1).
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9. Tockasto ocenjevanje parametrov

Doslednost in nepristranskost. Srednja kvadrati¢na napaka. Pridobivanje cenilk: metoda mo-
mentov in metoda najvecjega verjetja.

Cenilka f parametra ( je nepristranska, ce je (é ) = (. Pristranskost cenilke
¢ definiramo kot:

~

B({) = E(() —¢
Cenilka je dosledna, ce za vsak ¢ > (0 velja:
lim P(|( — (| <e)=1
n—oo

~ ~

Zadosten pogoj za doslednost je, da velja lim,,_,, ¢(¢) = 0, kjer je q({) srednja
kvadraticna napaka, definirana po predpisu:

2

4(¢) = E[(C = ¢)°] = D({) + (B()

Manjsa kot je srednja kvadraticna napaka, ucinkovitejsa je cenilka.

1. Iz populacije velikosti N vzamemo vzorec velikosti n. Na populaciji je definirana
statisticna spremenljivka X, njene vrednosti na populaciji oznacimo z xq, xs, ... Ty,
na vzorcu pa z X, Xo,...X,. Tedaj lahko definiramo populacijsko povprecje:

_.’131+3L'2+"'+33’N
B N

pi=E(X)

in vzorcno pouvprecje:
o X1+ Xo+--+ X,

n

Dokazite, da je X nepristranska cenilka za j, in izra¢unajte srednjo kvadrati¢no
napako. Je to dosledna cenilka? Locite dve moznosti, in sicer, da gre za enostavni
slucajni vzorec s ponavljanjem in brez ponavljanja.

2. Pri stratificiranem vzoréenju populacijo razdelimo na ve¢ podpopulacij — stratumov
—in iz vsakega vzamemo vzorec predpisane velikosti. Recimo, da je populacija velika
in da so razmerja med velikosti stratumov in celotne populacije enaka py, ps, ... p;.

Na populaciji imamo spet definirano populacijsko spremenljivko X in Zelimo oceniti

njeno populacijsko povprecje p. Seveda velja:

W= pi1j1 + Paplo + - A Drfhe

kjer so ji1, iz, - . . it povpredja stratumov. Ce iz vsakega stratuma i vzamemo eno-
stavni slu¢ajni vzorec velikosti n; in z X1, X, ... X, ozna¢imo vzoréna povprecja na
stratumih, je torej:

X =p1Xqi +pXo+ - +p X,

nepristranska cenilka za p.
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a)
b)

Izracunajte njeno disperzijo.

Dokazite, da je le-ta pri proporcionalnem stratificiranem vzorcenju, t. j. n; =
np;, kjer je n velikost celotnega vzorca, manjSa ali enaka disperziji cenilke,
ki bi jo dobili iz enostavnega slucajnega vzorca brez stratifikacije. Namig:
pomagajte si z disperzijo znotraj skupin:

2 2 2 2
Ow 1= P10] + 203 + ... POy

kjer je o2 disperzija znotraj i-tega stratuma, in disperzijo med skupinami:
op =1 = ) + palps — p)* + -+ pp(pr — p1)* .

Recimo, da vzamemo dovolj velik vzorec, in da poznamo variance znotraj stra-
tumov. Priblizno kako velike vzorce moramo vzeti iz posameznih stratumov
pri doloceni velikosti celotnega vzorca, da bo disperzija cenilke X najmanjsa?

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka je na populaciji definirana statisti¢na spre-
menljivka X s porazdelitvijo iz dane druzine, na voljo pa imamo vzorec, na katerem ima
dana spremenljivka vrednosti X7, X5,... X, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in poraz-
deljene enako kot X.

3. Je vzorcno povprecje dosledna cenilka parametra a pri zvezni porazdelitvi z gostoto:

1
ple) = T(1+ (z — a)?) !

Metoda momentov temelji na tem, da za cenilke populacijskih momentov z, =
E(X*) vzamemo:

2k
n
Tako neznane parametre (y,...(, najprej izrazimo z zi, ... z,; na isti nacin se
potem cenilke (1, ...(, izrazajo z zy,...Z2.. Cenilke Z) so nepristranske in do-

sledne, zato so tudi cenilke (;, dobljene po metodi momentov, vedno dosledne.
Niso pa nujno nepristranske.

X+ X+ XD

4. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(1/a), kjer je a > 0
neznan parameter. Po metodi momentov poiscite cenilko za a. Je cenilka nepri-
stranska? Je dosledna?

5. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:

-1 01 2
1—2a—b a b «a

Po metodi momentov poiscite cenilki za parametra a in b. Ocenite ju iz naslednjega
vzorca:

~1,0,1,1,0,0,—1,2,1,2
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6. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena zvezno z naslednjo gostoto:

px(z) = % exp (—%)

Po metodi momentov poiscite cenilko za neznani parameter c.

7. Statisti¢na spremenljivka X naj ima konéno disperzijo o2.

2

a) Po metodi momentov pois¢ite cenilko za o° in pokazite, da je le-ta vedno

pristranska.

b) Oznac¢imo cenilko iz prejSnje tocke s 6. Pokazite, da obstaka tak faktor k’,
odvisen le od velikosti vzorca, da je S? := k'6? nepristranska cenilka za o2

c¢) Privzemimo, da ima X konéen ¢etrti moment. Izracunajte srednji kvadrati¢ni
napaki cenilk % in S2.

d) Naj bo X porazdeljena normalno. PokaZite, da obstaja tak faktor k*, odvisen
le od velikosti vzorca, da je k*6? najucinkovitej$a izmed cenilk oblike k&2,
k > 0. Izracunajte se q(k*6?).

8. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena po Poissonu P()\). Dokazite, da sta X
in:

(X1 — X))+ + (X, - X)?

52 =
n—1

obe nepristranski cenilki za A\. Katera ima manjso disperzijo?

Naj bo p(z,0) verjetnostna funkcija ali gostota (verjetje) neke porazdelitve z
neznanim parametrom 6. Metoda najvecjega verjetja (maksimalne zanesljivo-
sti) is¢e cenilko 0 za 0 tam, kjer je vrednost p(X,0) maksimalna. Ce imamo
dan enostavni slucajni vzorec, se verjetje izraza na naslednji nacin:

L= p(xlv Q)p(xg, 0) e 'p(x’ru 9) :
Za iskanje maksimuma navadno resujemo enacbo:

Oln L
00

=0.

9. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena eksponentno Exp(1/«), kjer je a« > 0
neznan parameter. Po metodi najvecjega verjetja poiscite cenilko za «. Dobimo isto
cenilko kot po metodi momentov?

10. Statisticna spremenljivka X je porazdeljena diskretno po naslednji shemi:
-1 01 2
1—2a—b a b a
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Po metodi najvecjega verjetja iz vzorca:
~1,0,1,1,0,0,—1,2,1,2
ocenite parametra a in b. Dobimo isto oceno kot po metodi momentov?

11. Statisti¢na spremenljivka X je porazdeljena enakomerno E(0, a).

a) Naj bo A cenilka za a, dobljena po metodi momentov, M pa cenilka, dobljena
po metodi najvecjega verjetja. Katera od cenilk je nepristranska? Katera je
ucinkovitejsa?

b) Dokazite, da je mozno dolo¢iti tak &', odvisen le od velikosti vzorca, da je
cenilka M’ = k' M nepristranska.

c) Dokazite, da je mozno dolo¢iti tak k*, odvisen le od velikosti vzorca, da je
cenilka M* = k*M najucinkovitejsa izmed cenilk oblike kM, kjer je k£ > 0,
in sicer ne glede na vrednost parametra a. Primerjajte srednjo kvadraticno
napako cenilk M, M’ in M*.
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10. Intervali zaupanja

Bernoullijevo zaporedje poskusov. Normalna porazdelitev z znanim ¢. Normalna porazdelitev
z obema neznanima parametroma, is¢emo p ali o.

Interval zaupanja [Cuin, Cmax] 2za  pri stopnji zaupanja 3 je dolo¢en z neenacbo:
P(Cmin S C S Cmax) Z 6

ki mora veljati za vse verjetnostne mere P iz nasega statisticnega modela, (i,
in (max pa morata biti opazljivi. Ce se da, interval izberemo tako, da je
natancna spodnja meja. Tipi¢no vzamemo = 0°90, 0°95 ali 0°99.

Interval zaupanja za delez. Naj bo 0 delez enot v populaciji, ki imajo
doloceno lastnost. Vzamemo reprezentativen vzorec n > 30 neodvisnih enot in
k jih ima dano lastnost. Izracunamo:

-k
h="

n

kar je najucinkovitejsa cenilka za 6. Nato poiscemo c, za katerega velja:

CD(C) =45 0z. C=Zzu4p)/2

Tu je z, kvantil standardne normalne porazdelitve z indeksom p. Velja z, = t,
pri df = oo. Nadalje izracunamo:

p(1 —p)
n

A=c

D>

Interval zaupanja je potem 6 — A < 6 < 0 + A.

1. Izmed 100 poskusov jih je uspelo 20. Dolocite 95% interval zaupanja za verjetnost,
da poskus uspe.

2. Pri 10000 metih kovanca je padlo 5048 grbov. Dolocite 90% interval zaupanja za
verjetnost, da pade grb.

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka je na populaciji definirana statisti¢na spre-
menljivka X s porazdelitvijo iz dane druzine, na voljo pa imamo vzorec, na katerem
ima ustrezna spremenljivka vrednosti X7, X, ... X,,, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in
porazdeljene enako kot X.
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Ocenjujemo parameter i pri porazdelitvi N(u, o), kjer je o znan. Izra¢unamo:

_ X X -+ X,
X 1+ Xo + +

n

€= 2(1+p)/2
CcCo

A=

Interval zaupanja: X — A < pu < X + A,

3. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, 5). Vrednosti na vzorcu so:
101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95

Dolocite 95% interval zaupanja za p.

Ocenjujemo parameter . pri porazdelitvi N(u, o), kjer o ni znan. Izracunamo:

— X X 4 X,
- 1+ Xo + +

n
c=tu4p)y2 pri df =n—1

S:\/(Xl_X>2+"'+(Xn—X)2

n—1
cS
NG

Interval zaupanja: X — A < u < X + A.

A:

4. Isto kot prejsnja naloga, le da o zdaj ni znan.

Ocenjujemo parameter o pri porazdelitvi N(u, o), kjer u ni znan. Izracunamo:

X1+ Xo+--+ X,
n
Xipyj2 pri df =n—1
C2 = X(14p)/2 Pri df =n—1
6 _ (Xi—X)P2+ -+ (X, - X)?
n—1

g _1§U§S In—1
Co C1

I & _

— > (X, = X)?
S

X

1

Interval zaupanja:

S

oziroma:
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5. Statisti¢na spremenljivka je porazdeljena normalno N(u, o). Vrednosti na vzorcu

SO:
124, 129, 126, 122, 124

Ocenite o po obc¢utku. Ali pride v 90% interval zaupanja?

6. Telesna teza v skupini 75 ucencev ima naslednjo frekvencno porazdelitev:

teza [kg] |39 |40 | 41 | 42| 43 |44 |45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
St.uCencev | 1 | 3 | 5 |8 | 8| 7]|9|8|6]|6]4]3

teza [kg] 51 |52 |53 |54 | 59
St. ucencev | 2 2 1 1 1

Privzemimo, da ta skupina predstavlja enostavni sluc¢ajni vzorec iz populacije, kjer
je telesna teza porazdeljena normalno N(u, o). Pois¢ite 95% interval zaupanja za o.
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11. Testi znacilnosti

Z-test. T-test sredine in razlike sredin. Testiranje disperzije. Pearsonov test hi kvadrat. Kon-
tingencni test. Test z znaki. Wilcoxon—-Mann—Whitneyev test.

Zeleli bi testirati, ali so podatki v vzorcu v skladu z ni¢elno hipotezo Hy o
porazdelitvi populacije ali pa so morda bolj v skladu z alternativno hipotezo
H,. Pri testih znacilnosti bodisi zavrnemo nicelno hipotezo bodisi pravimo, da
odstopanja niso statisticno dovolj znacilna, da bi jo zavrnili.

Postopku, po katerem se odlo¢imo, ali bomo nicelno hipotezo zavrnili ali ne,
pravimo test. Test ima stopnjo znacilnosti «, ¢e za vsako verjetnostno mero
P, za katero velja Hy, velja:

P(H, zavrnemo) < «.

Ce se da, test nactrujemo tako, da je a natancéna zgornja meja.

Ena moznost je, da vzorce razvrstimo glede na to, kateri bolj “ustreza” nicelni
hipotezi. Hipotezo zavrnemo, ce je pri veljavnosti nicelne hipoteze verjetnost,
da bo vzorec toliko ali Se manj “ustrezen”, kot je dobljeni vzorec, vselej najvec
a. Slednji verjetnosti pravimo tudi p-vrednost.

Ce nicelno hipotezo zavrnemo pri a = 0°05 oz. ¢&e je p-vrednost manjsa ali
enaka 0°05, pravimo, da so odstopanja statisticno znacilna. Ce se to zgodi pri
pragu 0°01, pa pravimo, da so statisticno zelo znacilna.

“Ustreznost” doloc¢imo glede na nicelno in alternativno hipotezo. “Ustreznejsi”
vzorci so bolj verjetni pri ni¢elni, manj “ustrezni” pa pri alternativni hipotezi.

1. Loterija za neko vrsto srecke trdi, da jih je ve¢ kot pol dobitnih. Kupili smo osem
sreck in le dve sta bili dobitni. Lahko za¢nemo sumiti, da loterija laze?

2. Pri 10000 metih kovanca je padlo 4875 grbov. Pri stopnji znacilnosti o = 005
testirajte hipotezo, da je verjetnost, da pade grb, enaka 1/2, proti alternativni
hipotezi, da je razlicna od 1/2. Kaj pa, ¢e bi vzeli « = 0°017

3. Prireditelj neke igre na sreco navaja, da je verjetnost, da bo v posamezni igri izzreban
glavni dobitek, enaka 1/50. Recimo, da po 100 igrah glavni dobitek Se vedno ni bil
izzreban. Ali pri stopnji znacilnosti & = 0'1 lahko za¢nemo sumiti prireditelja, da
goljufa?

Veliko testov poteka tako, da izracunamo testno statistiko T' in Hy zavrnemo,
¢e T pade v kriticno obmocje K,. Tipicna nicelna hipoteza je ( = (y, kjer
je ( kak parameter porazdelitve, tipicne alternativne hipoteze pa so ( # (j
(dvostranski test) ali ( < (y oz. ( > (o (enostranski test).
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Testiranje deleza. Naj bo 0 delez enot v populaciji, ki imajo doloceno la-
stnost. Testiramo nic¢elno hipotezo H, ki pravi, da je 8 = 6,. Vzamemo
reprezentativen vzorec n > 30 neodvisnih enot in k jih ima dano lastnost. Ker
pri veljavnosti Hy priblizno velja:

7 = ﬁ (% —90) ~N(0,1)

glede na H; postavimo:

Hy: 0#0: Ko = (=00, —21_a/2) U (212, 00)
H: 0< 90 : K, = (—OO, _Zl—a)
Hy: 0>0,: K, = (z1-a,)

4. Tovarna jamci, da je delez izdelkov z napako enak 20%. V vzorcu 100 izdelkov pa jih
je 23 z napako. Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da je verjetnost,
da ima izdelek napako, enaka 02, proti alternativni hipotezi, da je vecja od 0°2.
Kaj pa, ¢e bi imelo napako 230 izdelkov izmed 3007

V vseh nadaljnjih nalogah tega razdelka imamo za vsako statisticno spremenljivko X,
definirano na populaciji, na voljo vzorec, na katerem ima ustrezna spremenljivka vrednosti
X1, Xo,... X, pri ¢emer so vrednosti neodvisne in porazdeljene enako kot X.

Testiranje parametra ; pri normalni porazdelitvi z znanim o. Testi-
ramo nicelno hipotezo Hy: p = pg. Ker pri Hy velja:

X —
Z ==~ N(0, 1)
o
glede na H, spet postavimo:
Hy: p# po: K, = (—o0, —21—a/2) U (Zl—oe/2> o0)
Hyi: p<po: Ko = (=00, —21_q)
Hy:p> po e Ko = (21-a,0)

5. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(y, 5), dajo naslednje vrednosti:
101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95
Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 100, proti

alternativni hipotezi, da je u # 100. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli
@< 100 ali g > 1007
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Testiranje parametra y pri normalni porazdelitvi z neznanim o. Te-
stiramo nic¢elno hipotezo Hy: p = pg. Ker pri Hy velja:

T :
S

Vn~S(n—1)

kjer je S definiran tako kot pri konstrukciji intervala zaupanja za ta primer,
glede na H, tokrat postavimo:

Hy: op# po Ko = (=00, —t1_a/2) U (ti_a/2,0)
Hy: <o : K, = (—OO, _tlfa)
Hy: op>pp: K, = (t1—a,o0)

in sicer pridf =n — 1.

6. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
109, 107, 95, 121, 107, 97, 111, 121, 95

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 100, proti
alternativni hipotezi, da je p # 100. Kaj pa, ¢e bi vedeli, da je 0 = 107

7. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
46, 51, 48, 46, 52, 47, 51, 44, 47, 48

Pri stopnji znacilnosti @ = 0°05 testirajte nicelno hipotezo, da je u = 50, proti
alternativni hipotezi, da je p # 50. Kaj pa, ¢e bi za alternativno hipotezo vzeli, da
je u < 507

Testiranje enakosti sredin dveh koli¢in na isti populaciji. Ce sta na isti
populaciji definirani statisti¢ni spremenljivki X inY, za kateri velja (X,Y") ~
N(p1, pio, 01,09, p), lahko nic¢elno hipotezo Hy: p; = pe testiramo tako, da
ustrezno testiramo razliko X — Y. Seveda lahko to storimo, brz ko je razlika
X — Y porazdeljena normalno.

8. Na desetih osebah so preizkusali ucinek neke diete proti debelosti. Osebe so stehtali
pred zacetkom in po koncu diete. Podatki so naslednji:

Pred dieto | 125 | 131 | 126 | 117 | 114
Po dieti 121 | 118 | 119 | 121 | 113

Pred dieto | 134 | 123 | 135 | 100 | 117
Po dieti 118 | 111 | 130 | 97 | 118

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte nic¢elno hipotezo, da dieta nima ucinka,
proti alternativni hipotezi, da ima shujSevalni ucinek. Privzeti smete, da je vektor
telesne teze pred in po dieti porazdeljen dvorazsezno normalno.
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9.

10.

Testiranje enakosti sredin na dveh populacijah. Na prvi populaciji je
dana statisticna spremenljivka X ~ N(uy,0), na drugi pa Y ~ N(us,0). Iz
vsake populacije vzamemo ustrezen vzorec, pri cemer sta vzorca tudi med seboj
neodvisna. Vrednosti spremenljivke X na prvem vzorcu pridejo Xi,...X,,,
vrednosti spremenljivke Y na drugem vzorcu pa Y1, ...Y,. Testiramo hipotezo
Hy: py = po. Ker pri Hy velja:

kjer je:

S:\/(Xl—X)2+"'+(Xm—X)2+(Y1—Y)2+---+(Yn—Y)2
m+n — 2

glede na H, tokrat postavimo:

Hy:opy # po Ko = (=00, —ti_as2) U (ti—a/2,0)
Hy: M1 < pa K, = (_007 _t17a>
Hi: oy > o K, = (t1—a,o0)

pridf =m+n — 2.

Vzoréne vrednosti statisticne spremenljivke X ~ N(uq, o) iz prve populacije pridejo:
25, 16, 23, 17, 22, 18, 18, 21, 20,

vzoréne vrednosti statistiéne spremenljivke Y ~ N(ug,0) iz druge populacije pa
pridejo:
19, 21, 23, 21, 25, 21, 24

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da je p; = p9, proti alternativni
hipotezi, da je p; # po.

Vzorc¢ne vrednosti statisticne spremenljivke X ~ N(uq, o) iz prve populacije pridejo:
102, 96, 103, 98, 105, 97, 103, 98, 100, 98, 99, 101

vzoréne vrednosti statistiéne spremenljivke Y ~ N(uo,0) iz druge populacije pa
pridejo:

95, 97, 95, 99, 95, 95
Pri stopnji znacilnosti o = 0°01 testirajte hipotezo, da je p1 = o, proti alternativni
hipotezi, da je p; > po.
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Testiranje enakosti sredin ve¢ populacij z analizo variance (ANOVA).
Danih je k populacij, na vsaki je definirana statisticna spremenljivka, naj bodo
to Xi ~ N(p1,0), ... X ~ N(ug,0). Iz vsake populacije vzamemo vzorec, pri
cemer so vse enote vzorcev med seboj neodvisne. Vrednosti na vzorcu iz i-te
populacije oznacimo z X1, ... X;,,. Testiramo hipotezo Hy: 11 = pia = ... = p,
alternativna hipoteza H, pa je nasprotje Hy. Izracunajmo:

ZX”, n —an, ZZXU Xi,

21]1 =1

k
SB_anX X)?, SW—ZZ i — Xi)
=1 j=1
Ce velja Hy, sta S3 in S neodvisni ter S3/0? ~ x*(k—1) in S% /0% ~ x*(n—k),
zato je:

2/(k—1
F::MNF(k—l,n—k)
3/ (n— k)
kjer je F(k—1,n—k) Snedecorjeva porazdelitev. Zato postavimo K, := (Fj_,, 00)
pridfi =k—1indfs =n—k.

11. Pacientom, ki so jim dajali doloCena zdravila, so merili neki parameter. Meritve so
dale naslednje vrednosti:

Aspirin:  3,5,3,5
Tilenol: 2, 2,4, 4
Placebo: 2,1, 2

Pri stopnji znacilnosti o = 0°05 testirajte hipotezo, da je vrednost parametra neod-
visna od tega, ali pacient jemlje katero izmed obeh zdravil ali pa sploh nobenega.

Testiranje parametra ¢ pri normalni porazdelitvi z neznanim p. Te-
stiramo nic¢elno hipotezo Hy: o = 0y. Ker pri Hy velja:
2 S? IS 2 2
X i=n=1) 5 =) (XKi—X)P?~x*(n—1)

glede na H, postavimo:

Hl: 9 7& 0o - Ka = [07 Xi/Z) U (X%fa/% OO)

Hi: 0<oyp: K, =0,%2)

Hy: 0>o0p: K, = (x}_,, o)
pridf =n—1.
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12. Meritve neke koli¢ine, porazdeljene normalno N(u, o), dajo naslednje vrednosti:
99, 90, 108, 111, 97, 93, 90, 106, 104, 102
Pri a = 0°05 testirajte:

a) ni¢elno hipotezo, da je o = 5, proti alternativni hipotezi, da je o # 5;

b) nicelno hipotezo, da je o = 10, proti alternativni hipotezi, da je o < 10.

Testiranje ¢isto dolocene porazdelitve. Testiramo, ali je porazdelitev dane
statisticne spremenljivke enaka:

(a/l a2 o ar)
bt p2 - DPr

Pri tem so lahko aq, ... a, dejanske vrednosti spremenljivke ali pa le razredi, v
katere pade. Vzorec velikosti n ima frekvencno porazdelitev:

a1 a2 e Q

N, Ny --- N,
Izracunamo teoreticne frekvence N, = npk, za katere mora veljati N, > 5
(sicer razrede zdruzimo). Ker tedaj pri veljavnosti ni¢elne hipoteze priblizno
velja: .

— (Nj, — Np)?
X2 ::Z N NX2(T_1>
k=1 k

postavimo:

K, = (X%—om OO)
pridf =r —1.

13. V vzorcu je 20 osebkov tipa RR, 45 tipa Rr in 35 tipa rr. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°05 testirajte hipotezo, da je v populaciji 25% osebkov tipa RR, 50% tipa Rr
in 25% tipa rr. Kaj pa, ¢e bi bilo v vzorcu 200 osebkov tipa RR, 450 tipa Rr in
350 tipa rr?

14. Pri kvizu Lepo je biti milijonar od 22. novembra do 28. decembra 2003 je bil 21-
krat pravilen odgovor A, 42-krat B, 77-krat C in 116-krat D. Pri stopnji znacilnosti
a = 0°01 testirajte nicelno hipotezo, da so odgovori enakomerno porazdeljeni, proti
alternativni hipotezi, da niso.

Ce izvzamemo prvih pet vprasanj, je bil A pravilen 21-krat, B 37-krat, C 53-krat in
D 25-krat. Naredite isti test.

15. Podatki imajo naslednjo frekven¢no porazdelitev:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | nad 40
5 20 35 25 15
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Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da podatki izhajajo iz popula-
cije, porazdeljene normalno N(25, 10).

Kontingencni test neodvisnosti. Testiramo, ali sta spremenljivki X in
Y, definirani na isti populaciji, neodvisni, pri ¢emer v vzorcu kombinacija
X =a;,Y = b; nastopa N;;-krat (i =1,...r,j=1,...s). Ker pri neodvisnosti
priblizno velja:

=S RN s - 1))

i=1 j=1 Nij
kjer je:
s r n n _ NZN )
Ni=) Ny, Nj=D) Ny, n=) > Ny, Ny=—-
j=1 i=1 i=1 j=1
postavimo:

Ka = (X%—on OO)

pridf =(r—1)(s—1).

16. Na vzorcu 100 oseb dobimo naslednjo navzkrizno frekvencno porazdelitev barve oci

in las:
lasje \ o€i | modre | zelene | rjave
blond 15 8 2
rdeci 5 2 3
rjavi 3 30 7
¢rni 2 10 13

Pri stopnji znacilnosti &« = 0°01 testirajte hipotezo, da sta barva las in barva oci
neodvisni.

17. Na neki internetni strani je 1990 ljudi glasovalo, kateri film bo najverjetneje dobil
oskarja. Anketirance so razdelili v tri razrede glede na starost. Rezultati ankete so

naslednji:
do 20 | od 20 do 40 | nad 40
Gospodar prstanov 350 250 180
Skrivnostna reka 80 100 100
Seabiscuit 70 90 130
Zgubljeno s prevodom | 50 80 110
Gospodar in bojevnik | 200 150 50

S kontingenc¢nim testom preizkusite domnevo, da je mnenje o oskarjih neodvisno od
starosti. Stopnja znacilnosti naj bo 0°05.
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Test z znaki. Testiramo, ali sta urejenostni statisticni spremenljivki X in
Y na isti populaciji enako porazdeljeni. Vzamemo vzorec velikosti n in z S™
oznacimo Stevilo enot, pri katerih je X > Y, z S~ pa Stevilo enot, pri katerih
je X <Y. Cesta X inY porazdeljeni zvezno in enako ter vzorec dovolj velik,
priblizno velja: )
7= 25 N(0, 1)
vn

in tako za kriticno obmocje vzamemo:

Ko i= (=00, =t1_a/2) U (ti—a/2, 00)

pri df = oo.

18. Meritve koli¢in X in Y so zapisane v naslednji tabeli:

66 | 37 |63 |70 |76 | 62|97 | 51| 14 | 83| 65|95 | 68 | 87 | 94
24151 121|516 |77 5 |48 |100|31|23|61|61|74]|76

6265|6265 83|19 61|45 70|24 52|81 80|18 |81
97 122116 |20 | 18 | 54 | 54 | 86 |22 | 78 | 15 |27 | 35|39 | 79

5 1291391 (47| 6 |53 43|71 | 7249|9880 |91 |14
15124 |37 | 58|23 43|58 |46 |59 |49 | 1 |18 |23 |32 |55

26 |85 |70 | 75|35
36 |281(99 68|16

NI IR IS

Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da sta X in Y enako porazde-
ljeni.
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Wilcoxon—Mann—Whitneyev test. Testiramo, ali sta urejenostni stati-
sticni spremenljivki X in Y na razlicnih populacijah enako porazdeljeni. Iz
njiju vzamemo neodvisna vzorca, iz prve velikosti m, iz druge pa velikosti n.
Vzorca zdruzimo in elemente uredimo po velikosti glede na vrednosti spremen-
liivk X in Y, recimo od namanjse do najvecje. Naj bodo Ry, ...R,, mesta
(rangi) elementov prvega vzorca. Ce sta X in Y res enako porazdeljeni in
vzorca dovolj velika, priblizno velja:

3 m
7 = \/mn(m+n+1) (Q;Rl-—m(m—l—nle)) ~ N(0,1)

Navadno alternativna hipoteza trdi, da sta X in Y porazdeljeni razlicno. V|
tem primeru postavimo:

Ka = (_007 _Zl—a/Q) ) (Zl—a/Qu OO)

Alternativna hipoteza pa lahko trdi tudi, da je X stohasticno strogo vecja od
Y, t.j P(X <w)<P(Y <w) za vsak w in P(X <w) < P(Y < w) za neki
w). V tem primeru postavimo K, := (21_4,00). Podobno, ¢e H; trdi, da je X
stohasti¢no strogo manjsa od Y, postavimo K, := (—00, —z1_4).

19. Tekmovalci dveh ekip, “rde¢ih” in “modrih”, so se pomerili v teku. Vrstni red
tekmovalcev je naslednji:

R, R, M, R, R, M, R, R, M, R, M, M, M, R, M, M, M, M, R, M
(t. j. prvi, ki je prispel na cilj, je bil ¢lan “rde¢ih”, drugi prav tako, tretji je bil

¢lan “modrih” itd.). Pri stopnji znacilnosti a = 0°05 testirajte hipotezo, da so rdeci
enako dobri od modrih, proti alternativni hipotezi, da je med njimi razlika.
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12. Povezanost dveh stevilskih spremenljivk

Interval zaupanja za korelacijski koeficient. Testiranje nekoreliranosti. Linearna regresija.

Interval zaupanja za korelacijski koeficient p = r(X,Y’). Najprej izracu-
namo vzorcni korelacijski koeficient R:

n

Cr=) (Xi—X)= Xn:XE —nX?
=1
2= (Y;-Y) = zn:yf —ny?
: i=1

Coy = (X;=X)(V;-Y) = ixm —nXY
=1

in ga normaliziramo:

1+R
1-R

7 = Arth R = %ln

Priblizen interval zaupanja za p:

L

xT

et —e”
er 4 e’

kjer je ¢ = za4p)/2 in th(z) =

1. Meritve krvnega pritiska so zbrane v naslednji tabeli:

sistolicni | 130 | 120 | 120 | 125 | 125 | 125 | 105 | 130 | 130 | 135
diastolicni | 80| 8 | 8 | 80| 75| 75| 75| 8 | 8 | 70

sistolicni | 130 | 125 | 140 | 130 | 120
diastolicni | 75| 80| 90| 80| 85

Poiséite 95% interval zaupanja za korelacijski koeficient med sistoli¢nim in diastoli-
¢nim pritiskom.
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Testiranje nekoreliranosti. Ce velja nidelna hipoteza Hy, da sta X inY
nekorelirani, je priblizno:

R
T::ﬁ\/n—2~8(n—2)

kjer je R vzorcni korelacijski koeficient. Tako glede na H, postavimo:
Hy: X inY sta korelirani: K, = (=00, —t1_q/2) U (ti—a/2,00)

Hy: X inY sta negativno korelirani: K, = (—00, —t1_4)

Hy: X inY sta pozitivno korelirani : K, = (t;_q, 00)

pridf =n —2.

. Za meritve krvnega pritiska iz 1. naloge pri stopnji znacilnosti @ = 01 testirajte
nicelno hipotezo, da sta sistoli¢ni in diastoli¢ni pritisk nekorelirana, proti alterna-
tivni hipotezi, da sta korelirana.

Linearna regresija. Spremenljivki X in Y zadoscata zvezi:
Y=a+bX+R

kjer je R ~ N(0,0) neodvisna od X in kjer so a, b in o neznani parametri.
Zeleli bi tockasto oceniti a in b (t. j. potegniti premico skozi podatke), poleg
tega pa Se tockasto in intervalsko oceniti vrednost spremenljivke Y za dano
realizacijo, pri kateri poznamo X. Cenilki za a in b sta:

Interval zaupanja:

kjer je:

pridf =n—2.
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3. Meritve dajo naslednje vrednosti:

X;| 1123145
Y, 12|16[7]10]10

Dolocite regresijsko premico, napovejte Y pri X = 10 in poiséite 95% interval
zaupanja.
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1.

RESITVE

Osnove kombinatorike

1. (443)-5=35.

2.

a) 900, b) 450, c) 400, d)9, e) 648, f) 90.

3. Oznacimo s k stevilo kroglic, ki jih vzamemo iz posode. Tedaj so rezultati zbrani v

(1)) -

naslednji tabeli:

vrstni red vlecenja
k pomemben ni pomemben
vracamo | ne vrac¢amo | vracamo | ne vracamo
1 5 5 5 5
2 25 20 15 10
3 125 60 35 10

Pri razli¢ici, ko kroglic ne vracamo in vrstni red ni pomemben, sta rezultata za
k = 2 in k = 3 enaka, ker lahko namesto tega, katere kroglice smo vzeli, gledamo,
katere kroglice so ostale v posodi.

Razli¢ico, ko vrstni red ni pomemben, kroglice pa vracamo, v splosnem primeru, ko
iz posode z n kroglicami vzamemo k kroglic, izracunamo tako, da jemanja pona-
zorimo z razporeditvijo n — 1 rdecih in k£ modrih puscic v vrsto, pri ¢emer puscice
lo¢imo le po barvi. Vsaka rdeca puscica predstavlja pregrajo med dvema kroglicama
v skatli in vsaka modra puscica predstavlja jemanje ustrezne kroglice. Tako npr.
razporeditev M RRM M RR pomeni, da iz posode s 5 kroglicami vzamemo tri kro-
glice, in sicer prvo kroglico enkrat, tretjo dvakrat, ostalih pa ne vzamemo. Vsaka
razporeditev puscic ustreza natanko enemu jemanju kroglic. Tako dobimo, da je

vseh jemanj ("+Z_1) = (”ZEI) (glej naslednjo nalogo).

. Ce vse razlo¢ujemo: (3 + 4)! = 5040.

7
Ce cvetlic iste vrste ne razlo¢ujemo: (3) = 35.

)0+ 00-0)- (- (-

00

9
a) 9! = 362880, b) 312141 =288, ) 28831 = 1728, d) 5o = 1260.

. bl=120; 9-8-7-6-5=15120.
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2. Elementarna verjetnost

5
1. — =0139.
36
2. Verjetneje je, da so trije enega, eden pa nasprotnega spola: verjetnost tega dogodka

je 8/16 = 0°5, verjetnost enake zastopanosti pa je 6/16 = 0°375.

5
3. 1— 2= = 0508,
5 4 3 5.4.3
4. a) .. 2. 6=07203, b = 0'273.
Y15 12 » b) &)

3 2 3 2
5. — 4+ — — .2 = 0433,
10770 109
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364363 -+ (366 — n)

6. 1 2651 . Tabela prvih nekaj verjetnosti:
n| P n| P
110 36 | 0'832
21000274 | 37| 0°'849
3100082 |38 |0864
4100164 |39|0878
5100271 |40 | 0891
600405 |41 |0903
7100562 | 4210914
8100743 | 430924
9100946 |44 0933

10 | 07117 | 4510941
1110141 46 | 0948
1210167 | 4710955
1310194 48 1 0961
14 | 0223 49 | 0°966
1510253 20 | 097

16 | 0284 5110974
1710315 52 | 0978
18 | 07347 53 | 0981
19107379 54 | 0984
20| 0411 55 | 0986
210444 56 | 0988
2210476 271099

23 1 0507 58 1 0992
24 1 0°538 29 10993
251 0'569 60 | 0°994
26 | 0598 61 | 01995
2710627 62 | 0°996
28 | 0654 63 | 0°997
29 | 0°681 64 | 0°997
30 | 0706 65 | 0998
311073 66 | 0°998
3210753 67 | 00998
33107775 68 | 0°999
34107795 69 | 0°999
351 0'814 70 1 0999

_LOF - s

=
5. 1 () ngl(g) () - gagn
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

QGG - gy

(%)

BNnC

N
a) PLANBNC) =025,

b) P(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)) =025,
¢) P(ANB)U(ANC)U(BNC)) =075.

76/120. V splosnem, ko je kuvert n, je rezultat:

1— =+

1

2!

3
- =075
4 )
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Oznacimo s h razdaljo med tocko na najbolj spodnjem delu igle in prvo ¢rto, ki je
nad to tocko (0 < h < a). Nadalje naj bo ¢ kot med iglo in pravokotnico na ¢rte
(0 < p < 7/2). Tedaj igla seka katero izmed ¢rt natanko tedaj, ko je h < bcos ¢,

zato je:

2
P=—
Ta

9 1;0%1
6 32 ‘

= 0179, b)

0

w/2

2

2-10-5

min{a,bcos p}dp =

S7

= 0'0286.

2

— |arccos — +

™

1

n!

n!
e

a

b

>:

b—

2b

m™a

1
— <n! (1 —
n!

a

)



3.

Pogojna verjetnost

1. Ce je kocka postena, velja P(A| L) =1/3in P(B| L) = 0. Ce pa je nepostena na

nacin, opisan v nalogi, pride P(A | L) = 025 in $e vedno P(B | L) = 0.

. Oznacimo z A dogodek, da je prva karta pik, z B pa dogodek, da sta med izvlecenimi

kartami natanko dva pika.

Prvi nacin. S preprostim premislekom dobimo brezpogojni verjetnosti obeh dogod-
kov pa tudi pogojno verjetnost P(B | A):

(4) 4 3 12 11  9-11 99

(%) 2) 16 15 14 13 5.7-13 455’
P(B‘A)_(i’)(lj)_ 3 12 11 2-9-11 198
S (™ T 15 14 13 5-7-13 455
Sledi:
P(ANB) P(A)PB|A) 1
P(A| B) = (AnB) _P(A)PB|A) _1

P(B) P(B) 2

Drugi nacin. Za izide v nasem verjetnostnem prostoru postavimo kar konfiguracije,
pri katerih opisemo, katere izvlecene karte so piki in katere ne. Tedaj vsi izidi sicer
niso enako verjetni, pac¢ pa so enako verjetni izidi, ki sestavljajo dogodek B. Teh je
(;) = 6, trije med njimi so v dogodku A. Zato je P(A | B) = 1/2.

. Razmislek je napacen: brezpogojni verjetnosti sta enaki, ne pa tudi pogojni verje-

tnosti glede na dogodek, da smo izvlekli zlat kovanec.

. Ce je nas namen dobiti porscheja, je v drugo bolje izbrati vrata, ki jih v prvo nismo

izbrali. Ce s ¢rko P ozna¢imo porscheja, s ¢rko K pa kozo in s polkrepko érko vrata,
ki smo jih prvotno izbrali, bi na prvi pogled lahko sklepali, da sta moznosti PK in
KP enako verjetni (odprta vrata smo izpustili). Vendar pa temu ni tako. Ce pisemo
tudi odprta vrata, ki jih oznac¢imo z malo ¢rko, imamo Stiri moznosti: PkK, PKk,
KPk in KkP. Le-te niso enako verjetne: prvi dve imata verjetnost 1/6, zadnji dve
pa 1/3, saj moramo najprej gledati, kje je porsche, Sele nato pa tudi, katera vrata
je voditelj odprl.

. Konéni izid je lahko 6 : 2,6 : 3,6 : 4 ali 6 : 5, zato je verjetnost enaka 13/16 = 0'822.

Se hitreje pridemo do rezultata, ¢e vzamemo nasprotni dogodek.

. Oznacimo s p verjetnost, da Janez zmaga. Po dveh igrah je rezultat lahko 2 : 0,

1:1ali 0:2 za Janeza. Od tod dobimo zvezo p = — + —, kar da p = 0°2.

9 9
5

-3 <A
10 U + = 0'529.

L 3.33,2 43
100 10 ()
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10.

11.
12.
13.

14.

06-02

06 0210401 V7
02005 o
02005505 001503002 00
) 43
(3) 5 4 .
— 0125
6 43 (O 32 (HE 21

Da, da, ne, ne.
Ne (Ceprav je P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C)).
a) Ne. b)Prip=0inp=2/3.

Pri Zenskah je bilo prvo zdravilo uspesno v 200/1000 = 10%, drugo pa v 10/100 =
5% primerov.

Pri moskih je bilo prvo zdravilo uspesno v 190/200 = 95%, drugo pa v 1000/2000 =
50% primerov.

Kaze torej, da je bilo prvo zdravilo uspesnejse od drugega tako pri moskih kot
tudi pri zenskah. Toda ¢e pogledamo oboje skupaj, je bilo prvo zdravilo uspesno v
390/2200 = 177%, drugo zdravilo pa v 1010/2200 = 45°9% primerov. Ko skupini
zdruzimo, kaze, da je uspesnejSe drugo zdravilo.

Kako naj si to razlozimo? Zapisimo vse skupaj v jeziku verjetnostnega racuna. Za
verjetnostni prostor vzamemo mnozico testirancev, pri ¢emer so vsi enako verjetni.
Oznac¢imo:

M := mnozica moskih

Z := mnozica zensk

S1 := mnozica tistih, ki so prejemeli prvo zdravilo
S5 := mnozica tistih, ki so prejemeli prvo zdravilo

Z := mnozica tistih, pri katerih je bilo zdravljenje uspesno
Tedaj velja:

PU|Si0Z)>PU | SN Z)
P(U| SinM)> P(U|SyN M)
PU|S) < P(U|Sy).
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Oglejmo si zdaj, kako se P(U | S;) izraza z P(U | S;NZ) in P(U | S; N M). Velja:

P sy =0 -
_PWUNSNZ)  PUNSAM) _
P(5) P(S1) -
PSNZ)PUISNZ) | PSOM)PUSNM) _
P(51) P(51)
P(Z|S)PU|SNZ)+P(M|S)PU|S NM).
in podobno:

P(U|Sy)=P(Z|S) P(U|SeNZ)+ P(M|S)P(U|SynM).

Zai=1,2sta P(Z | S;)in P(M | S;) utezi z vsoto 1, zato lahko verjetnosti oz.
deleze takole prikazemo:

P(U|S1NM) LT

P(U|S2NM) — | - .
PU|S2) —> "

P(U|S) —>t--|--
PU|SINZ) — | - &}
P(U|S2NZ) —L

0'\ /:1

(zenske) FPMIS1)  P(M|S2)  (moski)

Do paradoksa ne bi prislo, ¢e bi bili obe vmesni bunkici navpi¢no poravnani, t. j.
¢e bi veljalo P(M | S1) = P(M | Sy) ali ekvivalentno P(Z | Sy) = P(Z | Ss).
Ker sta dogodka S; in S5 nasprotna, je to ekvivalentno zahtevi, da sta dogodka Z
in S7 neodvisna, oziroma zahtevi, da sta spol testiranca in zdravilo, ki ga prejme,
neodvisna. 7 drugimi besedami, do paradoksa ne bi prislo, ¢e bi pri raziskavi pazili
na delez zensk, ki so jim dali posamezno zdravilo — natanc¢neje, ¢e bi imeli skupini
testirancev, ki so prejemali posamezno zdravilo, enako razporeditev spolov.

Posplosevanje (statisti¢no sklepanje) z vzorca na populacijo se obnese, ¢e je vzorec
reprezentativen glede na populacijo, torej ¢e so lastnosti (v nasem primeru spol), ki
vplivajo na eksperimentalne spremenljivke (v nasem primeru uspesnost zdravljenja),
vsaj priblizno enako zastopane kot v populaciji. Do paradoksa torej ne bi prislo, ¢e
bi bili obe skupini reprezentativni glede na spol.
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15.

16.

17.

18.

19.

V koné¢ni fazi bi lahko izrekli sklep, da je ucinkovitejSe prvo zdravilo, ¢e bi bila
razli¢na zastopanost spolov edina Sibka tocka te raziskave (t. j. e bi bile vse ostale
lastnosti, ki pomembno vplivajo na delovanje zdravila, reprezentativno zastopane,
to pa je dostikrat tezko dosedi, ker jih ne poznamo).

Najprej pogledamo, ali srednje stikalo prepusca tok. Od tod dobimo, da je verje-
tnost, da vezje prepusca tok, enaka:

AN R P G A - R
3 3 3 3 243 ’

01

Y T o908 07 0 20%
01-08-07 o
b) 01-08-07+09-02-07+09-08-03 0141,
04-07-05-09 o
(06-03+04-07)-(05-01105.00) %
(20) (30) (20)
s (3017 004+ 01%) + 22 (017 420109 07) +
(3)30 20 (3> 30
+ <2)5§ L (07*+2-07-03-01) + %(3 07703+ 07%) = 0°440.
(5) (5)
5(0'6 +04-09-07+06-04-01-1) = 0407, kjer je:

g=04-06-09-01+ (06-06-09+04-04-09+04-06-01)-04+
+(06-04-09+06-06-01+04-04-071)-07+06-04-01-1.
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4. Slucajne spremenljivke

Fx(x)
11 —
%
%
-
%
-
1 2 3 4
1 2 3 45 6 7 8 9 10
2‘SN(LL111111LL)
24 24 8 8 6 6 8 8 24 24
3. Gre za zvezno enakomerno porazdelitev: X ~ E(0,27),
0 ;2<0 1
T — 2
Fx(z)=4q 5- i0sa=2r,  px(z)=4q 27 s
\ 1 x>27 0
(0 :t<0
12 — ;0<t<10
4. Fy(t)=9 — ;0<t<10, pu(t)=4 50
100 0
L1 t>10

5. Gre za binomsko porazdelitev: X ~ B(10,1/6), t. j.

- ()G ()

Priblizno velja:

P(X = k)
07162
0323
0291
0155
00543
0°0130
000217
248 - 1077
1'86 - 107
827107
1'65- 10

O| O || U = | W N /| O

—_
e}
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10.

11.

R OREORAIOIOR

Poisson: 0°315, Laplace: 0°289.
Tocen rezultat: 0°323.

. Poisson: 00888, Laplace: 0'1152.

Toden rezultat: 0°1146.

. Poisson: 0'12511, tocen rezultat: 0°12574.

Oznacimo z X stevilo okvarjenih izdelkov.

a) Laplaceova aproksimacija za P(X = 160): 0°033245
Tocen rezultat za P(X = 160): 0°033228.

Laplaceova aproksimacija za P(X = 175): 0°015221.
Tocen rezultat za P(X = 175): 0°014929.

b) Laplaceova aproksimacija za P(175 < X < oo): 0°10565.
Laplaceova aproksimacija za P(176 < X < 00): 0°09121.
Laplaceova aproksimacija za P(175'5 < X < 00): 0709824
Tocen rezultat za P(X > 175): 0°09944.

Laplaceova aproksimacija za P(—oco < X < 150): 0'20232.
Laplaceova aproksimacija za P(—oo < X < 149): 0°17966.
Laplaceova aproksimacija za P(—oo < X < 149°5): 0719079.
Tocen rezultat za P(X < 150): 0°19147.

¢) Oznacimo z x potrebno velikost skladis¢a. Po Laplaceovi integralski formuli je x

priblizno najmanjse celo stevilo, za katerega velja:

x — 1595
(") >0145.

Torej priblizno velja x = [y], kjer je y reSitev enacbe:

y — 1595 .

S| =— | =045
( 12

in iz y = 179.24 dobimo z = 180.

Dejansko je verjetnost, da bo pokvarjenih izdelkov (strogo) ve¢ kot 179, enaka
0°0539, da jih bo ve¢ kot 180, pa 0°0457.

Oznac¢imo z X Stevilo ponesrecenih.

Poissonov obrazec za P(X = 0): 0'22313.

Laplaceova lokalna formula za P(X = 0): 0°15381,

Tocen rezultat za P(X = 0): 0'22288.

Poissonov obrazec za P(X > 2): 0°19115.

Laplaceova integralska formula za P(2 < X < 00): 0°34143.
Laplaceova integralska formula za P(3 < X < oo): 0°11016.
Laplaceova integralska formula za P(2'5 < X < c0): 0°20693.
Tocen rezultat za P(X > 2): 0°19106.
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12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

Po Laplaceovi integralski formuli (brez uporabe polovick) dobimo, da moramo na-
rociti najmanj 13030 izdelkov.

V resnici je najmanjSe mozno Stevilo narocenih izdelkov, ki ustrezajo zahtevi, ze
12922. Ne ustreza pa wvsako stevilo izdelkov, ki je vecje ali enako 12922: prvo Ste-
vilo, od katerega naprej vsako stevilo narocenih ustreza, je 13096. Nekaj toc¢nih
verjetnosti, kjer z n oznac¢imo Stevilo izdelkov, z S pa Stevilo prvovrstnih:

n=12921: P(S > 7624) = 09897146436
n =12922: P(S > 7624) = 09900021378
n=13095: P(S > 7727) = 09899715692
n=13096 : P(S > 7727) = 09902509306

Po Laplaceovi integralski formuli dobimo, da je treba narociti najmanj 1159 izdelkov.
V resnici je potrebno narociti vsaj 1161 izdelkov: verjetnost, da je prvovrstnih vsaj
100, pride pri 1160 izdelkih 079493, pri 1161 izdelkih pa 0°9502.

Geometrijska G(1/6).
Pascalova (negativna binomska) P(10,1/6).

P(X=k)=(k—1)2"%za k=2,3,.... Porazdelitev je Pascalova P(2,1/2).
Verjetnostna razlaga: ce takoj za prvo cifro vse cifre zamenjamo z grbi, grbe pa s
ciframi, se problem iz naloge prevede na cakanje, dokler ne padeta dve cifri.

P(X=k)=2"*Dzak=23.. X~1~G(1/2).

Verjetnostna razlaga: ¢e prvi¢ pade cifra, pri nadaljnjih metih cifre zamenjamo z
grbi, grbe pa s ciframi. Tako se problem prevede na ¢akanje na cifro (od drugega
meta dalje).

Slu¢ajna spremenljivka X je porazdeljena hipergeometrijsko H(7,4,16) =
= H(4,7,16). Velja:

WGE) (D)
k)\7—k E)\4—k
PX =k) = 16 - 16
7 4
0 1 2 3 4
00692 03231 04154 01731 00192 )°

Priblizno velja X ~ (

X ~ H(4,3,12) = H(3,4,12).

W) ()6
E)\4—k k)\3—k
P(X =k)= 19 - 12
4 3
- o 1 2 3
ali priblizno X ~ ( 0°2545 05091 072182 0°0182 )
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.

c=1/55, P(X > 3) =49/55.
¢ = A, X je porazdeljena eksponentno Exp(\). Velja Se:

0 .
FX(x):{l_e—Ax ;LL’>O )

Pl<X <2 =e*—e?,

0 1 4
Y”(0'3 03 0'4)

1 0 1
Yo~ (1-p)? 1—p 1
2-p)2—-2p+p?) 2-p (2-p)(2—2p+p?

Slucajna spremenljivka lahko s pozitivno verjetnostjo zavzame vrednosti 1,2,...b—
1. Za d iz te mnozice velja:

P(D=d)=P(d<bt’ <d+1)= P(log,d < Ulog,(d+1)) =

1
= log,(d + 1) — log, d = log, <1 + 3)

Tej porazdelitvi pravimo Benfordova porazdelitev in predstavlja idealizirano poraz-
delitev prve Stevke oz. nenicelne decimalke zapisa slucajnega podatka v stevilskem
sistemu z osnovo b. Prva Stevka oz. nenicelna decimalka Stevila X je namrec enaka
| bloge X—Llogs X] | in za veliko porazdelitev slucajne spremenljivke X je slu¢ajna spre-
menljivka log, X — |log, X | porazdeljena priblizno enakomerno E(0, 1). Porazdeli-
tvena shema za Benfordovo porazdelitev pri b = 10:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0°3010 0°1761 071249 00969 00792 00669 00580 00512 00458
Naj bo:
-1 ; U<01
. 0 ;01<U<04 . _ In(1-0)
X = 1 :04<U<06 in Y'__—)\
2 ;U>06
.. -1 0 1 2 .
Tedaj je X ~ ( 01 03 02 04 ) inY ~ Exp()).
0°93319.

Normalno N(au + b, |a|o).
1/2 — (9/5) = 0°03593.

65



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

px(z) =

1
6—(ln x)2/2
TV 2T
0

x>0

; sicer

Y

py(y) =

Slu¢ajna spremenljivka Y ima porazdelitev x?(1).

S

-

P(R+M

Vse te sluc¢ajne spremenljivke so porazdeljene hipergeometrijsko: R ~ H(3,3,10),

)

>

3—7“—m)

(a)

(

10
3

()

M ~ H(3,2,10), R+ M ~ H(3,5,10).
Slucajni spremenljivki R in M sta odvisni.

)

(

)0

10 ’
3

Porazdelitev sluc¢ajnega vektorja (X,Y’) z robnima porazdelitvama:

Velja se Y

Velja S ~

Ceso Xy, ..

Y=0|Y=1|Y=2
X=-1| 005 01 01 1025
X = O 0'1 0‘2 0-2 0.5
X =1 005 01 01 025
02 04 04 1
005 02 035 03 01
( 073 3.072-03 3-07-03%2 033 ) =B(3,03).

vsota porazdeljena binomsko B(n, p).

S ~P(n,p).

1 _672)\ <

)\3
1+2)\+2)\2+7—

v )
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37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.
44.

45.

46.

@) i)

(B )L

1 30 \ 30 e 2 6

() ) 2R
2 30 30 e 2 6 24

= 0'036831.

Tocen rezultat (brez zanemarjanja): 0°036867.

ze ™ ;x>0 ey ;y>0
CIL pX<:C>:{ 0 ) pY(y):{ 0 Y :

; sicer
Slucajni spremenljivki X in Y sta odvisni.
P2<Y <3)=e?—-e3 PIY<X)=1,

(2) = e 2% 2> 0
pz\%) = 0 : sicer

B A+ 5 2>0
c=2 pz(2)= { 0 : sicer
P(X <2Y)=P(Z >1/2)=2/3.

)

0 1 2<0
Fz(z)=¢ 2(1-Inz) ;0<2<1
1 iz 2>1
o >0
Dz
pz(z) = § w(1+2)vz
0 ; sicer

X ~ N(p1 + pa, /07 +03).
1/2 — &(1/5) = 0°42074.
T, ~ Gama(n,\); Gama(l, ) = Exp(}).

S ~ Gama(a; + az, \) (za a1, ay € N to sledi iz prejSnje naloge, sicer pa je potrebno

izpeljati).
Ce s py in py ozna¢imo ustrezni gostoti:

1 202

px(z) = a\/ﬁe
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PR2Y < X) =1/2.

a/\

— A—1 _—ay .
) pY<y) F()\)y € ) y>07



47.

48.

49.

velja:

pr(t) = / T o () () Vi dy =

by o
/ y 12 o~ (a+t?/(20%)) dy =
0

ov/2rT(N)
L'(A+3) 1

() 42 A+1/2
» V2mao? (1 + )

2a0?

1
12 A+1/2 7
B()\, %)\/ 2a0? (1 + )

2a02

Za ac? = )\ dobimo Studentovo porazdelitev z 2\ prostostnimi stopnjami, ki je
pomembna v statistiki (porazdelitev Gama(n/2,1/2) se tudi ujema s porazdelitvijo

x*(n)).

Ce ustrezni gostoti oznadimo s p; in po, za y > 0 velja:

py(y) = /0 N p1(zy)pe(r) v de =

F()q) F(/\2> 0

F()\l + )\2) ai\lag‘Q y)\l_l
L(A) T (A2) (ar1y + ag)tre
1

)\1 )\2
B(A1, A2) (1 + &) (1 + %) Y
ary az

as \ M a1y \ A2 -t
[B()\l,)\g)(1+ a2 )N (] 4 i) y} Ly >0

a1y az

Torej je:

py(y) =
0 ; sicer

Za A\ = a; = m/2in Ay = ay = n/2 dobimo Snedecorjevo porazdelitev F(m,n), ki
je prav tako pomembna v statistiki.

PogojnonaLY:OjeXN(_1 0 )

1/4 3/4
: : 0 2
PogOJnonaX:—ljeY~<1/3 2/3>.
B(Z,L).
A+
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—(z-y) .
. e ;T >
50. Zay > 0jepxy(zr|y) = { 0 : sicery '

. Iz ;0<y<x
Zax>0jepyx<y|x):{ é -sicery '

Pogojno glede na Y ima torej X eksponentno porazdelitev Exp(1), pomaknjeno za
Y v desno.
Pogojno glede na X pa ima Y eksponentno porazdelitev E(0, X).
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5.

10.

11.

Stevilske karakteristike

B(X)= 1, D(X) =5 B )=

E(l+X?%) =2, D(X)=1

1/2.

c= % E(X)=E(Y)=0, E(X?)=EY? =2 BEX>+Y?)=1

Ce je n lih, je E(Z™) = 0.
Cejensod, je E(Z")=1-3-----(n—1).

. Ceje S~ B(n,p), je E(S) =npin D(S) = np(1 — p).
. Ceje S ~ Gama(n, \), je E(S) =n/Xin D(S) = n/\2

D(3X —Y) =064, E((X +2Y)?) = 215.
Za i =1,...8 definirajmo sluc¢ajne spremenljivke X;, kjer naj bo X; enaka 1, ¢e ¢-ti

igralec stavi svojo zeno, sicer pa 0. Tedaj je ocitno:

E(X;) = po := P(i-ti igralec stavi svojo zeno) = ¥ F1E0

Ker je S = X; + -+ Xg, je tudi F(S) = 8py = 0'5444. Izrac¢unajmo Se disperzijo:
D(S) = E(S?) — (E(S))”. Velja:

8 8
= Z Z P (i—ti in j-ti igralec oba stavita svojo ieno) =

|
X5
S
o
+
DO
=
_l_
[\
S
[\)
+
N}
S
w
+
)3
P

kjer je pr verjetnost, da stavita svoji Zeni posamezna igralca, ki sta oddaljena za k
(t. j. med njima je k — 1 sedezev). Verjetnost py smo Ze izracunali, velja pa Se:

Torej je:
D(S) = 8(po + 2p2 + 3p3) — (8po)* = 0'4037.
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12. Ceje X ~ G(p), je E(X)=1/pin D(X) = q/p*.
Ceje S ~ P(n,p), je E(X)=n/pin D(X) = nqg/p*.

13. Ceje S ~ H(s;r,n), je E(S) =rs/n.

14. E(XY?) =355, E(Y|X=4)=5/7=07143, E(Y2|X =4)=11/7 = 1’571,
E(XY?2| X =4)=4E(Y?| X =4) = 44/7 = 62%6.

15. px(z) = 2% 4z,

4 + 3
EY | X=2)=—
vIx=n= g
422 + 3z
EXY| X=2)=zFEY | X=2)= ——.
(XY | X =2) =0 B | X =a) = =

16. K(X,Y)=—093, r(X,Y)=—03952.

17. Slucajni spremenljivki X in Y sta odvisni, Ceprav sta nekorelirani. To lahko vidimo
iz poljubne navzkrizne verjetnosti.

18. K(X,Y)=—1/576 = —0001736, r(X,Y)=—5/139 = —0"03597.
19. K(U,V)=a—a? U in V sta nekorelirani pri a = 0 in a = 1.
20. A(X) =2, K(X)=6.

21. Iz eksponentne vrste dobimo:

E(X) =\
E(X(X-1)=EX*"-X)=X\
E(X(X —1)(X —2)) = B(X? - 3X*+2X) = \°
E(X(X -1)(X -2)(X=3)) =E(X"-6X°+11X*-6X) =\

od koder najprej izracunamo:
B(X%) =X 4\
E(X?) =N 43\ +
E(XY) =X 46X+ 7\ + A

in nato Se:
B((X V) =
E((X=XN?%) =X
E((X =AY =3\ + )
: L. 1
Sledi A(X) = 7 in K(X) = T

22. m=1,s=4/3.
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6.

Rodovne in karakteristicne funkcije

. Gx(s) =D B(X)=D(X) =\

. Neposredno ali z uporabo dejstva, da se binomska porazdelitev ujema s poraz-

delitvijo vsote neodvisnih Bernoullijevih slu¢ajnih spremenljivk, dobimo Gx(s) =
(1 — p+ ps)"™. Nadalje iz zveze:

1 1
X
- d
1+ X /OS s

(i) - [ om0

dobimo:

1 1 1.\* 1 1 5 1 1
G I - e — - Y2 s T4
(5) < T 8) R TR S T

porazdelitev:

o 1 2 3 4
<1/4 1/4 5/16 1/8 1/16)‘

. Rodovno funkcijo stevila Nikinih otrok oznacimo z:

1 1 1 1
Gl(S) == Z+ZS+182+183’

rodovno funkcijo Stevila otrok posameznega Nikinega otroka pa z:

1 1 1
Gz(s):§+15+132’

Tedaj je rodovna funkcija Stevila Nikinih vnukov enaka:
G(s) = G1(Ga(s))

verjetnost, da Nika ostane brez vnukov, je G1(G2(0)) = 15/32, matemati¢no upanje

pa je: 0
G/(1) = G4 (Ga(1))Gi(1) = =

. Oznacimo z G(s) = %—I— %s—i— %82 rodovno funkcijo stevila otrok. Verjetnost, da Maks

v n-ti generaciji ne bo imel potomcev, je enaka G, (0), kjer je:
Gn(s) = G(G(G(...G(s)...)) (n znakov G).
Verjetnost, da bo Maksovo potomstvo izumrlo, pa je enaka p = lim, ., G,(0).

Velja G(p) = p, kar ima resitvi p = 1/3 in p = 1. Z indukcijo po n dokaZemo, da je
G,(0) < 1/3 za vse n, torej je p=1/3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

P eit

- ox(t) = T (1 —pet
A
ox(h) =55
L ox(t) = ﬁ

. Ceje X ~B(n,p), je ¢ox(t) = (L —p+pe")".

' ‘ peit n
Ce je X ~ P(n,p), je ¢x(t) = <1_—_Z))€zt) :

Ce je X ~ Gamal(n, \), je ¢x(t) = ( A )”

A — it
1 —coszx
——— ]z #0
o T
pX(ZE)— 1
— =0
om » &

Slucajna spremenljivka X ima Cauchyjevo porazdelitev, t. j.:

1

px(z) = m

XN(l_/16 193 1}6 133)'

Sluc¢ajna spremenljivka X ima prav tako Cauchyjevo porazdelitev.
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7.

Limitni izreki

1. Po krepkem zakonu velikih stevil Kolmogorova zaporedje konvergira tako v verje-

tnosti kot tudi skoraj gotovo.

. Za n € N oznac¢imo s p, verjetnost, da slucajni sprehod Se kdaj pride v izhodisce

iz totke n oziroma —n (zaradi simetrije sta verjetnosti ocitno enaki). Pokazati
moramo, da je p; = 1.

Ce oznac¢imo $e py = 1, iz dinamike slu¢ajnega sprehoda razberemo, da mora za
vsak n € N veljati p, = (pp—1 + Pny1)/2 oziroma p,y1 = 2p, — pr—1. Tako so vse
verjetnosti p,, enoli¢no doloéene s p;. Ce ozna¢imo 6 := 1 — py, ni tezko videti, da
za vsak n € N velja p, = 1 — nd. Toda ker so p,, verjetnosti in zato 0 < p,, < 1, ni
druge moznosti, kot da je 6 = 0. Torej je p; =1 (in p, = 1 za vse n), to pa je bilo
potrebno dokazati.

. Oznacimo iskano verjetnost s m (za my pa se dogovorimo, da je to verjetnost, da se

slucajni sprehod Se kdaj vrne v izhodisée). Iz neodvisnosti in enake porazdeljenosti
sledijo naslednje rekurzivne zveze:

T = pig—1+ (L = p)mea s [k] > 1 (1)
T =p+ (1 —p)m (2)
Ty =pr+(1—p) (3)
mo=pr_1+ (1 —p)m. (4)

Enacba (1) je diferenéna enacba, katere resitve so linearne kombinacije ¢lenov k" \*
kjer je A resitev karakteristicne enacbe:

(1-p)A*=A+p=0, (5)

ki ima resitvi Ay = 1 in Ay = p/(1 — p).

Oglejmo si najprej primer, ko je p < 1/2. V tem primeru sta reSitvi razliéni. Ker
se zveza (1) pri izhodis¢u prekine, resitev nastavimo v obliki:

k
p

k

Najprej za negativne k£ opazimo, da mora biti C; = 0, sicer verjetnosti uidejo izven
intervala [0, 1]. Torej je my = C| za vse negativne k. Ko to vstavimo v enac¢bo (3),
dobimo, da je C] = 1.

Za pozitivne k pa si pomagamo z dejstvom, da je limy_,, 7 = 0, kar je intuitivno
jasno in bomo tudi eksaktno dokazali malo kasneje. Iz tega dejstva dobimo, da
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mora biti C;{” = 0. Ko vse skupaj vstavimo v ena¢bo (2) in porac¢unamo, dobimo,
da mora veljati Cy = 1. Iz enacbe (4) zdaj dobimo Se my = 2p. Sledi:

(ﬁ)k ck>1
T = 2p k=0 - (%)
1 i k<0

Preostane nam le se dokazati, da je 7 := limy_,,, 7, = 0. Za ta namen definirajmo
dogodke:
Ay, = {slucajni sprehod obisce stanje k} .

Najprej opazimo, da je Ay O Ay D A3z D .... Torej je 7 verjetnost njihovega preseka,
to pa je dogodek, da slucajni sprehod obisce vsa pozitivna stanja. Pokazati je torej
treba, da ima ta dogodek verjetnost nic.

Po krepkem zakonu velikih stevil Kolmogorova z verjetnostjo ena velja:

lim &:2p—1<0.

n—oo M
Torej so z verjetnostjo ena vse vrednosti 57, 95,95, ... od nekod naprej negativne
ali ni¢, se pravi, da z verjetnostjo ni¢ velja, da je neskonc¢no mnogo vrednosti
S1, 59,53, ... strogo pozitivnih. Dogodek, da slucajni sprehod obisce vsa pozitivna
stanja, je nacin tega dogodka, torej ima tudi sam verjetnost ni¢. Zveza (x) je tako
dokazana.

Za p > 1/2 je obnaSanje zrcalno simetri¢no okrog 1/2 — velja torej:

1 s k>1
(ﬁ)k k<0

Konéno si oglejmo Se primer, ko je p = 1/2. Le-tega smo sicer ze obravnavali v 2.
nalogi, a ga lahko vseeno pogledamo v lu¢i karakteristi¢ne enacbe (5). Le-ta ima
sedaj dvojno nic¢lo A = 1, torej bo imela resitev rekurzivnih enacb obliko:

m=Cf +Ck; k>1
me=C] +C5 k; k< -—1.
Veljati mora C, = C,; = 0, sicer verjetnosti 7 spet uidejo izven intervala [0, 1]. Iz

zvez (2) in (3) dobimo C} = O] = 1. Se iz zveze (4) dobimo, da mora biti 7, = 1
za vse k.

. Slucajna spremenljivka 7T;, se razlikuje od S,, le v primeru, ko je S,, = 0. Toda po
Laplaceovi lokalni formuli je P(S,, = 0) ~ \/2/nm, ¢ je n sod, in P(S, = 0) =0,

¢e je n lih. Torej je lim, o, P(S, = 0) = 0. To pa pomeni, da se mora zaporedje
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T, glede konvergence v verjetnosti obnasati enako kot S, /n. Natancneje, za vsak
e > 0 velja:

n

P(|Tn|<5):P(‘& <5,Sn7é0) 2P<
n n

<e)|—P(5,=0
) - Ps,=0)

od koder sledi lim,, o P(|T,,] <¢) = 1.

Po drugi strani pa smo v prej$nji nalogi videli, da se standardni sluc¢ajni sprehod
skoraj gotovo vrne v izhodis¢e. To pomeni, da se skoraj gotovo tudi neskoncno
mnogokrat vrne v izhodisce, torej je skoraj gotovo neskoncno mnogo slucajnih spre-
menljivk 7}, enakih 2. Toda ¢e je T,, = 2, je S, = 0 torej |S,.1| = 1 in zato
|Thi1] = 1/(n+1). Zaporedje, v katerem se neskonéno mnogokrat ponovi ta vzorec,
pa ne more nikamor konvergirati.

. Rezultat, dobljen s pomocjo centralnega limitnega izreka:

95 295
Q| — | +P(—==] =080355.
(\/120) (\/120)

Tocen rezultat: 0°80493.

. Ker ima X enako porazdelitev kot vsota 100 neodvisnih slucajnih spremenljivk, po-
razdeljenih po hi kvadrat z eno prostostno stopnjo, so izpolnjeni pogoji centralnega
limitnega izreka in lahko porazdelitev aproksimiramo z N(lOO, \/ﬁ)

P(X > 110): CLI: 023975, tocen rezultat: 0°23220.

P(90 < X < 110): CLI: 0'52050, tocen rezultat: 0°52099.

. a) 400

b) Prvi nac¢in. Dogodek, da se bo moral potopiti ve¢ kot 450-krat, lahko zapiSemo
kot dogodek, da bo imel po 450 potopih manj kot 80 biserov. Tako, ¢e binomsko
porazdelitev B(450,0°2) aproksimiramo z normalno N(90, m), dobimo priblizen
rezultat 0°10796.

Drugi nacin. Stevilo potopov je porazdeljeno po Pascalovi porazdelitvi P(80,0°2), ki
jo, ker jo dobimo iz vsote 80 neodvisnih slucajnih spremenljivk, lahko aproksimiramo
z normalno N(400, 40). Tako dobimo pribliZzen rezultat 0°10338.

Tocen rezultat: 0°10669.

. Najprej izra¢unamo, da je F(X,) = 0 in D(X,) = 1 za vse n. Da njihove delne
vsote, ki imajo matematicna upanja 0 in disperzije n, izpolnjujejo pogoje centralnega
limitnega izreka, pomeni, da slu¢ajne spremenljivke:
X1+ Xo+.. .+ X,
NZD
sibko konvergirajo proti standardni normalni porazdelitvi, t. j. da za poljubna
a,b € R velja:

. Xi+Xo4...+X, B  o(a §
nlggop(ag T §b>—<1>(b) ®(a) (*)
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brz ko je a < b. Toda:

Xo+Xs+...+ X,
p 2+ X3+ + —0) > P(Xy=- = X, = 0) =
vn
1 1 1 n+1 _ 1
=1—-= l—-=)...([1-—= )= > —
( 22>( 32> ( n2) 2n T 2
in zato: ¥
P 1+ Xo+...+ X, <1 >1
Vn ) T2
Ce zdaj v (%) vzamemo a = —1 in b = 1, bi moralo veljati:
Xi+Xo+...+ X, 1
limP(—lg i gl)=2<1>(1)i0'317<—,
n—00 \/ﬁ 2

kar je v nasprotju s prej dobljenim.
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8.

Zadostne in postranske statistike

2. a) dokazemo s popolno indukcijo. Dokazati moramo, da za vsak k velja Py(X) =

1) = 0, in to smo ze privzeli za k = 1. Indukcijski korak s k na &+ 1 izpeljemo tako,
da najprej opazimo, da je tudi:

PG(Xk+1 = Tk+1 \ X = xk) = Prjpapq
(sledi iz izreka o popolni verjetnosti). Sledi:

P@(Xk+1 - 1) :Pg(XkZO) Pe(Xk+1 =1 | Xk20)+
0 1+0

b) Ozna¢imo z S Stevilo uspesnih poskusov in pri n = 3 izra¢unajmo pogojno
porazdelitev naSega opazanja (X, X3, X3) glede na S = 1. Velja:

Po(X;1=0,X0=0,X3=1)= 8(1—(‘2(2—9)
1_ 2
Po(X, :0,X2:1,X3:0)=w
1 - 2 —
Po(Xy = 1. X, = 0. X5 = 0) = 24 ei( 2N

Ko sestejemo, dobimo Py(S = 1) = 0(1—6)(5—360)/4, torej je pogojna porazdelitev

enaka:
( (0,0,1) (0,1,0) (1,0,0) )
2-9 1-6 2-0 )
5—30 5—30 5—30

kar je odvisno od 6, zato S ni zadostna.

c) Ustrezna zadostna statistika je npr. (Xi, Noo, No1, N1o, N11), kjer je NN;; Stevilo
pojavljanj sosledij 00, 01, 10, 11 v nasem vzorcu. Ce so ngg, o1, Mo, 11 Ustrezna
stevila za zaporedje (x1, s, ...x,), namreé velja:

P(Xy =21, Xo = @3,... Xy = @) = pay 00 P01 Pl P11
kjer je po = 1 — 0 in p; = 6. Pogojna porazdelitev nasega vzorca (Xi, Xs,...X,,)
glede na (X7 = x1, Noo = noo, No1 = no1, Nio = n10, N11 = n11) je torej enakomerna
na mnozici vseh zaporedij (z1, 2, . . . T, ), kjer je x1 Ze doloCen, preostale komponente
pa morajo imeti predpisano stevilo ustreznih sosledij.

. V diskretnem primeru zadostnost pomeni, da so pogojne verjetnosti Py(X = x |

T = 7) neodvisne od 6, torej da obstaja taka funkcija ¢, da je
Po(X =2,T =71) = Po(T = 71)q(x,7)

za vse x in 7. Toda opisani dogodek se lahko zgodi le, ¢e je 7 = t(z). Torej je T'
zadostna natanko tedaj, ko obstaja taka funkcija f, da je:

Py(X = z) = Po(T = t(z)) f(z)
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(velja f(x) = q(x,t(z)) oziroma ¢(x,7) = f(z), ¢e je T = t(x), sicer pa q(x,7) = 0).
Brz ko je statistika zadostna, lahko torej definiramo g(7,6) := Py(7T = 7) in imamo
zahtevano izrazavo verjetnosti. Dokazimo Se obratno: ce velja (x), je potrebno le Se
izracunati:

PyT=7)= > Py(X=2)= Y [fl&)g(r.0)=g(r.0) Y f(x).

;t(z)="1 zit(z)=7 z;t(x)="1

Torej je g(7,6) = Po(T = 7)/ 3 40y, f() in zato:

f(z)
Zy;t(y):t(w) f(y) ‘

P@(X = {L’) = P@(T = t(CL’))

A

N1FT2tFTn o —nA
P)\(Xl = l'l,XQ = .I'Q,...Xn = xn) =

Il! ZZ'Q! tee $n|
razberemo, da je statistika X; + X5 + - - - + X, zadostna.

. Gre za eksponentno druzino, saj lahko verjetnostno funkcijo zapisemo v obliki:

—n\

e~

_ _ _ _ T1+To++xn)In A

Py Xy =2, Xo=129,... X, =2,) = elz1tes n) ,

.1’1!132! c .CCn'

funkciji A — 1 in A — In A pa sta zagotovo linearno neodvisni kot funkciji iz (0, 00)
v R.

. Vzorec ima navzkrizno gostoto:

L:= pxl,...xn(ﬂcl, c T a) =

1 ny’ 1 ¢ 2, M -
= —0‘”(27]‘)”/2 exp (_TO‘Q> exp <_W§:xi + ) A |,

torej gre za eksponentno druzino.

a) Vzoréna vsota X1 + Xo + - - - + X, je minimalna zadostna statistika.

b) Minimalna zadostna statistika je Y » | X7 —2u > " | X; ali patudi Y 1 (X;—p)?
¢) Minimalna zadostna statistika je par (3>°1_, X;, >0 X?).

d) Iz zapisa:
I e—na/2 n % 1 n )

i=1
sledi, da je Y | X? minimalna zadostna statistika.
e) V tem primeru pa je:

e 1 = 5, I
= —an(Qq)n/Z exp —2—(12;% +52ml
inkersoa > 1,a+ 1/ain a — —1/(2a?) linearno neodvisne funkcije, je minimalna

zadostna statistika spet par (37, X;, i, X?), tako kot ¢e bi bila oba parametra
neznana.
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7. Pri porazdelitvi Gama(\, a) je navzkrizna gostota za vzorec enaka:

n\
p(xl, R )\, a) = W xi\*lefaxl :L.g\*lefamQ . lﬁ,le,axn _
an)\
— - e()\fl)(ln:r:1+ln:(:2+~-+lnxn)fa(x1+:r:2+...+xn) :
(r™)

torej gre za eksponentno druzino in minimalna zadostna statistika je recimo:
InX;+ImXo+-4+X,, Xi+Xo+ - +X,)

ali pa tudi:
(X1 Xa Xy Ko+ Kot oo+ Xo)

8. To je recimo |X; + Xo + -+ - + X,,|.

9. Pisemo lahko X; = u+07;, kjer so Zy, ... Z, neodvisne in porazdeljene standardno
normalno (torej poznamo porazdelitev slu¢ajnega vektorja (21, Za, ... Z,)).

a) Vzemimo:
(X1 —-X.Xo—-X,.. X, - X)=0(LZ1-Z2,2,-Z,... 2, - Z),

kjer je X = (X1 + Xy +---+X,)/n vzoréno povpreéje, na enak nacéin pa je definiran
tudi Z. Iz zapisa z Z-ji se vidi, da je to res postranska statistika, saj (kot funkcija)
ni odvisna od pu.

Dimenzijo zaloge vrednosti preslikave, ki vektor (zy, s, . .. z,) preslika v (v1—Z, 72—

Z,...x, — T), kjer je T definiran na enak nacin kot X, lahko izracunamo tako, da
izraCunamo rang njene matrike:

n—1 1 1
n n n
_1 n-1 _1
n n n

. . )
1 _1 n—1
n n n

ki je enak n — 1, ali pa dokazemo, da je ta preslikava projektor na prostor vseh
vektorjev (z1,xa,...x,), za katere je T = 0.

b) Vzemimo:

( Xi—p X4 X, — >:
\/Zyzl (Xi — N)T \/Z?:1(Xi - N)Q’ o \/Z?:l (Xi — p)?

B ( A Z Z, )
VL2 VYL Z VYL Z

Spet vidimo, da je porazdelitev tega slucajnega vektorja neodvisna od o in je zato
statistika postranska. Njena zaloga vrednosti je enotska sfera v R™, torej (n — 1)-
dimenzionalen prostor. Se veé: iz radialne simetrije gostote slucajnega vektorja
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10.

11.

(Zy,...7Zy,) se vidi, da je naSa statistika porazdeljena enakomerno na enotski sferi.

¢) Vzemimo:

( X, - X X,— X X, — X )
VEIL(X =X VYL (X - X)) VYL (X - X)?

( Zi— 7 Zy— 7 7. —Z )
Ve (Zi= 22 L2 -2 YL Z)? )

Zaloga vrednosti tega slucajnega vektorja je presek enotske sfere in mnozice vseh
vektorjev  z ¥ = 0, kar je (n — 2)-dimenzionalen prostor. Da se dokazati, da je
porazdelitev tudi tega slucajnega vektorja enakomerna na tej mnozici.

Ce so X1, ... X, neodvisne in porazdeljene normalno N(yu, o),

X — X

a) sta < — L = ) in Z ) neodvisna;
VEL& —w? VL

X, - X X,—X

b) so X; — X)? in X neodvisni.
) VELX =X)L X - X Z( ’
Velja
D (Xi— )t =3 (X = X)* (X = )

Iz 10. naloge vemo, da sta statistiki > i (X; — X)? in n(X — p)? neodvisni. Poleg
tega iz 29. in 45. naloge iz 4. razdelka sledi, da je:

- no 1 _ . 11
Z(Xi_ﬂ) NGama(2 5o ) in n(X —pu)? NGama<2 5 )

=1

ali, ekvivalentno,

1< (X —p)?
o) (X —p)® ~ x*(n) in Q2 X*(1).
=1
Vemo, da, ¢e sta U ~ x?(n—1) in V ~ x?(1) neodvisni, mora veljati U +V ~ x?(n).
Iz teorije momentno-rodovnih ali karakteristicnih funkcij pa sledi, da velja tudi
obratno: ¢e sta U in V neodvisni ter je V ~ x*(1) in U + V ~ x?(n), mora biti

U~ x*(n—1). Sledi:

S (X X n-l 1y S X 2 —
;(XZ X) Gama( 5 ,202> oziroma  —; Z':1(XZ X)*~x (n—1).

12. Racunajmo:

X —pu X —pu T
VoL X =1 Vo (G- P n(X —p? (o 1) +al?

81

U=




kar nam da zahtevano bijektivno korespondenco na dogodku, da niso vse slucajne
spremenljivke X; enake, le-ta pa ima verjetnost ena. Za izracun porazdelitve upo-
rabimo neodvisnost slu¢ajnih spremenljivk X — pin >_1" | (X; — X)? ter rezultat iz
11. naloge, ki pravi, da je >_i' (X; — X)? ~ Gama((n — 1)/2,1/(20%)), nakar se
sklicemo na 46. nalogo iz 4. razdelka, ki pravi, da mora imeti zato T" Studentovo
porazdelitev z n — 1 prostostnimi stopnjami.
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9.

Tockasto ocenjevanje parametrov

1. V obeh primerih so slucajne spremenljivke X; porazdeljene enako kot X, zato je:

B(X) = nE(X)

— =EX) =4,

torej gre res za nepristransko cenilko. Srednja kvadraticna napaka je torej enaka
kar disperziji. Ce gre za vzorec s ponavljanjem, so slu¢ajne spremenljivke X7, ... X,
neodvisne, zato je:

D(Xy)+ -+ D(X,) o?

DX_ = - —_—
(%) = -
kjer je:
o’ =D(X) = (21— p)? + (w2 — ) + -+ (an — p)? _
N
:E(X2)—M2:$%+x%+"'+$%v_ )

N
populacijska disperzija.

Ce gre za vzorec brez ponavljanja, pa nastavimo:

D(X) = % D (ix) = % iiK(Xi,Xj) =

i=1 j=1
1 n
= > D) - ) K(XZ-,X]-)] .
i=1 i
Velja D(X;) = D(X) = 02, za i # j pa je:
1
E(XZXJ> - Z Ty =
N(N —=1) klik£L
] N N N
[ e Y| -
N(N -1) L:1 1=1 k=1
1
_ N2 2 N 2 2 —
Ny 1) V- NG+ o)
2
—,2__C
- ILL N _ 1 )
torej je K(X;, X;) = —0?/(N — 1) in kon¢no:
- N —n o2
D(X)= —.
(X) N—-1n

Tako pri vzorcu s ponavljanjem kot brez ponavljanja je cenilka dosledna, ker gre
srednja kvadrati¢na napaka proti ni¢. Pri vzorcu brez ponavljanja gre za kon¢no
zaporedje cenilk, pri ¢emer pri zadnji zajamemo vso populacijo, zato je kar X = p

in seveda D(X) = 0.
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B 252 252 2 2
2. a) D(X) =07 2% o PO
sl %) n,

b) Ko vstavimo n; = np;, dobimo:

Ce z X; ozna¢imo naso statisti¢no spremenljivko, zoZeno na i-ti stratum, iz zveze:
D(X;) = E(X; — p)® = (s — p)°

dobimo, da populacijska disperzija 0> = D(X) zado$¢a pomembni relaciji:

2 _ 2 2
0" =o0ow 03,

torej je o < o2
¢) Poiskati moramo ekstrem disperzije D(X), ki smo jo izracunali v tocki a), kot
funkcije spremenljivk nq,ns,...n,, pri pogoju ny + ny + --- + n, = n. Nastavimo

Lagrangeovo funkcijo:

2 2

252 2,2 o
=12 2% P iyt domy)
ny Mo T,
in njeni parcialni odvodi so enaki:
oL 252
=%\
on; n:

7

Ko jih postavimo na ni¢, Se iz pogoja po nekaj racunanja dobimo:

PiT;
n; = n
D101+ Dp202 + -+ + DrOy
Pri tej izbiri dobimo:
2
— 01+ paog + -+ POy
D(X):<p11 P202 p )

n

in iz Jensenove neenakosti sledi, da je to res manjse ali enako o, /n.

3. Ne, ker se porazdelitev vzorénega povprecja ujema s porazdelitvijo populacije (glej
15. nalogo iz 6. razdelka) in je zato verjetnost v limiti pri pogoju za doslednost
konstantna.

4. =X = (X1 + Xy + -+ X,,)/n. Cenilka je nepristranska. Je tudi dosledna, ker
je dobljena po metodi momentov.

5. a=(%—1)/2, b= (342 —2%)/2.
Na naSem konkretnem vzorcu iz 2, = 1/2 in 2, = 13/10 dobimo a = 3/20 in
b = 9/20.
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6. Velja F(X) = 0 (neodvisno od «), zato iz prvega momenta ne dobimo nicesar. Iz
drugega momenta dobimo & = \/25/2.

7. Po metodi momentov dobimo X kot cenilko za y := E(X) in:

~

zZ9

X+ X3+ 4+ X2
n

kot cenilko za E(Y?) = p? + 02. Cenilka za o? bo torej 62 = 2, — X2, Z nekaj
racunanja dobimo, da lahko to zapiSemo tudi v obliki:

s X4+ (X — X)7

Oznacimo Y := X — u. Tedaj velja:
6% = li(y—y)%
e Z
= l iyz — }72 -
i Z

1 n 1 n n
B R P PP ML

i=1 j=1

—1 < 1
S o,
=1

1<i,j,<n
i#]

Ker je E(Y') = 0, je o¢itno:
n—1 ,
g )

E(6°) =

n
torej je 62 pristranska cenilka za o2 (je pa asimptoticno nepristranska). Ce posta-
vimo k' :=n/(n — 1), dobimo, da je:

n

st 2o 1 Y- X)? = 1 3 (% - V)2

n—1 n—14% ,
=1 =1

nepristranska cenilka za o2
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Za izracun srednje kvadratne napake piSimo:

S D R W R

i=1 j=1 i=1 1<jk,<n

J7#k
O IPHMIAATE
1<4,k,<n 1<kl,<n
1#] k£l
(n=1° oy, (n=1) 2o 2(n—1) ¢ 2
=D VY D YT Y Y ) Vi
i=1 1§ii;z,j§n i=1 lggﬁkgn

I Ranid

1<ij,<n 1<kl,<n
i#j k#l
Za prva dva Clena v zadnjem izrazu je izrazava ocitna. Pri tretjem c¢lenu opazimo,
da je, ¢e je j # k, E(Y}*Y;Y}) enako bodisi E(Y?) E(Y) bodisi E(Y?) (E(Y))2, kar
je v vsakem primeru enako ni¢. Za cetrti ¢len, ko je i # j in k # [, pa dobimo, da
je E(Y;Y;Y,Y)) razliéno od ni¢, kvedjemu e je i = kin j=lalipai=1{in j = k.
Takih ¢lenov je 2n(n — 1) in njihova matemati¢na upanja so enaka (E (YQ))2 = ol
Sledi:
(n-1?%, (-1, 20-1) ,

E(6*) = ey + 50 + 50 =
_ 1)2 _ 2 _
_ (n—1) K (n—1)(n* —2n + 3) vy
n3 n3

od koder dobimo:
2 — ((n —1)%x* N (n —1)(n* —2n + 3)04) 2 2(n —1)o!

q(ko = =
Za k = 1 dobimo:

R (n —1)%k* + (—n? + 5n — 3)o*
q(6°) = =

(to je vedno nenegativno, ker po Jensenovi neenakosti velja k > o). Zak =n/(n—1)
pa dobimo:

1 (3—mn)
G2) — 2 .4 4
a(s") n" * n(n —1)
Ce je X porazdeljena normalno, je x = 30 in velja:
n*—1 2(n—1)

q(ko®) = < K —

n? n

k+1> o’

kar je minimalno pri k = n/(n + 1). Najucdinkovitejsa izmed cenilk oblike k52 je

torej:
1 _
5*)? = X, —X)*.
(67 = =7 > (X = X)

i=1
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10.

11.

Srednje kvadrati¢ne napake cenilk pa so:

_2n—1 4

q(c%) —o' q($%) =

n

Ni tezko preveriti, da je 6% vselej uc¢inkovitejsa od S? in da je (6*)? vselej uc¢inkovi-
tejsa od 2.

. Ker vemo, da je E(X) = )\ in da je X nepristranska cenilka za E(X), je X res

nepristranska cenilka za A. Poleg tega je tudi D(X) = A (glej npr. 21. nalogo iz 5.
razdelka) in iz prejsnje naloge vemo, da je S? nepristranska cenilka za D(X) = \.

Izracun disperzije prve cenilke je preprost:

- D(X 4+ DX, A
D(X)Z ( 1)+ 2+ ( ):_'
n n
Pri izracunu disperzije druge cenilke pa se lahko spet opremo na prejsnjo nalogo:
ker je cenilka nepristranska, velja:

D(S?) = q(5?) = = K+ B=n ot

n n(n—1)

kjer je o2 drugi centralni moment (t. j. disperzija), x* pa je Cetrti centralni moment.
Spet iz 21. naloge iz 5. razdelka poberemo x* = 3\% + \. Sledi:

2 2
Dw%=5+ A

n n—1

Torej ima S? v vsakem primeru vedjo disperzijo kot X.

. Tu dobimo isto cenilko kot pri metodi momentov, t. j. & = X.

a=1/4, b= 3/10, kar se ne ujema z ocenama po metodi momentov.

Po metodi momentov dobimo X kot nepristransko cenilko za E(X) = a/2, torej je
tudi a = 2X nepristranska cenilka za a.

Iz metode najvecjega verjetja dobimo cenilko M := max{X,...X,}. Za z € [0, d]
je porazdelitvena funkcija te slucajne spremenljivke enaka:

Fyl@)=PM<z)=P(X; <z, Xs<z,...X, <) = (2)”

verjetnostna gostota pa je potemtakem enaka:

(z) = nz"t/a" ;0<x<a
PM\T) = 0 ; sicer

n
Od tod izra¢unamo E(M) = 1 a, torej je cenilka M pristranska (je pa asimp-
n

toticno nepristranska). Cenilka M’ bo torej nepristranska za k' = (n +1)/n.
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Za srednjo kvadrati¢no napako izrac¢unamo:

n 2n
kM) = E? — k+1|ad?

kar bo minimalno pri k* = (n + 2)/(n + 1), neodvisno od a. Srednje kvadrati¢ne
napake vseh omenjenih cenilk so prikazane v naslednji tabeli:

C A M M’ M*
a’® 2a° a’® a?
q(C) | 5= 2
3n | (n+)(n+2) [ nn+2) | (n+1)

Pri n = 1 so torej vse cenilke A, M in M’ enako ucinkovite.
Prin = 2 sta A in M enako ucinkoviti, M’ pa je ucinkovitejsa.
Pri n > 3 je M ucinkovitejsa od A in M’ ucinkovitejsa od M.
Vselej pa je M* uc¢inkovitejsa od vseh ostalih cenilk.
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10. Intervali zaupanja
1. A=0078, 0122<p<0278.
A =00082, 04966 < p < 0°5130.
X =97, A=327, 9373 < u<10027.
S=5, df =8, togrs =231, A=385 9315< pu<100°85.
5. X =125, S=2646, df =4, X2 =0711, 24 =949, 172<0 <628

6. X =4551, S =371, df =74, X2pps =521, xigss =997, 320< 0 <442,

89



11.

Testi znacilnosti

. Ce je ve¢ kot pol sreck dobitnih, je verjetnost dogodka, da sta med osmimi sre¢kami

dobitni najve¢ dve, navzgor omejena z 0145, kar s stalis¢a statistike ni zadosten
razlog, da bi loterijo sumili goljufije (¢e kupimo 8 sreck in loterijo osumimo goljufije,
brz ko sta dobitni dve srecki ali manj, lahko verjetnost, da jo sumimo po krivici,
doseze 0'145, kar je prevec; verjetnost krivicnega suma sme biti najve¢ 0°05, ¢e smo
Se previdnejsi, pa najve¢ 0°01).

. Merilo za to, kateri vzorec bolj “ustreza” nicelni hipotezi, bo odstopanje Stevila

grbov od 5000 (v eno ali drugi stran, ker je alternativna hipoteza obojestranska).
Ce stevilo grbov ozna¢imo z X, po centralnem limitnem izreku priblizno izra¢unamo:

P(X < 4875 ali X > 5125) ~ 1 — 26(2'51) = 00121 .

V resnici so vse decimalke natan¢ne. Pri @ = 0°05 bomo torej naso hipotezo zavrnili,
pri a = 001 pa ne.

. Ce se omejimo na prvih 100 iger, je glede na izjave prireditelja in nase sume naj-

manj “ustrezen” prav dogodek, da po 100 igrah glavni dobitek Se ni bil izzreban.
Verjetnost, da po 100 igrah glavni dobitek Se ni izzreban, je (49/50)'%° = 0133, kar
pomeni, da nicelne hipoteze ne moremo zavrniti.

. n=100,k =23: Z =075, K, = (1'645,00), hipoteze ne moremo zavrniti.

n = 1000, k = 230: Z = 2°37, hipotezo zavrnemo.

. X =97, Z=-18.

Pri alternativni hipotezi p # 100 je K, = (—00,—196) U (196, c0) in hipoteze ne
moremo zavrniti.

Pri alternativni hipotezi u < 100 je K, = (—o0, —1'645) in hipotezo zavrnemo.

Pri alternativni hipotezi p > 100 pa je K, = (1645,00) in hipoteze ne moremo
zavrniti.

X =107, §S=10, T=21, df =8, K, = (—00,—231)U(231,00).

Hipoteze ne moremo zavrniti.
Ce bi vedeli, da je o = 10, pa bi bilo K, = (—00,—1'96) U (196, o) in hipotezo bi
zavrnili.

X =48, S=9258, T =-245 df =9.

Ce za H; vzamemo, da je p # 50, je K, = (—00, —2'26) U (2'26, 00) in hipotezo
zavrnemo.

Ce za H, vzamemo, da je u < 50, pa je K, = (—0o0, —1'83) in hipotezo prav tako
Zavrnemo.

. Oznacimo z A razliko v tezi posamezne osebe (teza po dieti minus teza pred dieto).

Tedaj je A ~ N(u,0) in testiramo ni¢elno hipotezo, da je u = 0, proti alternativni
hipotezi, da je p < 0.
Velja A = —56, S=6433, df =9,T =-275 c¢=(—o00,—183].

Nicelno hipotezo zavrnemo, torej sprejmemo hipotezo, da dieta deluje.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

X =20, Y =22, S=265 T=-15, df=14,
K.

o = (—214,—00) U (2'14,00). Hipoteze ne moremo zavrniti.

X =100, Y =96, S=25, T=32 df=16, K, = (258,00).
Hipotezo zavrnemo.

Xi =4, X,=3, X3=1667,

SZ =9333, S =8667, F =431,

dfl = 2, df2 = 8, Ka = (446, OO)

Hipoteze ne moremo zavrniti.
S = T745.
a) x* =20, K,=(0,270)U(19°0,00), hipotezo zavrnemo.
b) x* =5, K, =(0,333), hipoteze ne moremo zavrniti.
Ce so frekvence 20, 45 in 35, je: x?=55, df =2, K, = (599,00).

Hipoteze ne moremo zavrniti.

Pri frekvencah 200, 450 in 350 pa je x? = 55. Ker je kriti¢no obmodje isto, hipotezo
zdaj zavrnemo.

Pri frekvencah 21, 42, 77 in 116 je: x> =813 df =3, K, = (11'3,00).
Hipotezo zavrnemo.

Ce so frekvence 21, 37, 53 in 25, pa je x2 = 182 in hipotezo e vedno zavrnemo.

Diskretizirana porazdelitev iz ni¢elne hipoteze:

pod 10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | nad 40
00668 | 02417 | 0°'3829 | 02417 | 0°0668

X2=118, df =4, K, =(949,00).
Hipotezo zavrnemo.

X2 =426, df =6, K,= (168, 00).
Hipotezo zavrnemo.

x?=169, df =8, K, = (155,00).
Hipotezo zavrnemo.

St =34, S =16, Z = 2'55. Hipotezo zavrnemo.

m=9,n=11, Z?:l R; =70, Z=-186, K,=(—00,—196)U(196,00).
Hipoteze ne moremo zavrniti.
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12. Povezanost dveh stevilskih spremenljivk

1. Oznacimo z X sistoli¢ni, z Y pa diastoli¢ni pritisk. Izracunajmo:

X =126, Y = 7967, C, =3017, C, = 1932, C, = 130, R = 0223,
Z =0227, c¢=196.
Interval zaupanja: —0.327 < p < 0.656.

2. T=0825, df=13, K,=(—00,1'7T7)U(1'77,00).
Hipoteze ne moremo zavrniti.

3. X=3, Y=17, Ci=10, Cy, =20.
Regresijska premica: y = 2z + 1.
Pri X =10 je Y = 21.
df =3, togrs =318, S =1155, A =T06.
Interval zaupanja: 13'94 <Y < 28°06.
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