1. KOLOKVI1J 1Z MATEMATIKE ZA BIOLOGE
20. december 2005

1. Dana je mnozica A = {n € N|n < 20}. Na mnozici A imamo podano
relacijo R s predpisom: mRn natanko tedaj, kadar obstaja tako Stevilo
k € Z, da velja m — n = 4k.
(a) Pokazi, da je R ekvivalen¢na relacija,
(b) Dolo¢i ekvivalen¢ne razrede, na katere R razbije mnozico A.
(c¢) Kateri elementi n mnozice A imajo lastnost nR6?

2. Strelca streljata v tarco. Prvi jo zadene z verjetnostjo %, drugi pa z

verjetnostjo %. Vsak dvakrat ustreli proti tarci, ki je le enkrat zadeta.
Kaksna je verjetnost, da jo je zadel prvi strelec?

3. Dolo¢i realno stevilo a, tako da bo naslednji sistem resljiv in resi sistem:

r — vy + z = 3
2c + y — 2z =1
- — by + Tz = a.
4. Dana je matrika
-1 -8 0
A= 129 0
24 18 -1
Izra¢unaj njene lastne vrednosti in lastne vektorje. Ali se da A diagonal-
izirati?
Resitve

1. (a) Refleksivnost: za vsak n velja n —n = 4-0. Zato velja nRn za vsak
n e A.
Simetri¢nost: denimo, da za neka m,n € A velja mRn. Torej obstaja tako
celo stevilo k, da je m —n = 4k. Potem je pa n —m = 4(—k) in zato nRm.
Tranzitivnost: denimo, da za neke m,n,o € A velja mRn in nRo. Torej
obstajata taki celi stevili k in [, da velja m —n = 4k in n — o = 4l. Sestejemo
ti dve enac¢bi in dobimo m — o = 4(k 4 [). Torej velja tudi mRo.
(b) V nekem ekvivalenénem razredu lezijo natanko vsi elementi mnozice A, ki
so med seboj v relaciji. Ekvivalen¢ni razredi so torej: [1] = {1,5,9,13,17},
[2] = {2,6,10,14,18}, [3] = {3,7,11,15,19}, [4] = {4,8,12,16,20}.
(c) 2,6,10,14,18. (To so ravno vsi elementi, ki lezijo v istem ekvivalenénem
razredu kot 6.)
2. Oznacimo s C' dogodek, da je cilj enkrat zadet in z Z; dogodek, da prvi
strelec v dveh poskusih enkrat zadene cilj. Is¢emo torej verjetnost P(Z7|C).
Rac¢unamo lahko po formuli za pogojno verjetnost

P(zn0)

PAI0) = =555



Dogodek C se lahko zgodi na §tiri mozne nacine: prvi ga lahko zadene v prvem
ali drugem poskusu ali pa ga zadene drugi v prvem ali drugem poskusu. Zato

je
2 2
31 /3 53 /1 84
P(C)=22>(2 222 (=) =
(©) 44 (8) + 88 (4) 16 - 64
Podobno je
2
31 /3 54
(Z1n0) 44(8) 16- 64
Torej je
_P(ZinC) 54 9
P(2|C) = P(C) 84 14

3. a = 7, reSitev sistema:

x 4/3 1/3
y | =1 -5/3|+¢t]| 4/3
Y 0 1
4.
-3 0 0 -1 0 -2
D= 0o -1 01,5= 1 0 3
0 0 1 3 1 3
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2. KOLOKVI1J 1Z MATEMATIKE ZA BIOLOGE
23. marec 2006

1. Izracunaj limiti:

(@) lim Viz 12— 6z -2
r—2 \/_7\/5

rlnr—z+1

I
(b) ] (r—1)Inz

2. Ali sta vrsti konvergentni?

() >
b)Y E

n!)?
2n)!

3. Dan je kvadratni list papirja s stranico a = 1m. V vsakem vogalu izrezemo
kvadrat enake velikosti. Nato sestavimo $katlo brez pokrova. Kaksna mora
biti stranica izrezanih kvadratov, da bo prostornina Skatle najvecja?

4. Dana je funkcija

Inx
y=—:
T

Dolo¢i definicijsko obmocje, zalogo vrednosti, ni¢le, vodoravne in navpi¢ne
asimptote, ekstreme, intervale narascanja in padanja ter prevoje. Cim bolj
natan¢no narisi graf.

Resitve:
1. (a) —2, (b) 1.
2. (a) Ne, saj ¢leni vrste ne grejo proti 0. Lahko tudi kvocientni ali korenski
kriterij.

(b) Kvocientni kriterij:

1-2-....m-1-2-...-n

Gn 1~2-min2~(n+1)-(n+2)~...~2n
T D)-(nt2)-..2n
in
ant1 1-2-....n:(n+1)-(n+1)-(n+2)-...-2n
an - (n+2)-(n+3)-....2n-(2n+1)-(2n+2)-1-2-....n
(n+1)?

(2n+1)(2n+2) *



Zato )
1 1
lim 2" — fim L:—<1.
n—oo  ay n—oo (2n+1)(2n+2) 4
Vrsta je konvergentna. 5
3. Oznac¢imo z x dolzino kvadrata, ki ga izrezemo. Skatla ima za osnovno

ploskev kvadrat s stranico 1 — 2z in viSino x. Njena prostornina je torej

V =(1-2x)% =42 — 42? + 2.

Da bo prostornina najvecja, mora biti V/ = 0, torej 1222 — 82 + 1 = 0. Dobimo
r1 = % in xg = %. Resitev z1 ni dobra, saj bi nam dala skatla s prostornino
V = 0. Najvecjo prostornino torej dobimo pri x = %.

4. Dy = (0,00), Z5 = (—o0, %), nic¢la pri x = 1. Navpicna asimptota: =z = 0.
Vodoravna asimptota: y = 0. V tocki T'(e, %) doseze funkcija maksimum, na

intervalu (0, e) narasca, na intervalu (e, c0) pa pada. Prevoj: pri x = es.

3
2

' ' ' ' '
5] i w N =
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3. KOLOKVIJ IZ MATEMATIKE ZA BIOLOGE

18. maj 2006
1. Funkcijo
5

razvij v Taylorjevo vrsto okrog tocke 0.
2. Izra¢unaj ploséino lika med parabolo y = —z? 4+ 2z in premico y = = — 2.
3. Dolo¢i najvecjo in najmanjso vrednost funkcije
fla,y) =a® 2z +y* —2y
na trikotniku z ogliséi A(0,0), B(2,0) in C(0,2).

4. Poisci splosno resitev diferencialne enacbe

=3(1+x).

Resitve:

1. Ulomek najprej razstavimo na parcialne ulomke:

1 1
@) = 33—z x+2
Razvijemo vsak ¢len posebej:
1 1 o "
3—x  3(1-%) ;)3"“
in
1 1 B i (—1)nz"
24z 2(1-(-%) “ 2!

Na koncu sestejemo in dobimo:

o) = Y ey + G
n=0

formuli:

2 2
9
p:/ (—$2+2$—x+2)dx=/ (—x2+x+2)dx:§.

-1 -1
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3. V notranjosti izracunamo oba parcialna odvoda in dobimo kandidate za
ekstreme kot skupne nic¢le obeh odvodov. Edini kandidat v notranjosti
je T1(1,1). Vrednost funkcije v tej tocki je f(1,1) = —2. Na premici
x = 0 imamo f(y) = y? — 2y in stacionarno tocko T5(0,1); f(0,1) = —1.
Na premici y = 0 imamo f(z) = 2% — 2z in stacionarno tocko 75(1,0);
f(1,0) = —1. Tretja stranica trikotnika lezi na premici y = 2 — z. Edina
stacionarna tocka na tej premici je tocka T7. Vrednost funkcije v ogliscih:
£(0,0) = f(0,2) = f(2,0) = 0. Kandidati za ekstreme so torej vsa tri
oglis¢a in tocke T1,T5,T3. Najvecjo vrednost doseze funkcija v ogliscih,
najmanjso pa v tocki T7.

4. Resitev homogene enacbe je yg = % Posebno resitev lahko uganemo:

yp = 1 + 2%, Sploéna resitev je torej

C
— = 10 2,
Y=y +yp 1+$+( + )

Ce ne uganemo posebne resitve, delamo variacijo konstante.
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PISNI IZPIT I1Z MATEMATIKE ZA BIOLOGE
1. junij 2006

. 'V posodi so listki, osteviléeni od 1 do 50. Na slepo potegnemo en listek.
Koliksna je verjetnost, da bo stevilo na listku

(a) deljivos 6
(b) vecje od 5 in manjse od 327

. Resi enacbo AX + BX = AB — I, kjer je

1 0 3 0 1 0
A=11 1 0| inB=1]0 1 0
0 0 1 0 0 0
. Dana je funkcija
flz) =ze ™.

Doloé¢i njeno definicijsko obmocje, zalogo vrednosti, ekstreme, obmocja
naras¢anja in padanja ter prevoje. Cimbolj natan¢no narisi graf.

. Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe

y' — 2y +y = cosz.



PISNI IZPIT 1Z MATEMATIKE ZA BIOLOGE
22. junij 2006

1. Resi sistem linearnih enacb:

x — 3y — Hz + 2u = -11
—r + 2y + 4z + u = 8
r + 4y — =z = —-24
2c — by — 3z — u = 13

2. S pomocjo kvocientnega oz. korenskega kriterija ugotovi, ali sta naslednji
vrsti konvergentni:

Vi—22y +/1—y? =0,
V2) = 1.

ki zado$ca pogoju y(—%*

Resitve:

l.z=1y=-5,2=5inu=—1.

2. a) lim %2+t

= 3; vrsta divergira. b) lim {/a, = 0; vrsta konvergira.
3. (b)y' = ﬁ, y'(2) = —1 = kr in ky = 2. Enacba tangente na krivuljo
skozi tocko T'(2,1) je y = —F + 2, enacba normale pa y = 2z — 3.
(c) Ploscina je
o 9 <9
— — oo
/mmdx72/0 4+x2dxf16arctgt|0 = 8.

4. Enacba ima lo¢ljive spremenljivke. Splosna resitev je y = sin(— arcsinx +

C). Pogoj nam da C' = 7 in posebna resitev je yp = sin(—arcsinz 4 %) =

L(T=% —a).



PISNI IZPIT 1Z MATEMATIKE ZA BIOLOGE
24. avgust 2006

1. Dana je matrika

1 2 3
A=1-4 0 2
-2 4 8

Doloéi njene lastne vrednosti in lastne vektorje. Ali je matrika A diago-
nalizabilna?

2. Med vsemi pravokotnimi trikotniki s hipotenuzo ¢ = 1dm dolo¢i tistega,
ki ima najvec¢jo ploséino. (Izracunaj dolzini katet.)

/°° dx
o x2+5x+6

zy —2y=aInz,

3. Izracunaj

ki gre skozi tocko T'(1, 3).

Resitve:

1. Lastne vrednosti: 0, 2, 7. Ustrezni lastni vektorji: [2, —7,4]7,[1,—1,1]7,[1,0,2]%.

2. Dobimo enakokraki trikotnik s katetama a = b = g
3. In %

4. yp = (x(lnz — 1) + 4)2%.



