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FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

Spremenljivke ozna¢imo: X, y, z, t, ...
Poznati moramo zalogo vrednosti spremenljivke.

xela, b]; vrednosti spremenljivke x so iz zaprtega intervala [a,b].

Ce x zavzame vse vrednosti nekega intervala je x_zvezna spremenljivka.
Ce x zavzame le to¢no doloCene vrednosti iz intervala je diskretna spremenljivka.

Ce poznamo zalogo vrednosti neodvisne spremenljivke in predpis, ki vsakemu
X i1z zaloge vrednosti priredi vrednost y, pravimo, da je y funkcija x-a:

y=Y(X) ali y=f(x) ali y=9(x)

Primer:
XeR zaloga vrednosti za x ali def. obmocje funkcije y; ¥ =X+1 (predpis).
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Primer:

»
/

Zaloga vrednosti funkcije y so vrednosti, ki jih y zavzame. Na sliki
y e(—oo,+oo), yeR

Funkcija y(X) je pozitivna pri x, pri katerih lezi nad osjo x (na sliki pri

X > -1/2).

Funkcija y(X) je negativna pri X, kjer je pod osjo x (na sliki pri x < -1/2).
Funkcija y(x) ima vrednost 0, oziroma ima niclo, tam,kjer seka os x (na sliki
pri x=-1/2).
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abs .1 ax

Na sliki dolo¢1 obmocja za x, kjer:
je funkcija y definirana, pozitivna, negativna, ima nicle, naraS¢a, pada, ima
lokalni minimum, maksimum, absolutni minimum, maksimum.
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PREGLED ELEMENTARNIH FUNKCIJ
1.LINEARNA FUNKCIJA

y =K-X+n EKSPLICITNA ENACBA linearne funkcije, katere graf je

PREMICA; X € RiY € R k je smerni koeficient (tangens naklonskega kota
k=19 - @) premice, n je odsek na ordinatni osi

a-Xx+b-y+c=0 MPLICITNA ENACBA

¢e je k>0 linearna funkcija narasca
¢e k<0 linearna funkcija pada
KOT MED PREMICAMA y =K,X+n,

tg o = K, =k, s y=kXx+n
1+ kK,

Kjer je k; smerni koeficient prve premice, K, pa druge;
Ce sta premici vzporedni, je kot med njima 0 in k, =k,
Ce sta premici pravokotni, je kot med njima 90° intg90° = in

1+kk, =0
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. Dve toCki doloCata natanko eno premico

T.(%, ¥,) :

Y- =

Yo~ Y1(x 5y Y2" Ny _tgq

2_X1 X2_X1

T,(X5,Y5)

2. POTENCE
y =X

+ PARABOLA

y Il. STOPNJE

SODA FUNKCIJA
U

y(-X)=y(X)

simetricna glede na 'y

»
>

0 X

2 4 6
y =X"(X",X",...) SODE POTENCE

ni¢le funkcije so tocke, v katerih je y=0 = x*=0
x=0 (dvojna resitev, dvojna, soda nicla))

v sodi nicli se funkcija y obrne

y je povsod pozitivna funkcija

y je povsod definirana funkcija, yeR
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LIHA
FUNKCIA

simetri¢na na
koordinatno
izhodisce

y(-x) =-Yy(X)

»

»

X

y =x*(x*,x",..) LIHE POTENCE

ni¢le funkcije: x°=0

x=0 tr1resitve (polinom tretje stopnje)

liha ni€la; v lihi ni¢li funkcija seka os x

pri x>0 je y pozitivna, pri X<0 je y negativna
y je povsod definirana funkcija, yeR
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Premik koordinatnega sistema

y—-3=(x+2)°
Y=X?

prix + =1y Vv levo
pri X - =y v desno

v

priy - = X navzgor
priy + = X navzdol
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3. KORENI
Sodi koren

y:\/; yu

Lihi koren

yzi/; 4
y

»

y=+x

v

|.  Najprej narisi funkcijo pod korenom!
Definirano za tiste x-e, Kkjer je izraz pod korenom >0
x>0 = DEF. OBM: {x>0}
VX 11, Vse kar je pod osjo x- ¢rtaj!
I11. Koreni po tockah (3)!

i\ X I Ne pozabi na simetrijo
\¥ Dvoli¢na funkcija

|. ! Najprej narisi funkcijo pod korenom!
Il 'KoreniS vse!
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4. POLINOMI

polinom n-te stopnje:  y=ag+a;x +ax°+......+an X" + apX"
aX" je vodilni ¢len

Izrek: Vsak polinom n-te stopnje ima lahko najve¢ n realnih nicel. Nekatere so
lahko tudi veckratne. V sodih ni¢lah se funkcija obrne, v lihih seka os x.

Ce so ni¢le X1s X2+ Xy | potem polinom lahko zapisemo kot:

Y = a" (X = X)(X— Xp)o(X = X, )

Polinom se pri velikih x obnasa tako, kot se pri velikih x-ih obnaSa vodilni
Clen:

limy = lim a x"

X —3 400 X—>+00
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Primer:

y=(x-3)°(2x-1)°(x + 2)

y =8x° +... !Ocenis samo vodilni ¢len!
nici¢ : x, =3 (dvojna)  1l.stopnje,soda
X, = %(trojna, I11.stopnje)

X, = —2(enojna, |.stopnje)

lim y = lim8x° = +

X300 X—>-+00
limy = lim8x° = +o
X—>—00 X—>—00

10
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5. RACIONALNE (LOMLJENE) FUNKCIJE

_ P(x)
y = m I'V Stevcu ali (in) imenovalcu polinoma brez skupnih nicel!
x® -1 C(X=D(X* +x+1)

Yy=72_71 skupne nicle pokrajsaj (X=1)(x+1)

Nicle: y mora biti enak ni¢ = P(X)=0 !sode/lihe nicle!

Kjer je Q(x)=0 funkcija ni definirana:

+a +a
+00 [ — =-—

“0 ' -0

li O(x)= sodi — +oc v obeh delih
poli: Q(x)=0 ali -oc v obeh delih
lihi — -oc in +oc

11
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Primer 1
1 Poli: x* =0, x=0 (2) sodi pol

y= 7 Nicle: ni
-JL—:+O Ihn¥%<:+0 : Ihn¥%c:+0
+ 00 X _é
Primer 2

1 . .
y =— Poli: x° =0, x=0 (3) lihi pol

X Nicéle: ni

fim = =40 , lim = =-0

X—>+0 X X—>—00 X3

12

SODA FUNKCIJA

(v obeh delih +oc,
je sodi pol)

LIHA FUNKCIJA
Ker je lihi pol
gre v +oc in v -oc
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Kadar je stopnja polinoma Q(x) > P(x) je asimptota, to je M Y =0

X—>*+o0

Ce je stopnja Stevca enaka stopnji imenovalca je asimptota konstanta. Primer:
y |

o xf-1
x> —4

y

__________________________________

ni¢le: x%-1=0 x;=1 (1) liha; x,=-1 (1) liha
poli: x*4=0 x;=2 (1) lihi  x,=-2 (1) lihi

2_ . 2_
x“—1 i X l=1 , y=1lasimptota , x* -1

x> —1—x* -4 = asimptote ne sekamo

13
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Ce je stevec vigje stopnje kot imenovalec: limita je enaka oo

Cx*+x+1
X+1

nicle: ni
poli: x+1=0
x=-1 (1) lih

X2 +x+1 X2+ x+1
—too , lim 2P

lim ————
X—>+00 X+1 X—>—00 X+1

—Qo0

posevnaasimptota: (X*+x+1):(X+1)=x
—X° + X
0O O

A

4

Ce je stopnja stevca za 1 vedje od stopnje
imenovalca, je poSevna asimptota premica,
za 2 pa parabola Il. stopnje.

14
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6. ALGEBRSKE FUNKCIJE
Kroznica (X—=p)°*+(y—a)* =r" (p,q) sredisce

X2 y? "
Elipsa ?+b—2:1 a, b...ost elipse a<> >
b
2 2 y
X b 3
Hiperbola a2 _Y_2 =1 y=%_X asimptoti \."
a’ b a P \
Parabola y*=2px y=ax’ / BN
Sim. glede na x Sim. glede nay Naloga : nariSite : (hiperbola)

X*—2y? +2x+4y-5=0

- 1 (x+1)?-2(y-1)? =4
\|J

v

15
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/. EKSPONENTNE FUNKCIJE

y=a* , a>0
Y A

1)0<axl1 \\

niéle: ni S

”xnlfix =40 "er%ox = 400
2)a>1

nicle: n1 v,

"erSoX =400 "xnl%ox =+0 |

1

Obe funkciji sta samo pozitivni: o

a > 1 Je povsod narascajoca (vecjije X, = veCjije y); Xo > X1 = Vo>V
0 <a <1 jepovsod padajoca (vecji je X, = manjsi |

y=e*;, a>1 /

/

—P x

y=e"=(

1

)x
e

A

AN

CYy)X2> Xy = Yo<V1

16
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Pojem INVERZNE FUNKCIJE

y=Yy(X)

X=X(y)=y=(y(x)

linverzna funkcija

inverzna k prvi funkciji

Na grafu osi X, in y zamenjata vlogi!

17
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8. LOGARITEMSKA FUNKCIJA

y>0
X R
Definirana za vse X.

y=a’ | “a>1
a>0 O<ax<l

x=a’ = y=1log, X| inverzna funkcija k eksponentni f. je logaritemska f
a > 0; x... argument (neodvisna spremenljivka)

Definicijsko obmoéie za logaritemsko funkcijo:D; : x>0}: Y € R

A y

y
B
[ X
a > 1: nara$Cajoca
lim log, x=+o0; lim log, X =—o

X—>+00 x—0"

(po pozitivnih vrednosti, desna limita)
log, x=0= x =1nicla

0 <a<1:padajoCa

18
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Primer (narisi in dolo¢i definicijsko obmocje)

y =./In(2x-1)

def.In(2x-1) >0; 2x-1>1, x>1

1. Narisi premico, y=2x-1: Crtaj vse kar je pod osjo x; in iz dela premice, ki ostane, naredi In; to je na
obmod¢ju za x>1/2;

2. Velja namrec: In0=-oc; In1=0, Inoc=cc; Crtaj vse od funkcije y=In(2x-1), kar je negativno; ostane obmocje
za x>1 (to je torej tudi definicijsko obmocje koncne funkcije). 1z tega presotanka naredi koren.

3. Korenimo po tockah: vO = 0;/sevil na (0,1)) se poveca; /stevil <1 se zmanjsa-
ne pozabi simetrije

y‘r

19
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9. KOTNE IN CIKLOMETRICNE FUNKCIJE
y =sinx|:

xeR, ye[-11], liha funkcija, perioda 27, max, min, ni¢le

Inverzne funkcije h kotnim so ciklometri¢ne funkcije.
X=sIiny=y=arcsinX;yeR;xe [—1, 1]; arcsinX je mnogoli¢na funkcija za vsak x lahko

dobimo neskon¢ne vrednosti za y

’\[-./
f
H
1
i
X
™ 1
1
i
i
i
1

glavna veja : arcsinx

20
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Primer (narisi in dolo¢i definicijsko obmogje):

y = /arcsin2x

}f

[1=1

(=

(=31

ST

9 =

[S1E]

19 | —

“

Najprej pod korenom
-1<2x<1

D, : —£,+E, —ESXS1

2 2 2 2
Df:{OSXSE}
2

1. y=2x
2. nad to premico izvajaj arcsin
arcsin0=0
arcsinl="2
2
. T
arcsin(-1) = —-—
D=-3

3. koreni; pazi na dvoli¢nost sodega korena

21
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. x—1
Primer (narisi in dolo¢i definicijsko obmocje): ¥ = arcsin o

Najprej nariSemo ulomek: y=2—_x; ni¢la x=1 (liha), pol x=1/2 (lihi), asimptota: y=1/2
Izberemo le vrednosti ulomka (funkcije y), ki so med —1 in 1, ker je le tam definiran arcsin.

Pri tem precrtamo vse vrednosti y pri x-ih med -1 in 1/3. Def. obmocje: xeR, x&(-1,1/3)
6. Nad preostankom funkcije y izvajamo arcsin:

arcsin0=0; arcsin(1/2) = % =0,52; arcsinl= % =157 arcsin(-1) = —% =-157

rezultat

-1,57

22
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y = COS X

yel[-11]
XxeR

glavna
~ veja

X =C0S Yy = Yy = arccosx
D, :{~1<x<1}
yeR

= g

glavna
~ veja arctgx

y=9gx M
B

XxeR

yeR

X=1tgy=y=arctgx T

yeR xeR

y=Cth;Wy€R,XER

x=ctgy=y=arcctgx,yeR xeR

>
»

X

glavna
veja arc ctg x

23
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ZVEZNOST IN LIMITA FUNKCIJ
Funkcija je zvezna v vseh tistih tockah, kjer ni pretrgana (v grafu!)

y(X), xe[a, b]; XO,XE[a,b]; Xg #X: AX=x-X%,=h

Ay = y(X) = Y(X5) y Ay = y(X, +h) —y(X,)

Ay y(x)=y(x,+h)

— y(xg)

a Xo Ax=hx b X

Funkcija y(x) je v tocki X;svojega definicijskega obmocja zvezna natanko takrat, e lahko za
vsak poljubno majhen &> 0najdemo tako pozitiven & >0, da iz dejstva, da je |AX| < sledi, da

£>0,6 >0;|A <5 =|Ay|< ¢

je ‘Ay‘ < & kar zapiSemo kot: ; 8, € sta majgni pozitivni Stevili.

Oziroma funkcija y(x) je v to¢ki Xo zvezna, &e velja: ko gre x — Xo, gre Ay— 0, kar zapigemo:

lim Ay =0

X—>Xg

24
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Limita funkcije

Stevilo A imenujemo limito funkcije y(x) v to¢ki X,, kadar za vsak >0
eksistira tak >0, da velja:e>0,6>0; |AX <& =|y(x,)-A<e

To pomeni:ko gre x proti Xq, gre funkcijska vrednost y(X,) proti vrednosti A.
To pa zapisemo kot: A= lIM y(x)

X—Xg

|ZREK:

Ce je funkcija v tocki X, zvezna, potem je njena limita v tej to¢ki enaka
funkcijski vrednosti v tej tocki.

y(X) zvezna v X, = lim y(x) = y(x,)

25
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Primeri:

lim(2x+1) =3

. SInX . C ol

'X'Eg T 1l vtem primeru je Stevilo A enako 1

LEVA In DESNA LIMITA
e Ce gremo z x proti X0z desne strani, govorimo o desni limiti: X'EQ) y(x)

e Ce gremo z x proti oz leve strani, govorimo o levi limiti: | M ¥Y(X)

Ce obe limiti eksistirata in sta enaki, potem je funkcija v to¢ki %, zvezna:
lim y(x) = lim y(x) = y(x,)

X—>Xg X—>Xg

26
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L_astnosti zveznih funkcij:

e Ce je funkcija y(x) na intervalu [a, b] povsod zvezna, potem je na tem intervalu tudi omejena.
Eksistira njena natan¢na zgornja meja M in njena natan¢na spodnja meja m. Funkcija y(Xx) pa
pri tem na tem intervalu zavzame vsako vrednost med M in m vsaj enkrat.

¥

I m P x m
b a

e Ce je funkcija y(x) na intervalu [a, b] zvezna in velja Y(a)- y(b) <0, potem ima funkcija na

tem intervalu vsaj eno niclo: Y(a) - y(b) <0; Xo&la,bl= y(x,) =0
:

A

y

AA!

27
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Vaje za racunanje limit funkcije y(x):

. X*+2X ,
1.Im =~ =**— Asimptota !
2 lim Y22

X—>+00 X—\/;

3 1. 2
X 1_"m(x D-(x"+x+1) 3

3. IX'LQ 21 %1 (x=1)-(x+1) o skupne nicle okrajsaj; funkeija je zvezna
. tgx . sinx :
lim == =1im —1 , sinx 1
4' x-0 X x>1 COS X - X ( X =1 COSXZl)
: 1 . sint 1 . v .
b. IXILQ(X-sm;): lim=—=1 t=—; opomba: 0.« je nedoloCen izraz!!!!
X°+2x-1 o o . . :
6. Im—z— 7 =1; funkcija je v tocki x=2 zvezna (narisi funkcijo za vajo!!!)

28
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7 im X% i (x+3)-@+1-%) o (x+3)-(2+V1-x)
'H—32F 53 (2= 1-x) - (2+1-X) g

A—1+x =4 (odpravili smo ni¢lo v imenovalcu!!!)

8. Poiscite toCke nezveznosti za funkcijo

. T T
sinx,— =< X< —

-1, x> z
0,drugod
a) graficno b)racunsko
| b) lim (sinx) =1
14 x—>+§
lim (1) =-
—— 0 1 . X—)+£
- 1 £ X . e - T
- P razli¢ne limite — nezvezna pri x ==
_l_

lim (sinx) =-1

lim 0=0
nezvezna. x=-%; x== NS
2 2 2

.y . . T
razli¢ne limite — nezvezna pri x =-—

29



Agronomi+zootehniki- ZP-BSc-MATEMATIKA-Mat-Met-materiali predavanj-3.del-2010-11

9. Doloci Stevilo a tako, da bo funkcija, povsod zvezna

Xx+1x<1
Y= 3—a-x*,x>1

Do nezveznosti lahko pride pri prehodu iz ene funkcije v drugo;to je pri x=1

lim(x+1)=2

X—1"
lim(3-a-x*)=3-a
Xx—1"

2=3—-a—a=1

A

AN
7

\ 4

30
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1
10. Narisi funkcijo y=¢e*. Iz slike doloci to¢ke nezveznosti in zanje

izraCunajte levo in desno limito.

<,

nezvezna pri Xx=0

1
lime*® =™ =4

x—0"

1
lime?%=e*=40

x—0"

31



