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Predpostavke regresijskega modela

(ponovitev)

V regresijskem modelu navadno privzamemo

1.
2.

naslednje pogoje:

Clen napake je normalno porazdeljen

Clen napake ima pogojno matematiéno upanje

O pri vseh vrednostih neodvisnih spremenljivk:
E(s | Xgis .- -, X)) =0, zavsak .

Med cleni napake ni serijske korelacije:
C(g,¢) =0, zai #].

Homoskedastichost:
D(¢g) = 02, zavsaki.

Nicelna kovarianca med ¢lenom napake in

neodvisnimi spremenljivkami:

C(e, X)) =0, zavsakiink=1, ..., m. 2
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Predpostavke regresijskega modela

(ponovitev)

6.

Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne
kolinearnosti ali multiple kolinearnosti.

- To pomeni, da nobena od neodvisnih spremenljivk ni linearna
kombinacija ene ali veC preostalih.

- Multikolinearnost bi obstajala na primer, Ce bi veljalo X, = 3X, -
2X,

- Ce pa velja na primer X, = X;2, pa o multikolinearnosti ne moremo
govoriti, kajti zveza med spremenljivkama ni linearna.
Vse neodvisne spremenljivke morajo imeti dovolj
razlicne vrednosti, se pravi morajo biti dovolj razprsene.
—>preverimo porazdelitev

Model je pravilno specificiran (nastavljen):
- VkljuCene so vse relevantne spremenljivke
-V modelu niso vkljuCene nerelevantne spremenljivke

Uporabljena je pravilna funkcijska zveza med spremenljivkami
3



"
1-5 Predpostavke o rezidualih (Clenu napake) smo

ze obravnavali pri analizi rezidualov)

m Metode za analizo smo ze obravnavali na predavaju 10
(analiza rezidualov)

m Preverjanje:

O Pregled grafikona, kjer damo na y so (standardizirane) reziduale,
na x 0s pa (standardizirane) napovedane vrednosti (to so
pravzaprav linearne kombinacije neodvisnih spremenljivk in nam
kot kake nadomestijo vrednosti vseh neodvisnih spremenljivk
(predpostavke 2 in 4)

O Histogram rezidualov (predpostavka 1).

O Pregled grafikona, kjer so na y osi reziduali, na x osi pa zaporedne
Stevilke eno (1, 2, ..., n) — smiselno samo, Ce je mocC enote urediti v
nek smiseln vrstni red (recimo po ¢asovnem zaporedju, po
anketarjih, ...) — predpostavka 3 (tega ne nismo/ne bomo delali)

m SPSS: Glejte predavanje 10



"
1-5 Predpostavke o rezidualih (Clenu napake) smo

ze obravnavali pri analizi rezidualov)

m V primeru, ko so predpostavke izpolnjene v
razsevnem grafikonu:

V grafikonu ni mogoce opaziti nobenega pravilnega
vzorca porazdeljevanja residualov — izpolnjena je
predpostavka 2.

Variabilnost v rezidualov (os y) je pri vseh vrednostinh
na X osi priblizno enaka — izpolnjena je predpostavka 4
(0 homoskedasticnosti).

V grafikonu ni velikin odstopanj od povprecja za
majhno stevilo enot (outliers). Ekstremene vrednosti
sicer formalno krsijo le predpostavko o normalnosti, a
lahko povzrocijo velike tezave pri ocenjevanju.
m S histogramom preverimo predpostavko 1, da se
reziduali porazdeljujejo priblizno normalno.
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"
1-5 Predpostavke o rezidualih (Clenu napake) smo

ze obravnavali pri analizi rezidualov)

m Posledice:

Ocene standardnih napak niso zanesljive, zato
tudi statisticni testi niso zanesljivi

V primeru heteroskedasticnosti (krsitve
predpostavke 4, o homoskedastiCnhosti), ocene
parametrov niso optimalne (imajo vecjo
varianco oz. standardno napako, kot bi jo lahko
imele)



"
1-5 Predpostavke o rezidualih (Clenu napake) (smo

ze obravnavali pri analizi rezidualov)

m Mozne resitve:

Ce v grafikonu je mogode opaziti pravilen vzorca
porazdeljevanja residualov — krsene je predpostavka 2
- Kaze na moznost specifikacijske napake (gle;
prosojnice ...)

Heteroskedasticnost ali odstopanje od normalne
porazdelitve (krsena je predpostavka 1 ali 4 — ali obe)
> Ce ne gre za spcifikacijsko napako (najpre;j
razmislimo o tej moznosti), lahko vCasih problem
reSimo z ustrezno transformacijo odvisne spremenljivke
(ne bomo natancneje obravnavali)
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6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne
kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

m To pomeni, da nobena od neodvisnih spremenljivk
ni linearna kombinacija ene ali vecC preostalih.

m Popolna multikolinearnost bi obstajala na primer,
Ce bi veljalo npr. X; = 3X, = 2X,.

m Ce pa velja na primer X, = X,2, pa o
multikolinearnosti ne moremo govoriti, kajti zveza
med spremenljivkama ni linearna.

m Problem multikolinearnost ze, ko se priblizamo
(popolni) multikolinearnosti.



"
6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne
kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

m O multikolinearnosti govorimo, kadar velja med
neodvisnimi spremenljivkami popolna linearna zveza,
torej ko obstajajo taka realna stevila A,, . . ., A, od
katerih vsaj eno ni enako 0, da velja (za vse enote):
AX]+FAX, + - -+ A X =K,
kjer je K neka konstanta

m Seveda v praksi redko naletimo na primer, ko bi zgornja
enacba popolnoma veljala. Vendar nastopijo tezave ze,
ko obstaja visoka stopnja multlkollnearnost torej ko veIJa
AX]+FAX, + -+ A X
pri éemerje V nek stohastiéni Clen z majhno varianco.

m Govorimo torej lahko o nizji ali visji stopniji
multikolinearnosti.



"
6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne
kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

Tipicni vzroki za multikolinearnost:

m v model smo kot neodvisni vkljucCili dve spremenljivki,
med katerima obstaja mocCna linearna povezanost, npr.
X, = 2X, (plus majhna napaka)

m Vvisoko korelirani so polinomski Cleni spremenljivke,
katere vrednosti so na ozkem intervalu;

m predeterminiran model: v model smo vkljucili veC
spremenljivk, kot je velikost vzorca (ali se samo stevilo
spremenljivk priblizuje velikosti vzorca),

m drugo.
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6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne
kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

Posledice visoke multikolinearnosti:

Ocene regresijskih koeficientov imajo velike standardne
napake, kar otezuje statisticno sklepanje.

Posledicno os ocene regresijskih koeficientov statisticho
neznacilno razlicne od 0 in njihovi intervali zelo Siroki.

Intervali zaupanja za regresijske ocene so zelo Siroki,
torej so ocene nenatancne.

Ocene parametrov so mocno obcutljive na majhne
spremembe podatkov (Ce recimo dodamo ali izpustimo
eno “obiCajno” enoto) in zato nezanesljive.

Vse omenjene posledice so bolj izrazene pri majhnih

vzorcih!
11



"
6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne

kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

Ugotavljanje multikolinernosti s programom SPSS.:

Linear, Regression: Statistics

* V oknu Li
O n u I n e ar Rearezzion Coefficientz Model fit Confinue
" " E stimates R zquared chanage
R e g re SS I O n I Z b e re m O V [ ] Confidence intervals Descriptives

[] Part and partial correlations Help
Collinearity diagnostics

podoknu Statistics
(dobimo ga s klikom na
gumb Statistics)
dodatno se Collinearity
diagnostics in v
okvircku Regression
Coefficients se
Covariance matrix 12
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6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne

kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

Nekateri indikatorji multikolinearnosti:

m Zelo znacilen (majhna stopnja znacCilnosti) pri F-testu za
skupno znacCilnost modela (tabela ANOVA), a izrazito
nenatancilni (velike stopnje znacilnosti) t-testi za regresijske
koeficiente (tabela Coefficients). - Nakazujejo samo, da
obstaja problem multikolinarnosti, ne pa tudi kje (med
katerimi neodvisnimi spremenluvkaml)

m Nizke tolerance (tabela Coefficients). Toleranca pomeni
delez variabilnosti neodvisne spremenljivke, ki je neodvisen
od ostalih neodvisnih spremenljivk. Majhne vrednosti
tolerance so blizu 0,1, kar pomeni, da je delez variabilnosti
dane spremenljivke, ki je pojasnjen s preostalimi
spremenljivkami 0,9. - Spremenljivke, pri katerih je
toleranca majhna, so v mocno linearno povezane z vsa;
nekaterimi ostalimi neodvisnimi spremenljivkami. Razmisliti
je potrebno o izkljucitvi ali zamenjavi kaksne od teh
spremenljivk

13
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6 Med neodvisnimi spremenljivkami ni popolne
kolinearnosti ali multiple kolinearnosti

Nekateri indikatorji multikolinearnosti:

m Visoke vrednosti (nad 30) ‘indeksa pogojnosti’(‘condition
index’, tabela Collinearity Diagnostics), ki pomeni kvadratni
koren razmerje med najvecjo in najmanjso lastno vrednostjo
korelacijske matrike vektorja neodvisnih spremenljivk, ter/ali
lastne vrednosti blizu O (‘eigenvalues’, tabela Collinearity
Diagnostics). = Nakazujejo samo, da obstaja problem
multikolinarnosti, ne pa tudi kje (med katerimi neodvisnimi
spremenljivkami)

m Visoke korelacije (nad 0,9) med (lahko samo nekaterimi)
ocenami regresijskih koeficientov (tabela Coefficient
Correlations). - Ocene regresijskih koeficietnov, med
katerimi je mocna korelacija, so zelo mocno povezane (Ce
se spremeni ena, se spremeni tudi druga). Razmisliti je
potrebno o izkljuc“:itvi ali zamenjavi kaksne od teh
spremenljivk.
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"
6 Ugotavljanje multikolinearnosti - primer

O Uporabili bomo umetne podatke
“multikolinearnost.sav”. Notri imamo spremenljivke:
X1 — prva neodvisna spremenljivka
X2 — druga neodvisna spremenljivka
x12 — spremenljivka, izraCcunana kot
x12 = x1 + x2 + err (majhna napaka)

Spremenljivka x12 je skoraj popolna linearna kombinacija
spremenljivk x1 in x2.

y — neodvisna spremenljivka, kjer je pravilen model
y =100 + 2*x1 - 0.5*x2 + e (napaka)

m Ocenimo dva modela:
y =By + Bx1 + B,x2 + ¢ (ni multikolinearnosti)
y =B, + B X1 + B,x2 + B,x12 + ¢ (multikolinearnost je)

15
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6 Ugotavljanje multikolinearnosti - primer

m Zahtevamo linearno regresijo kot obicajno
(Analyze — Regresion — Linear).
m Za 1. model v polje Dependent prenesemo

odvisno spremenljivko y, v polje Independents pa
spremenljivki x1 in x2.

m Za 2. model v polje Independents poleg

spremneljivk X1 in x2 dodamo se spremenljivko
x12.

m V oknu Linear Regression izberemo v podoknu
Statistics (dobimo ga s klikom na gumb Statistics)
dodatno se Collinearity diagnostics in v okvircku
Regression Coefficients se Covariance matrix

16
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6 Ugotavljanje multikolinearnosti — primer

1. model (ni multikolinearnosti)

ANOVA
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression |48673,225 2 24336,613 237,064 ,0002
Residual 9957,863 97 102,658
Total 58631,088 99
a. Predictors: (Constant), x2, x1
b. Dependent Variable: y
Coefficient
Unstandardized Standacr)d%
Coefficients Coeffigi€nts Collinearity Statistics
Model B Std. Error Béa t Sig. Tolerance VIE
1 (Constant) 99,785 11,125 8,969 ,000
x1 1,913 , 100 ,800 19,106 ,000 ,999 1,001
X2 -,480 ,04£y -,409 -9,761 4 ,999 1,001

a. Dependent Variable: y / //'

m Rezultati F-testa in t-test ujemajo (oboji
SO mocCno znacilni)

m Toleranci sta visoki (blizu 1)
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6 Ugotavljanje multikolinearnosti — primer
1. model (ni multikolinearnosti)

Coefficient Correlation%

Model X2 x1
1 Correlations  x2 1,000 ,035
x1 ,035 1,0
Covariances x2 ,002 ,000
x1 ,000 ,010

a. Dependent Variable: y

m Korelacije med regresijskima koeficeintoma
(za spremenljivki x1 in x2) so Sibke (blizu 0).
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6 Ugotavljanje multikolinearnosti — primer
1. model (ni multikolinearnosti)

Collinearity Diagnostic®s

Condition Variance Proportions
Model Dimension | Eigenv alue Index (Constant) x1 X2
1 1 2,964 1,000 ,00 ,00 ,00
2 ,031 9,801 ,03 ,89 ,08

3 ,005 24,718 ,97 ,10 91
a. Dependent Variable: y

m Indeks pogojnpsti ni zelo velik (pod 30),
ceprav je ze kar znaten.

m Najmanjsa lastna vrednost ni skoraj O.



6 Ugotavljanje multikolinearnosti — primer

2. model (multikolinearnost je)
-
ANOVA
Sum of
Model Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression |48673,233 3 16224,411 156,414 ,0002
Residual 9957,855 96 103,728
Total 58631,088 99 /
a. Predictors: (C.onstant) x12 x1 x?2
Coefficient$
Unstandardized Standardized /
Coefficients Coefficients Collinearity Statistics
Model B Std. Error Beta t Sig. Tolerance VIF
1 (Constant) | 99,766 11,394 Y 8,756 ,000
x1 1,903 1,137 , /#6 1,673 098 ,008 127,852
-,490 1,129 417 -,434 65 / 02 523,123
,010 1,136 ,010 ,009 02 631,749

x12
a. Dependent Variable: y

7

m Rezultati F-testa In t-te
test je znacilen, t-te

m [olerance so nizke

se ne ujemajo (F-

niso)

lizu 0)
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6 Ugotavljanje multikolinearnosti — primer
2. model (multikolinearnost je)

Coefficient Correlationd

Model x12 x1 X2
1 Correlations  x12 1,000 -, 996 -,999
x1 -,996 1,& ,995

X2 -,999 995 \ 1,

Covariances x12 1,292 -1,287 -1,28
x1 -1,287 1,293 \,\278
X2 -1,282 1,278 274

a. Dependent Variable: y \

m Korelacije med regresijskimi koeflcienti (za
spremenljivke x1, x2 in x12) so zelo mocCne
(velike, po absolutni vrednosti blizu 1)

21



6 Ugotavljanje multikolinearnosti — primer
2. model (multikolinearnost je)

Collinearity Diagnostics

Condition Variance Proportions
Model Dimension | Eigenv alue Index (Constant) x1 X2 x12
1 1 3,962 1,000 ,00 ,00 ,00 ,00
2 ,032 11,088 ,01 ,01 ,00 ,00
3 ,006 26,066 ,96 ,00 ,00 ,00
4 7,72E-006 716,217 ,03 ,99 1,00 1,00

S

m Indeks pogojnosti je ogromen (mocno nad

m Najmanjsa lastna vrednost je skoraj 0.



"
8 Model je pravilno specificiran

(nastavijen)

m  Mozne krsitve te predpostavke so:
V modelu manjka relevantna spremenljivka
V model je vkljuCena nerelevantna spremenljivke

Uporabljena je napacna funkcijska zveza med
spremenljivkami

m  Specifikacijska napaka je navadno posledica slabe
teoretiCne osnove modela.

m Ze pred izvedbo raziskave je namreé potrebno
teoreticno opredeliti vse relevantne vplive na pojav, Ki
ga proucujemo.

m V nasprotnem primeru dobimo kot rezultat regresijske
analize morda navidezno dobre ocene, ki pa so zaradi
napacnega modela zavajajocCe.

23



" J
8 Posledice specifikacijskih napak —
manjkajocCa relevantna spremenljivka

To pomeni, da smo npr. namesto pravilnega modela:
Y=L + Xy +6X; + €
izbrali (ocenili) model
Y=a,+a,X;+U

m Cesta spremenljivkiX; In X, korelirani (kar navadno sta),
to pomeni, da se bo koeficient a, razlikoval od prave
vrednosti B, in s tem bo ocena vpliva spremenljivke X; na
odvisno spremenljivko zavajajoca.

m  Ne glede nato, ali sta spremenljivki korelirani ali ne, bomo
dobili napacno oceno koeficienta a,.

m Manjsa pojasnjevalna moC modela (manjsi R?) in
poslediCno manj natancne napovedi vrednosti odvisne
spremenljivke.

m  Napako je zelo tezko odkriti. Zato je potrebno pred analizo

pozorno preuciti teorijo o pojavu, ki ga preucujemo. ”s
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8 Posledice specifikacijskih napak —

vkljuCena nerelevanta spremenljivka

m Posledice naCeloma niso tako hude. Tako
napacno specifikacijo pa tudi hitro opazimo iz
neznacilnih t vrednosti.

m Toda napacno bi bilo vkljuCevati v model
spremenljivke brez kakrsne koli teoretiCne
osnove. S tem namreC zmanjsujemo
ucinkovitost ocen parametrov in povecujemo
moznost multikolinearnosti.

m POZOR: Prav tako ni dobro izkljuCevati
spremenljivk zgolj na podlagi t-testov.
Spremenljivko izklju€imo le, Ce je to teoreticno
smiselno, drugace pa le, Ce je nujno
(premajhen vzorec, prevellka
multikolinearnost,...)



" J
8 Posledice specifikacijskih napak —
napacna funkcijska zveza

Indikator|i:

m  Nepravilna porazdelitev rezidualov (glej
prejsnje tocke 1-5 in predavanje 10).

Popravek:

m  Poskusamo ugotoviti pravo obliko funkcije
(predavanje 9)

Posledice:

m  Napacni sklepi (o vrsti povezanosti med
spremenljivkama, moci povezanosti, ...).

26



"
1-5 Predpostavke o rezidualin /specifikacijske
napake

Vse predpostavke izpolnjene
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1-5 Predpostavke o rezidualin /specifikacijske

napake

Standardizirani reziduali
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1-5 Predpostavke o rezidualih /specifikacijske

napake

Standardizirani reziduali
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1-5 Predpostavke o rezidualin /specifikacijske
napake

Manjkajoca relevantna spremenljivka
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1-5 Predpostavke o rezidualih /specifikacijske
napake

Nelinearna zveza
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1-5 Predpostavke o rezidualih /specifikacijske

napake

Serijska avto-korelacija napak
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1-5 Predpostavke o rezidualih /specifikacijske
napake

Serijska avto-korelacija napak
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