4. Opisi in analiza sistemov
vodenja

Matematicno modeliranje

Simulacija

Lastnosti dinami¢nih sistemov

Laplace-ova transformacija

Blokovni diagrami

Uvod v analizo sistemov v ¢asovhem prostoru

4.1 Matemati€éno modeliranje

e Zahtevnost nacrtovanja vodenja

e logi¢no in sekvencno vodenje
logi¢ne zveze med vhodnimi in izhodnimi signali
enostavno nacrtovanje

e zaprto-zan¢no vodenje oz. regulacija
zveza med vhodnimi in izhodnimi signali je bolj zapletena
bolj zahtevno nacrtovanje
podprto z matemati¢no analizo

e Sistemi vodenja so dinami¢ni sistemi
e v njih potekajo procesi
e stanje se spreminja s ¢asom
e potrebujemo univerzalen opis tega spreminjanja
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Matematic¢ni opis dinami¢nega
sistema

e Univerzalen opis spreminjanja stanja sistema

vhodni izhodni
signal u( ¥ signal

e i5¢emo matemati¢no relacijo med vhodom sistema u(z) in

izhodom sistema y(¢)

Primeri matemati¢nega opisa
- elektri€no vezje RC

R (upornost)
vy u(t)=U(0)
u(t) L vo C (kapacitivnost) ~ U,.(0) .0 (1) y(t) — UC (l)
Uc(0) =y,
Razmere v vezju opisuje enacba U@ _ —LU(,(t)+LU(t)
dt RC ~ RC
o 3 i dy(t
Ce upo_stevamo ozgak.e zau |rly iy () —ayO)+bu(t),  y(0)=y,
ter vpeliemo -1/RC=a in 1/RC=b dt

Za enoli¢en opis potrebujemo tudi zaCetno stanje
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Primeri matemati¢nega opisa
- mehanski vztrajnik

vztrajnostni moment
\ u(t)=M(t)
o ) ; _) 0 (1) =olt)
o \ , () @(0) =y,
vzbujevalni moment dusenje

Vrtenje opisuje enacba M@)=J di;ft) + fo(t)
o 3 i dy(t
Ce upostevamo cjzn_anke zauiny y(0) —ay(O+but),  w(0)=y,
ter vpeliemo -fi/=ain 1/J=5b dt

Primeri matemati¢nega opisa
- ogrevalni sistem

T. - zunanja temperatura
m - masa zraka u(t) = P(t)
¢, -specifi¢na toplota
«0 zraka X T.(t)=T, = konst.
dovedfna P(f) —~ —— ggt)ranja y(t) = T(t) - Tz
energlja = temperatura
T(0)-T. =y,
S - povrsina sten, podov in strehe (ovoja stavbe)
d - efektivna debelina ovoja
A - povpreéna toplotna prevodnost ovoja
I - . dT(t) AS
Prehajanje toplote opisuje enacba P(t)=mc @ +—={T@®)-T.)
Podt d :
Ce upostevamo oznake za u in y, &)
T, = konst., ter vpeliemo -AS/mc,d = a el ay()+bu(®),  y(0)=y,

in l/mcp =b




Matematicni model sistema

e Enak matematicni opis za vse tri primere
e enacba, ki povezuje odvod vrednosti izhodne spremenljivke z
njeno trenutno vrednostjo in vrednostjo vhodne spremenljivke
e Diferencialna enacCba
e enacba, ki povezuje vrednosti odvisnih spremenljivk z
njihovimi prvimi ali vi§jimi odvodi
e sploden matemati¢ni opis dinami¢nega sistema
—P matemati¢ni model

e Matemati¢no modeliranje
e izpeljava matemati¢nega modela
e razline vrste modelov
e diferencialna enacba je ena od moznih oblik modela

ResSevanje diferencialne
enacbe

e Resitev
o funkcije, ki opisujejo potek odvisnih spremenljivk, in za
katere enacba velja
e obravnavani primeri: reSitev je asovni potek y(¢) pri danih
koeficientih a in b, zaCetnem stanju y, in danem €asovnem
poteku u(¢)
e Nacin reSevanja
e v preprostih primerih (npr. pri linearnih sistemih) lahko
reSitev izraCunamo analiti¢no

e v drugih primerih lahko dolo¢imo le numeri¢ni priblizek s
pomocjo raCunalnika

—p simulacija
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4.2 Simulacija

e V vecini realnih primerov

e matemati¢nih modelov ne poskuSsamo reSevati analiticno,
temvec jih reSujemo numeric¢no

e Povezava modeliranja in simulacije

e modeliranje

konstrukcija modelov
obravnava relacij med
procesom in njegovimi
modeli

e simulacija
eksperimentiranje z modeli
izracun ¢asovnih odzivov
sistema, ki jih vrednotimo
glede na realni sistem

Razvoj simMacijskega modela

MATEMATICNI
MODEL

A Vcriﬁk‘,,%

~

Namen, omejitve !!!
Analiza, Al
REALNI o o Amliza SIMULACIJSKI
MODEL

modeliranje
SISTEM sistema
Eksperimentiranje Eksperimentiranje

na sistemu Vredno- z modelom
tenje

PODATKI O

PODATKI O
> SISTEMU [~

MODELU

MODELIRANJE

SIMULACIJA

Pomen in moznosti simulacije

e Moznost eksperimentiranja, ne da bi se morali pri
tem ukvarjati z realnim objektom
e boljSe razumevanje delovanja
e napovedovanje obnasanja
e preizkusanje razli¢nih moznosti pri na¢rtovanju sistemov
e ucenje in vadba upravljanja s sistemom

e RacunalniSka simulacija
e tek specialnega programa
rezultat je Casovni odziv modela, ki opisuje obnasanje
modeliranega procesa
e simulacijska programska orodja
specializirani programi za modeliranje in simulacijo
veCinoma grafi¢no usmerjena



Simulacijska shema

e Posebna grafiCna predstavitev
e osnova zvezne simulacije
signali se v ve¢jem delu opazovanega Casa zvezno
spreminjajo
spremenljivke stanj in njihovi odvodi so zvezni preko
celotnega simulacijskega teka

e Gradniki so bloki
e predstavljajo doloCene funkcije v simulacijski shemi
e grafiCna predstavitev blokov se razlikuje med posameznimi
simulacijskimi programskimi orodji
e uvedli bomo univerzalne bloke simulacijskih shem, ki so
neodvisni od uporabljenega simulacijskega orodja

Osnovni simulacijski bloki

Xy

X, n
’ v =3 x SUMATOR
=1
Xy
»0)
x v v =[x(@)dr+3(0) INTEGRATOR
0

X k ¥ y=kx OJACEVALNI BLOK

Najpomembnejsi blok v simulacijski shemi — integrator
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Delovanje integratorja

e Odziv na stopniCast vhodni signal

u(t)

L 0, <0 enotina
u(f) = .
1, t>0 stopnica

Ceje y(0)=0 0
u(?) w0
dobimo 0

y(z)=j1-dr+0:z =1, 120
0

0

o 1 t

Delovanje integratorja

e Odziv na stopnicast vhodni signal, drugacno

zacCetno stanje
p0]

Ceje y(0)=2

u(f) (o)
dobimo

t

y(t):j1~dr+2:r\ +2=142, t20
0 0

0 1 t

e Vidimo, da je vrednosti izhoda integratorja odvisna
e od vrednosti vhoda

e od vrednosti zaetnega stanja, v kateri se odraza preteklo
dogajanje
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Delovanje integratorja

e Odziv na pulzni vhodni signal

u(f)

0, t<0
1
u(t)=<1, 0<tr<2
0

t>0

0 1 2 3 1 0

cejey(0)=0
u(t) ()
dobimo
¢ jl'dT’ Ost<2 t, 0<t<2
y(t):.([u(f)dTW(O): 2 : :{2, 1>2

jl-dr+jo-dr t>2
0 2

Delovanje integratorja

e Odziv na pulzni vhodni signal

(o)
2
u(f)

1 1

0 1 2 3 t o 1 2 3 ‘

e Vidimo, da lahko integrator daje od ni€ razlicen
signal na izhodu tudi v trenutkih, ko je vhodni signal
enak nic

e posledica vrednosti vhodnega signala, preden je ta postal
enak ni¢

e integrator pomni preteklo dogajanje
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Vloga integratorja v
simulacijski shemi

»0)
o Pri
x(t) )

velja y()= jx(r)dr +(0)

d
¢e enacbo odvajamo, dobimo %t)ﬂ(t)

e Vhod integratorja je enak odvodu signala, ki se
nahaja na njegovem izhodu

e Ce s pomocjo sumatorja in ojaCevalnega bloka poveZzemo
izhod in vhod integratorja, lahko na ta nacin predstavimo
diferencialno enacbo v obliki simulacijske sheme

Primer simulacijske sheme

e Diferencialna enacba iz uvodnih primerov

0]

w0+ bu(t),  ¥(0)=y,
t

e Glede na zvezo med vhodom in izhodom
integratorja moramo zagotoviti
x(t) = ay(t) +bu(t)
e Ustrezna shema je
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Simulacija RC-vezja

e Simulacijska shema

u()) ©

predpostavimo
zacCetno stanje

W0)=0

e Odziv na dolo€en vhodni signal

wo *

u(t) = 0, 1<0  stopnica z U,
U,, t=20 amplitudo U,

Simulacija diferencialne
enacbe

e Postopek

1. preuredimo enacbo tako, da ostane na levi najvisji odvod,
vse ostalo prenesemo na desno

2. nariSemo zaporedno vezavo » integratorjev, Ce je n red
najvidjega odvoda v enaébi
3.z upostevanjem izhodov vmesnih integratorjev kot
odvodov niZjega reda sestavimo izraz na desni strani
enacbe in izhod tega izraza priklju&imo na prvi integrator
e Indirektna metoda za simulacijsko reSevanje
diferencialne enacbe

e ter Ce v enacbi ne nastopajo odvodi vhodnega signala
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Primer simulacije diferencialne
enacbe

Enacba 1. korak

d’y(t) ‘a % +ayy(t) = byt(t) d’y(0) _  dy(t)

=—a,——=—a,y(t) +byu(t)

dt* dr? dt

2. korak

3. korak

u(t)o

)

Uporaba osnovnih
simulacijskih blokov

e Lahko zgradimo enostavne simulacijske sheme
e simulacija sistemov, ki so modelirani v obliki diferencialnih
enacb
e IzraCun signalov v shemi
e numeri¢ne integracijske metode

posebni racunski algoritmi, ki jih tu podrobneje ne
obravnavamo

e Simulacijske sheme lahko uporabimo kot osnovo za
simulacijo s programskimi orodiji, npr. Simulink
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4.3 Lastnosti dinamicnih
sistemov

e Mnoge lastnosti dinamicnih sistemov lahko dolo¢imo
iz zapisa enacbe sistema, ne da bi poznali njeno
resSitev
e Obravnavali bomo
e Linearnost: medsebojna povezanost spremenljivk; zakon o
natovarjanju ali superpoziciji

e Casovno nespremenljivost — spremenljivost: odvisnost
parametrov od Casa

e Zveznost: odvijanje procesa v obliki neprekinjenih tokov

e Stabilnost: omejenost izhodnih signalov pri omejenih
vhodnih signalih

23

Linearnost

e Velja, Ce so zveze med vh. in izh. spremenljivkami
ter njihovimi odvodi podane z linearnimi izrazi

e npr. y()=au(t)+a, ali %zaly(tﬁ—azu(t)
e Sistemi, opisani s takSnimi enacbami, so
linearni sistemi

e Zanjih velja

e aditivnost } .
zakon natovarjanja

e homogenost ali superpozicije
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Lastnosti linearnih sistemov

e Aditivhost

e 0dziv na vsoto signalov je vsota odzivov na posamezen
signal

u,(t . . t
¢) hlnearm »(®
sistem (D +uy(?) | linearni Mz(t)

() | linearni ﬂ) sistem

sistem

e Homogenost

e (e s konstanto pomnozimo vhodni signal, dobimo z isto
konstanto pomnozZen prvotni odziv

u(®) | i i | V0 au(r) i i | @)
hlnearm 11.nearn1
sistem sistem

Lastnosti linearnih sistemov

e Zakon natovarjanja ali superpozicije

A A

Uy }Y1
>
t t
A A
Uy Y2
>
t t
A A
urtuy yityz
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Casovna nespremenljivost in
spremenljivost

e Sistem je Casovno
nespremenljiv

e Ce je oblika izhodov neodvisna 4 - 5 ;
od trenutka nastopa vhodov "o
e Sistem je Casovno
spremenljiv | R
e Ce je oblika izhodov odvisna Y ’

od trenutka nastopa vhodov

e Casovno spremenljive sisteme
opisujejo diferencialne enacbe
s spremenljivimi parametri

Zveznost

e Pri zveznih procesih masa in/ali energija prehajata
skozi dele procesa v neprekinjenih tokovih
e primeri: parni kotli, toplotni izmenjevalniki, preto¢ni reaktorji ...

A
y y
nezvezni sistem

S

t t
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Stabilnost

e Sistem je stabilen, ¢e na poljubne omejene vhodne
signale reagira z omejenimi izhodnimi signali
e omejeni vhodni signali:
stopnicasta funkcija, pravokotni impulz, sinusoida ipd.
e neomejeni vhodni signali:
linearno narad¢ajoc€a funkcija, eksponentno narascajoca f.
e Mejno stabilen sistem se na nekatere omejene
vhodne signale odzove z neomejenim odzivom
e primer: integrator in stopni¢ast vhodni signal

e Nestabilen je sistem, ki na vsak omejen vhodni
signal reagira z odzivom, ki kaze tendenco
narasCanja prek vseh meja

29

4.4 Laplace-ova transformacija

e Matemati¢no orodje, primerno za reSevanje linearnih
diferencialnih enacb
e velik pomen pri analizi in nartovanju dinami¢nih sistemov

e Omogoca preslikavo ¢asovnih funkcij
e funkcije kot sinusoida, eksponentna funkcija ipd. postanejo
racionalne funkcije (kvocient polinomov) nove
spremenljivke s
e Omogoca predstavitev dinami¢nega sistema s
prenosno funkcijo

e prevladujoCa predstavitev linearnih sistemov v teoriji
vodenja
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Predstavitev sistema z
diferencialno enacbo

e Predstavitev linearnega, ¢asovno nespremenljivega
zveznega sistema z enim vhodom in enim izhodom

z diferencialno enacbo
e vhodno-izhodni zapis sistema

u(?) y(0)

——> sistem |

y(”) O+ anfly(”") ®+...+ a,y(') &) +ay(t)= bmu('”’ )+ bwlu(””')(t) +...+ b,u“’(t) +byu(t)

n ... red sistema

N d"y(t)
n>=m (realizabilni sistem) x

y)(£) oznaduje n-ti odvod, y"(¢) = o

Laplace-ova transformacija in
prenosna funkcija

e Predstavitev linearnega, Casovno nespremenljivega
zveznega sistema z enim vhodom in enim izhodom
s prenosno funkcijo

e diferencialna enacba in prenosna funkcija sta povezani
preko Laplace-ove transformacije

U(s) Ges) Y(s)

b,s" +b, s"" +--+bs+b,

s"+a, "+ +as+a,

n—

G(s)=
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Laplace-ova transformacija

e Laplace-ova transformacija Casovni funkciji f(¢)
priredi novo funkcijo F (s), ki jo imenujemo Laplace-
ov transform

L f(t) > F(s)

e transformacija je definirana le za pozitivni del ¢asovne osi,

zato privzamemo f(£)=0,1<0
e Primer:
f()y=e“, t=0

F(s)= £[f@0)]=—

s+a

Lastnosti Laplace-ove
transformacije

1. Mnozenje s konstanto
LIg0]=kF(s), e L[f®)]=F(s)
2. Vsota in razlika
LK+ £L(0)]=F()£ Fy(s)
¢e privzamemo

LIf0O)=Fs) in Lf,(0]=F(s)

Lastnosti 1 in 2 pomenita, da je Laplace-ova
transformacija linearna preslikava
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Lastnosti Laplace-ove
transformacije

3. Odvajanje

Z[df(”} = SF(s)~ £(0°)
dt

&e privzamemo L[f(t)]= F(s)
in /(0") pomeni vrednost, proti kateri limitira /', Ce se tocki 0
blizamo z desne (npr. pri enotini stopnicije /(0")=1)

[{d;ftn( Z)} =5"F(s)=s""f(07) =5 fP(0") —...= £7(0")

Lastnosti Laplace-ove
transformacije

4. Integriranje

F(s)
s

[{j‘ f(r)dr} =
&e privzamemo L[ (t)]= F(s)
Operaciji diferenciranja in integriranja se pri

Laplace-ovi transformaciji preslikata v mnozenje
oz. deljenje s spremenljivko s
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Preslikava diferencialne
enacbe

e Zaradi lastnosti Laplace-ove transformacije pri
odvajanju lahko prevedemo diferencialno enacbo v
algebrajsko

e Primer: d);(tt):ay(t)-kbu(t), $(0)=0

po transformaciji £ [d“:l(;)} = Lay(t) +bu(v)]

sY(s)=aY(s)+bU(s)
lahko izrazimo Y(s) =LU(s)
S—a

¢e poznamo U(s), lahko izraCunamo Y(s)

Prenosna funkcija

e Vzemimo linearni, Casovno nespremenljivi zvezni
sistem z vhodom u(¢) in izhodom y ()

L
4)u(t) sistem 4})}(0 |:> 4>U(S) G(s) 4>Y(S)
e Definicija:

Prenosna funkcija linearnega, ¢asovno
nespremenljivega sistema je definirana kot razmerje
Laplace-ovega transforma izhodnega signala in Laplace-
ovega transforma vhodnega signala ob predpostavki, da
so zacCetna stanja sistema enaka nic.

4-19



Prenosna funkcija

e Prenosna funkcija in diferencialna enacba sta dve
razlicni obliki zapisa matemati¢nega modela sistema

u(t) | sistem | Y0 YOO +a, y" O+ ay () +ay(0) =
— . >

(dif. en.) bu™ () +b, u" V() +...+bu®(t)+byu(t)

Lu(®)] = Uls) LO1=Ys) s"Y(s)+a, s"'Y(s)+...+asY(s)+a,Y(s)=
— G(s) —>

b,s"U(s)+b, s""U(s)+...+bsU(s)+bU(s)

Y(s) b,s"+b, s"" +...+b,

G(S) = - n n—1
U(s) s"+a, " +...+aq,

Prenosna funkcija

U(S) Y(S) Y(s) _

m m—1
G(s) G(s)=b'”s +b, ,s" +...+b,

U(s) s"+a, s"+...+a,

e Prenosna funkcija je model sistema in izraza
povezave med vhodom in izhodom

m m—1
b,s"+b, s" +...+b, U(s)
n n-1
s"+a, s" +...+a,

n

Y(s)=G(s)-U(s)=

e Prenosna funkcija je lastnost sistema in je
neodvisna od vhoda ali za€etnih stanj

e Enote so odvisne od enot vhodnega in izhodnega
signala
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Primer — elektri¢cno vezje RC

R (upornost)
! 1?\} u(t)=U(®t)
u(t) L vo C (kapacitivnost) ~ U_.(0) o) B0 y(t) — UC (l)
Uc(0) =y,
a1 1
———=—— () +—ul(t
TR TR Tl

Rc%wo):ua) /L
RCSY(s)+Y(s) = U(s)

G(S):Y(S): 1
U(s) RC-s+1

Znacilni sistemi in njihove
prenosne funkcije

1. Integrator

W(t) = ju(z’)d‘r pri dolo¢anju prenosne funkcije

o predpostavimo zacetni pogoj 0

LIy@)]= [[Iu(r)dr}

Y(s) = %U(s)

Y 1

G(s)= U(s) s

prenosna funkcija integratorja

L
@ O,y 0] 1|
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Znacilni sistemi in njihove
prenosne funkcije

2. Diferenciator

_du(t)

y(t) = %

_ du(t)
ANGIE Z[dt }
Y(s) = sU(s)—u(0") S(rggpf(s)tavimo zacetni pogoj
G(s)= Y(s) =5

U(s) prenosna funkcija diferenciatorja

t L U Y(s)
u(?) % B0 :> (s) S

Znacilni sistemi in njihove
prenosne funkcije

3. Sistem 1. reda

T%wa):m(r) /L

TsY(s)+Y(s)=KU(s) predpostavimo zacetni pogoj y(0") =0
(Ts +1)Y(s) = KU(s)

Y6 K

= prenosna funkcija sistema 1. reda
U(s) T-s+1

G(s)=

K ... ojagenje sistema
T ... Gasovna konstanta sistema

L
u(®) | sistem | Y0 :> U(s) K Y(s)
1. reda Ts+1
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Znacilni sistemi in njihove
prenosne funkcije

4. Sistem 2. reda

2
D0 1250, 201 0250 -0/u) /£

s?Y(s)+2¢m,sY (s)+ 0, Y (s) = 0,"U(s) predpostavizno zacetni pogoj
0% =0inyM(0") =07 =0
(s2+2ga)ns+a)nz)Y(s):a)an(s) ¥(07) =0in yH(07) = y’(0%)

2
G(s) = Y(s) _ @, prenosna funkcija sistema 2. reda

-2 2
Uls) s +20,5+0, , ... lastna frekvenca
nedusenega sistema
¢ ... dusilni koeficient

2

L
u(® | sistem | Y0 :> Uls) o, Y(s)

2. reda s +2m5+ 0,

Znacilni signali in njihovi
transformi

1. enotin impulz 6 (¢) (tudi 6- impulz)

& +o0, t=0

5(1):{ ’

. £ls0]=1
ja(t)dtzl

of t

2. enotina stopnica 1(¢)

1(1)
| —m——— 1([):{0, t<0 [[l(t)]zl

1, t20 Ky
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Znacilni signali in njihovi
transformi

3. enotina rampa

t, t20

D)
‘ f(t):{o’ £<0 Z[f(t)]=i2
S

of 1 '

4. eksponentna funkcija

J(U]

1

f(t)={ 00 ) =—

e, 120 s+a

ol '

Znacilni signali in njihovi
transformi

5. obrnjena eksponentna funkcija

1

1
Rt fO==0-e", 20  L[f@)]=
» [F (0] o

ol

6. sinusna funkcija

Sy
' =si Lfr0]==2
h /\ f(@)=sin(wt), t>0 [f( )] PR
ol vE t
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Znacilni signali in njihovi

transformi

7. kosinusna funkcija

1
AV
8. duSena sinusna funkcija
V0] f@)= Le'g‘“’ sin(w,t), t=0
1 peee wd
@, =\1-¢’
0 2n t
+2¢ws + @

Racunanje odziva sistema

e Sistem 1. reda s prenosno funkcijo G(s):%

vzbujamo z enotino stopnico

WO =1(6) = Uls)=2

Sy
’\ A fO=cos(en, 120 L[f(1)]=
on \ ‘

N

'+’

s
|
e ﬁ% - s(s2+ 1)

iz tabele transformov razberemo

1 1
= 1_ —at —
[{ a (d-e )} s(s+a)
izraz za Y(s) preuredimo in dolo¢imo y(t):

Y(s)= 2 =2-
_s(s+l)_ s(s+1)

= ) =2(1-¢")

s+1
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