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Poglavje 4

Opisi in analiza sistemov vodenja

Do sedaj smo podrobneje obravnavali logi¢no in sekvencéno vodenje, kjer so bile v
ospredju logiéne zveze med vhodnimi in izhodnimi signali. Nacrtovanje vodenja
je v teh primerih dokaj preprosto.

Velik delez pri vodenju sistemov pa predstavlja tudi zaprto-zanc¢no vodenje ozi-
roma regulacija. Zveza med vhodnimi in izhodnimi signali je v tem primeru bolj
zapletena, nac¢rtovanje vodenja pa je bistveno bolj zahtevno in mora biti podprto
z ustrezno analizo.

Za zacetek ponovimo, da so sistemi vodenja dinamic¢ni sistemi, kar pomeni, da:
e v njih potekajo procesi,

e se stanje spreminja s casom.

Potrebujemo univerzalen opis tega spreminjanja, ena od moznosti je matematicen
opis, do katerega pridemo z matemati¢nim modeliranjem.

4.1 Matematicno modeliranje

Znagilen vhodno-izhodni zapis sistema prikazuje slika 4.1. 7Z matematicnim opi-
som takSnega zapisa zelimo dolociti matematicno relacijo med vhodom sistema
u(t) in izhodom sistema y(t).

Oglejmo si nekaj primerov izpeljav tovrstne matematicne relacije.
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vhodni "0 9 YD izhodni
C—
signal o signal

Slika 4.1: Vhodno-izhodni prikaz sistema in matematicni opis

Primer 4.1 Elektri¢no vezje

Slika 4.2 prikazuje elektriéno vezje z uporom in kondenzatorjem (RC-vezje).

R (upornost)
u(?) i C (kapacitivnost) | U.(0) y(0)
—— U — Ve ——>

Slika 4.2: Elektriéno vezje z uporom in kondenzatorjem kot sistem

Vezje obravnavamo kot sistem z napajalno napetostjo u(t) = U(t) kot vhodom
in napetostjo na kondenzatorju kot izhodom y(t) = Ug(t). Cas opazujemo od
trenutka vklopa stikala. Pomembna je tudi napolnjenost kondenzatorja v tem
trenutku, kar odraza napetost Us(0) = yo.

7 upostevanjem Kirchoffovega zagona o vsoti napetosti v zanki lahko zapisemo

U(t) = Ur(t) + Uc(t) (4.1)
Velja tudi
Un(t) = Ri(t)
it) = d‘ii—(tt) (4.2)
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V enacbo (4.1) vstavimo zveze (4.2), preuredimo in dobimo

dUCZ(t) = RlcUc(t) + %U(t) (4.3)
oziroma z upostevanjem oznak za vhodni in izhodni signal
W ylt) + it (1.4
Vpeljemo Se oznaki _R_lC =ain % = b, upostevajmo zacetni pogoj in dobimo
ZVez0
WD ay(r) +butt), w(0) = o (45)

Sprememba izhoda je odvisna od trenutne vrednosti vhoda in trenutne vrednosti
izhoda, torej od tega, kaj se je prej dogajalo s sistemom. Zato za enolicen opis
potrebujemo tudi zacetno stanje. O

Primer 4.2 Mehanski sistem

Slika 4.3 prikazuje mehanizem z vztrajnikom.

vztrajnostni moment

— O\l > | \1) — >

Y
J / o (1)
M) f
| i
vzbujevalni moment dusenje

Slika 4.3: Mehanski sistem z vztrajnikom kot sistem

Prikazan mehanizem obravnavamo kot sistem z vbujevalnim navorom M na gredi
kot vhodnim signalom u(t) = M(t) in kotno hitrostjo w kot izhodnim signa-
lom y(t) = w(t). Signale pricnemo opazovati v trenutku, ko se vztrajnik vrti z
dolo¢eno kotno hitrostjo w(0) = yp.

Vrtenje vztrajnika opisuje enacba

M(t) = dei—it) + fuw(t) (4.6)
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kjer je J vztrajnosni moment vrtecega se dela in f koeficient dusenja v lezajih.

Ce vpeljemo koeficienta —§ =ain % = b ter upostevamo definiran vhod in izhod
sistema, dobimo
dy(t)

L = ay(n) +bu(t), y(0) = o (4.7)

Enako kot v prejsnjem primeru je tudi tu sprememba izhoda odvisna od trenutne
vrednosti vhoda in trenutne vrednosti izhoda. O

Primer 4.3 Ogrevalni sistem

Slika 4.4 prikazuje ogrevalni sistem v zgradbi.

Nnja temperatura

m - masa zraka

¢ - specifi¢na toplotna
u(t) r . (@)
— kapaciteta zraka :>
T(@)

dovedena | | P(r) jmm *—— notranja
energlja temperatura

S - povrsina sten, podov in strehe (ovoja stavbe)
d - efektivna debelina ovoja
A - povprecna toplotna prevodnost ovoja

Slika 4.4: Ogrevanje stavbe kot sistem

Prikazano zgradbo obravnavamo kot sistem z dovedenim toplotnim tokom P(t)
kot vhodnim signalom u(t) = P(t) ter razliko med temperaturo T'(¢) v prostoru
znotraj stavbe in zunanjo temperaturo 7, kot izhodnim signalom y(t) = T'(t) —
T.(t). Privzamemo Se, da se v obdobju opazovanja zunanja temperatura ne
spreminja, 7,(¢) = T, = konst. Signale pricnemo opazovati v trenutku, ko je
v prostoru temperatura 7'(0) in je razlika med notranjo in zunanjo temperaturo
T(0) =T, = yo.

Toplotne tokove v zgradbi opisuje enacba
dT(t) AS

P(t) = mey—— + F(T(t) -1T,) (4.8)

kjer je m masa zraka v stavbi, ¢, specificna toplota zraka, S skupna povrsina zu-
nanjih sten, podov in strehe (ovoja stavbe) in d efektivna debelina ovoja stavbe.
A je povprecna toplotna prevodnost ovoja stavbe. Prvi ¢len na desni strani enacbe
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(4.8) predstavlja akumulacijo toplote v ovoju stavbe, drugi ¢len pa toplotne iz-

gube skozi ovoj stavbe. Ce vpeljemo koeficienta — ﬂ;\i - = a in mlcp = b ter
upostevamo definiran vhod in izhod sistema, dobimo

dy(t)

o ay(t) + bu(t), y(0) =wo (4.9)

Tudi v tretjem primeru dobimo enako obliko zveze med vhodom in izhodom
sistema, seveda z drugacnima koeficientoma a in b. O

Vidimo, da smo dobili enak matemati¢ni opis sistema v vseh treh primerih. To
je enacba, ki povezuje odvod vrednosti izhodne spremenljivke z njeno trenutno
vrednostjo in vrednostjo vhodne spremenljivke. Taksno enacbo imenujemo dife-
rencialna enacba.

V splosnem diferencialna enacba povezuje vrednosti odvisnih spremenljivk z nji-
hovimi prvimi ali visjimi odvodi. Taksna enacba predstavlja splosen matemati¢ni
opis dogajanja v dinamicnem sistemu. TaksSen opis imenujemo tudi matematicni
model.

Matemati¢no modeliranje pomeni postopek izpeljava matemati¢nega modela.
Kot rezultat matemati¢nega modeliranja dobimo lahko razlicne vrste modelov,
diferencialna enacba je ena od moznih oblik modela.

Resitev diferencialne enacbe so funkcije, ki opisujejo potek odvisnih spremenljivk,
in za katere enacba velja. Pri obravnavanih primerih 4.1 do 4.3 je resitev casovni
potek y(t) pri danih koeficientih a in b, zaCetnem stanju gy, in danem ¢asovnem
poteku u(t).

V preprostih primerih (npr. pri linearnih sistemih) lahko taksno resitev izra¢una-
mo analiticno. V stevilnih drugih primerih lahko dolo¢imo le numeri¢ni priblizek
s pomocjo rac¢unalnika, cemur pravimo simulacija.

4.2 Simulacija

V vecini realnih primerov postanejo matemati¢ni modeli zapleteni in njihovo
reSevanje tezavno. V praksi zato obicajno matemati¢nih modelov ne poskusamo
reSevati analiticno, temvec jih reSujemo numeri¢no s simulacijo.

Modeliranje in simulacija sta neloc¢ljivo povezana postopka. Z modeliranjem kon-
struiramo modele in poskuSsamo zajeti za dolocen namen uporabe pomembne
znacilnosti sistema. Modeliranje tako obravnava relacije med sistemom in nje-
govimi modeli. Simulacija pa omogoca eksperimentiranje z modeli in izra¢un
casovnih odzivov sistema, ki jih vrednotimo glede na realni sistem (slika 4.5).
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- Razvoj simMacijskega modela
MATEMATICNI
MODEL
Namen, omejitve !!! \
. Y
Analiza,
REALNI modeliranje A SIMULACIJSKI
SISTEM sistema MODEL
Eksperimentiranje Eksperimentiranje
na sistemu Vredno- z modelom
tenje
+| PODATKI O +| PODATKI O
| SISTEMU MODELU
MODELIRANJE SIMULACIJA

Slika 4.5: Povezava modeliranja in simulacije

Pri obravnavi realnih sistemov je simulacija nadvse pomembna, saj odpira Stevilne
moznosti. Predvsem daje moznost eksperimentiranja, ne da bi se morali pri tem
ukvarjati z realnim objektom. To pripomore k boljSemu razumevanju delova-
nja, omogoca napovedovanje obnasanja in preizkuSanje razlicnih moznosti pri
nacrtovanju sistemov. Simulacija je nadvse uporabna tudi pri u¢enju in vadbi
upravljanja s sistemom.

Racunalniska izvedba simulacije je tek specialnega programa, katerega rezultat
je ¢asovni odziv modela, ki opisuje obnasanje modeliranega procesa. Ceprav je
mozno taksen program napisati v poljubnem programskem jeziku, je vsakokra-
tno vnovicno programiranje pri vsakem novem modelu preve¢ zamudno in raje
uporabljamo primerna orodja. V ta namen so bila razvita Stevilna simulacijska
programska orodja. To so vecinoma graficno usmerjeni specializirani programi
za modeliranje in simulacijo, ki omogocajo enostaven vnos strukture modela z
uporabo ze pripravljenih gradnikov, po potrebi pa tudi dodajanje specificne pro-
gramske kode.

4.2.1 Simulacijska shema

Za potrebe graficne predstavitve modelov, ki je bila sprva osnova simulacije z
analognimi racunalniki, dandanes pa se uporablja tudi pri graficnih simulacij-
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skih programskih orodjih, se je razvila posebna graficna predstavitev, imenovana
simulacijska shema.

Simulacijska shema je osnova zvezne simulacije, pri kateri se signali v ve¢jem delu
opazovanega Casa zvezno spreminjajo. Spremenljivke stanj in njihovi odvodi so
zvezni preko celotnega simulacijskega teka.

Gradniki so bloki, ki predstavljajo dolocene funkcije v simulacijski shemi.
Graficna predstavitev blokov se lahko razlikuje med posameznimi simulacijskimi
programskimi orodji, na tem mestu bomo zato uvedli univerzalne bloke simula-
cijskih shem, ki so neodvisni od uporabljenega simulacijskega orodja.

XI O
x2 O n

: ———y y=2%; SUMATOR

. =1
'xﬂ o—]

y(0)
t

x y y=[ x(9dt+ y(0) INTEGRATOR

0

x o @ oy y=kx OJACEVALNI BLOK

Slika 4.6: Osnovni gradniki simulacijske sheme

Uporabili bomo le osnovne simulacijske bloke, ki jih prikazuje slika 4.6. Od blokov
na sliki je v simulacijski shemi najpomembnejsi integrator, saj omogoca graficno
predstavitev diferencialnih enacb, kot bomo videli v nadaljevanju. Delovanje
integratorja ponazorimo s primeri odzivov na nekatere oblike vhodnih signalov.

Primer 4.4 Odziv integratorja na stopnicast vhodni signal

Slika 4.7 prikazuje integrator ter vhodni in izhodni signal pri stopnicastem vzbu-
janju.

Kot vhodni signal je uporabljena enotina stopnica, ki jo zapisemo kot

0, t<0
Mﬂz{l £>0 (4.10)
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unt (1)

u(?) L0}

0 t 0l 1 t

\4

Slika 4.7: Odziv integratorja na stopnicast vhodni signal

Ce je y(0) = 0, dobimo

t
—t t>0 (4.11)
0

t
y(t):/ l-dr+0=r71
0

Tudi slika 4.8 prikazuje integrator ter vhodni in izhodni signal pri stopnicastem
vzbujanju, a tokrat pri drugacnem zacetnem stanju.

w04

3
u(t)A

u(@) Y

A\

»
>

0 1 t

Slika 4.8: Odziv integratorja na stopnicast vhodni signal, drugacno zacetno stanje

Ce je y(0) = 2, dobimo

t
+2=t+2, t>0 (4.12)
0

t
y(t):/ l-dr+2=r71
0

|

Vidimo, da je vrednosti izhoda integratorja odvisna od vrednosti vhoda, pa tudi
od vrednosti zacetnega stanja, v kateri se odraza preteklo dogajanje.

Primer 4.5 Odziv integratorja na pulzni vhodni signal

Slika 4.9 prikazuje integrator ter vhodni in izhodni signal pri pulznem vzbujanju.
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4

u(Hf

0 2
1
1
u(t HD} 10
0 1 2 3 r
0

Slika 4.9: Odziv integratorja na pulzni vhodni signal

1 2 3 t

Uporabljeni pulzni vhodni signal zapisemo kot

0, t<0
ut)=4 1, 0<t <2 (4.13)
0, t>2

Ce je y(0) = 0, dobimo

t t
1-dr 0<t<?2
t) = d 0) = J ’ =
y(t) /OU(T)T“J() {f021.d7+f;0-d7, t>2
t, 0<t<?2
{2 t>2 (4.14)
O

Vidimo, da lahko integrator daje od ni¢ razlicen signal na izhodu tudi v trenutkih,
ko je vhodni signal enak ni¢. To je posledica ¢asovnega poteka vhodnega signala,
preden je ta postal enak ni¢. Lahko tudi recemo, da integrator pomni preteklo
dogajanje.

Oglejmo si §e vlogo integratorja v simulacijski shemi. Ce vhod integratorja
ozna¢imo z x(t) in izhod z y(t), velja

t
y(t) = / x(7)dt + y(0) (4.15)
0
Ce enac¢ho odvajamo, dobimo
—2 = x(t) (4.16)

Vhod integratorja je torej vselej enak odvodu signala, ki se nahaja na njegovem
izhodu. Ce s pomocjo seStevalnika (sumatorja) in ojacevalnega bloka povezemo
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izhod in vhod integratorja, lahko na ta nacin predstavimo diferencialno enac¢hbo v
obliki simulacijske sheme.

To si oglejmo na primeru diferencialne enacbe iz uvodnih primerov tega poglavja.
Zapisimo enacbo ponovno:

WO — ay(e) + butt). w0) =y (4.17)

Glede na zvezo med vhodom in izhodom integratorja moramo zagotoviti
x(t) = ay(t) + bu(t) (4.18)

Na vhod integratorja moramo pripeljati izhod seStevalnika, na vhoda le-tega pa
pripeljemo z a pomnozen izhodni signal integratorja ter z b pomnozen vhodni
signal u(t). Ustrezna shema je prikazana na sliki 4.10.

»(0)

dt

u(t) o @ (@)

———o ¥(2)

Slika 4.10: Simulacijska shema za resevanje diferencialne enacbe (4.17)

Predstavljena shema je splosna, za konkretno simulacijo, npr. simulacijo RC-
vezja, moramo le dolociti ustrezni konstanti a in b. Ustrezno simulacijsko shemo
prikazuje slika 4.11, na kateri je poleg sheme prikazan tudi potek izhodnega si-
gnala, e je zaCetno stanje y(0) = 0 in na vhod pripeljemo stopnicasto vzbujanje

amplitude Uy:
0, t<0
u(t) = { Uy, >0 (4.19)

4.2.2 Simulacija diferencialne enacbe

Na podlagi prikazanih primerov lahko zapisemo naslednji postopek za pretvorbo
diferencialne enacbe v simulacijsko shemo:
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(D

o (1)

ostalo prenesemo na desno stran.

2. korak: nariSemo zaporedno vezavo n integratorjev, ¢e je n red najvisjega
odvoda v enacbi.

3. korak: z upostevanjem izhodov vmesnih integratorjev kot odvodov nizjega
reda sestavimo izraz na desni strani enacbe in izhod tega izraza prikljucimo
na prvi integrator.

Opisan postopek imenujemo tudi indirektna metoda za simulacijsko resevanje
diferencialne enacbe, ker odvode predstavimo posredno, kot vhode integratorjev.

ter Ce v enachi ne nastopajo odvodi vhodnega signala.

Oglejmo si uporabo postopka na primeru.

Primer 4.6 Simulacija diferencialne enacbe 2. reda
Podana je enacba 2. reda v obliki:

d*y(t) ady(t)
dt2 Ut

+aoy(t) = bou(?) (4.20)

Do ustrezne simulacijske sheme pridemo po naslednjih korakih:

1. korak - preuredimo enacbo

2. korak - nariSemo dva zaporedno vezana integratorja (slika 4.12)

3. korak - sestavimo izraz —aldil—it) — aoy(t) + bou(t) na vhodu prvega integra-

torja, dobljeno shemo prikazuje slika 4.13.
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d’y dy

dt* dt y

Slika 4.12: 2. korak risanja simulacijske sheme

d’y dy
u() @ i’ dt
— y(2)
&

Slika 4.13: 3. korak risanja simulacijske sheme

|

Mozne so tudi drugacne predstavitve diferencialne enacbe s simulacijsko shemo,
ki jih uporabimo, kadar opisane indirektne metode ne moremo uporabiti. Vselej
pa lahko diferencialno ena¢bo predstavimo s simulacijsko shemo in na ta nacin
preidemo na numeri¢no resevanje.

7 uporaba osnovnih simulacijskih blokov tako lahko zgradimo enostavne simula-
cijske sheme, s katerimi predstavimo sisteme, ki so modelirani v obliki diferen-
cialnih enacb. Simulacijske sheme lahko uporabimo kot osnovo za simulacijo z
namenskimi programskimi orodji, npr. Matlab/Simulink, ki poskrbijo za pravilen
izracun signalov v shemi. Pomembno vlogo imajo pri tem numericne integracijske
metode, posebni rac¢unski algoritmi, ki jih tu podrobneje ne obravnavamo.

4.3 Lastnosti dinamic¢nih sistemov

Mnoge lastnosti dinamic¢nih sistemov lahko dolo¢imo iz zapisa enacbe sistema, ne
da bi poznali njeno resitev.

Na tem mestu bomo obravnavali

e Linearnost: medsebojna povezanost spremenljivk; zakon o natovarjanju ali
superpoziciji
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e Casovno nespremenljivost - spremenljivost: odvisnost parametrov od ¢asa
e Zveznost: odvijanje procesa v obliki neprekinjenih tokov

e Stabilnost: omejenost izhodnih signalov pri omejenih vhodnih signalih

Linearnost

O linearnosti govorimo, ¢e so zveze med vhodnimi in izhodnimi spremenljivkami
ter njihovimi odvodi podane z linearnimi matemati¢nimi izrazi, npr.:

y(t) = apu(t) + as (4.22)

—Y = aly(t)+a2u(t)

pri ¢emer so a; konstante, u(t) in y(t) pa ¢asovno odvisni spremenljivki.

Sistem, ki ima lastnost linearnosti, je linearen sistem. Za linearne sisteme veljata
dve delni lastnosti:

— aditivnost - odziv na vsoto vhodnih signalov u;(t) in uy(t) je vsota odzivov
na posamezen vhodni signal y; () in yo(t) (slika 4.14),

(@ | finearni | Y100 5
sistem uy () + uy() | finearni | V10 T 20

y,(0) sistem

u)(®) | linearni
sistem

Slika 4.14: Aditivnost

— homogenost - odziv na s konstanto pomnozen vhodni signal u(t) je enak

z isto konstanto pomnozenemu odzivu y(t); produktu au(t) torej pripada
odziv ay(t) (slika 4.15).

u® | linearni | Y au(®) | linearni | W0
sistem sistem

Slika 4.15: Homogenost
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Obe lastnosti povezuje zakon natovarjanja ali superpozicije, ki velja le za
linearne sisteme. Z besedami bi ga opisali na naslednji nacin: Ce vhod u; povzroéci
izhod v, in vhod us izhod yo, potem bo odziv na vhod u; + uy enak y; + ys.

Princip superpozicije ponazorimo s primerom na sliki 4.16.

A A
u, Y1

A\ 4
\4

Y2

A\ 4
\4

Uy tu, Yity,

N
>

t t

Y

Slika 4.16: Prikaz zakona natovarjanja ali superpozicije

Pomembna posledica linearnosti je tudi dejstvo, da je poljubni sistem, ki je se-
stavljen izkljucno iz linearnih elementov in/ali podsistemov, tudi linearen. Zato
lahko linearnost sistema preverimo tako, da se prepricamo o linearnosti njegovih
sestavnih elementov.

Seveda pa vsi sistemi niso linearni. Za nelinearne sisteme zakon natovarjanja ne
velja, o cemer se lahko prepricamo ze pri enostavni kvadraticéni zvezi spremenljivk:
¢e je y(t) = u(t)?, ne moremo preprosto sestevati delnih odzivov, saj (u; + ug)?
ni enako u? + u3.

Casovna nespremenljivost in spremenljivost

Sistem je casovno nespremenljiv, ¢e je oblika izhodov neodvisna od trenutka na-
stopa vhodov. V nasprotnem primeru je sistem casovno spremenljiv.
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Casovno spremenljive sisteme opisujejo diferencialne enacbe s spremenljivimi pa-
rametri.

Razliko med casovno spremenljivim in nespremenljivim sistemom ponazorimo s
sliko 4.17. Zgornji graf na sliki prikazuje potek vhodnega signala, srednji graf
odziv ¢asovno nespremenljivega sistema in spodnji graf odziv ¢asovno spremen-
ljivega sistema.

A\ 4

—
-
[N
—
[
—

EER
—

N,
>

— | >

—
\4

N

>

y(t)

S

E>’
C
-

Slika 4.17: Prikaz: a) vhodnega signala b) izhoda ¢asovno nespremenljivega pro-
cesa c¢) izhoda casovno spremenljivega procesa

Primer izrazito ¢asovno spremenljivega procesa je let rakete, ki z izgorevanjem
goriva zelo hitro izgublja tezo. V tem primeru seveda c¢asovne spremenljivosti
parametra mase m(t) ne smemo zanemariti. Drug primer je let letala, ki sicer tudi
porablja gorivo, a ne tako hitro. Pac¢ pa pri vzletu in pristanku hitro spreminja
viSino, pri ¢emer se spreminjajo aerodinamicne razmere v zraku okrog letala.
Zato se spreminja tudi odziv letala. Vidimo, da je lahko ¢asovna spremenljivost
posledica sprememb v sistemu, lahko pa je tudi posledica sprememb v interakciji
sistema z okolico. Ne gre pa zamenjevati teh sprememb z motnjami, ki so dodatni
vhodi v sistem.
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Zveznost

Pri zveznih (kontinuirnih) procesih, masa in/ali energija prihajata skozi
enote procesa v neprekinjenih tokovih (n.pr.: parni kotli, toplotni izmenjeval-
niki, pretocni kemicni reaktorji itd.)

Za razliko od njih pri Sarznih procesih pride do prekinitev omenjenih tokov.
Pri tovrstnih procesih v glavnem razlikujemo tri faze: polnjenje procesnih enot,
odvijanje procesov in praznjenje procesnih enot (n.pr.: Sarzni kemicni reaktorji,
rotacijske peci v industriji cementa, procesi toplotnih obdelav materialov, plavzi
itd.).

Kosovne pa imenujemo procese, pri katerih se objekti, ki jih obdelujemo, po-
javljajo v dolocenih ¢asovnih razmakih (n.pr.: v izdeléni industriji proizvodi iz
kovin, lesa, plastike, stekla itd.).

Stabilnost

Stabilnost lahko definiramo na razlicne nac¢ine, na tem mestu obravnavamo stabil-
nost glede na vhodne in izhodne signale sistema. V tem smislu je sistem stabilen,
¢e na poljubne omejene vhodne signale reagira z omejenimi izhodnimi signali.

Omejeni vhodni signali so: stopnicasta funkcija, pravokotni impulz, sinusoida itd.,
neomejeni pa: linearna naraScajoca funkcija, eksponentno narascajoca funkcija

itd.

Mejno stabilen sistem se na nekatere omejene vhodne signale odzove z neome-
jenim odzivovm, npr. integrator pri stopnicastem vzbujanju. Ce isti integrator
vzbujamo s pulznim signalom, bo odziv omejen.

V nasprotju s tem pa nestabilen sistem na vsak omejen vhodni signal reagira z
odzivom, ki kaze tendenco narascanja prek vseh meja.

4.4 Laplaceova transformacija

V' podpoglavju o matematicnem modeliranju smo obravnavali diferencialne
enacbe in splosen matematic¢ni opis dinamicnega sistema z njimi. Glede na obrav-
navane lastnosti sistemov lahko zapisemo Se, da lahko linearni, ¢asovno nespre-
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menljivi zvezni sistem z enim vhodom in enim izhodom opiSemo z navadno line-
arno diferencialno ena¢bo s konstantnimi koeficienti. Taksno enac¢bo imenujemo
tudi vhodno-izhodni opis sistema.

V teoriji vodenja pa se ve¢ uporablja druga predstavitev linearnih dinamicnih sis-
temov, in sicer prenosna funkcija. Da bi lahko vpeljali pojem prenosne funkcije,
pa moramo najprej obravnavati Laplaceovo transformacijo, na kateri ta predsta-
vitev temelji.

Laplaceova transformacija ¢asovni funkciji f(¢) priredi novo funkcijo F'(s), ki jo
imenujemo Laplaceov transform:

L:f(t)— F(s) (4.23)
Transformacija uposteva le pozitivni del casovne osi, pri tem pa mora biti ¢asovna
funkcija f(t) definirana za vsak ¢t > 0.

7 uporabo Laplaceove transformacije je mozno preslikati casovno odvisne funk-
cije, kot so sinusoida, dusena sinusoida, eksponencialna funkcija, itd. v racionalne
funkcije nove spremenljivke s. Racionalne funkcije lahko zapisemo v obliki kvo-
cienta dveh polinomov.

Primer 4.7 Transformacija eksponentne funkcije

Laplaceov transform eksponentne funkcije

flt)=e*, t>0 (4.24)

je
F(s) = £1f(0)] = —— (4.25)
[

Spremenljivka s je kompleksna spremenljivka:

5=0+ jw (4.26)
kjer o oznacuje njen realni del in w njen imaginarni del.

Operacije kot npr. diferenciranje in integriranje po casu se v t.i. Laplaceovem
prostoru izrazajo kot algebrajske operacije s spremenljivko s. Zato lahko z La-
placeovo transformacijo prevedemo diferencialne enacbe v algebrajske, ki jih laze
obravnavamo.

Zaradi teh znacilnosti je Laplaceova transformacija primerno matematicno orodje
za reSevanje diferencialnih enacb in je zato izjemno pomembna pri analizi in
nacrtovanju dinamicnih sistemov.
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4.4.1 Lastnosti Laplaceove transformacije

V teoreti¢no ozadje Laplaceove transformacije se na tem mestu ne bomo spuscali,
obravnavali pa bomo nekatere zanimive lastnosti Laplaceove transformacije:

1. Mnozenje s konstanto

LIEF(8)] = kF(s) (4.27)

2. Vsota in razlika

L[fi(t) £ fo(t)] = Fi(s) £ Fa(s) (4.28)
ce LIfi(t)] = Fi(s) in L[fa(t)] = Fa(s).

Lastnosti 1 in 2 pomenita, da je Laplaceova transformacija linearna presli-
kava.

3. Odvajanje

c {%f(t)] _ $F(s) - (0) (4.20)

¢e privzamemo L [f(t)] = F(s) in f(0T) pomeni vrednost f(t) prit =0, ce
se tocki 0 blizamo z desne: f(0F) = lim f(t) (npr. pri enotini stopnici je
t—0

f(07) =1). Za veckratne odvode velja

L [Lf(t)} == §"F(s) — s"LF(0T) — s"2fW(0F) — ... — L0

dtm
(4.30)
4. Integracija

c /ﬂﬂm _E) (4.31)

S
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¢e privzamemo L [f(t)] = F(s). Za veckratne integrale velja

L ] 7...7f(7)d7dt1...dtn_1 :Fs(f> (4.32)
0 0 0

Operaciji odvajanja in integriranja se pri Laplaceovi transformaciji presli-
kata v mnozenje oz. deljenje s spremenljivko s.

5. Zacetna vrednost

11_1}01 f(t) = Sli_)rrolo sF(s) (4.33)

6. Konc¢na vrednost

tliglo ft) = £1_1>r(1] sF(s) (4.34)
Lastnost velja, ¢e limita obstaja.

Kot smo videli, se operaciji odvajanja in integriranja preslikata v mnozenje oz.
deljenje s spremenljivko s. Zato lahko z Laplaceovo transformacijo prevedemo
diferencialne enacbe v algebrajske enacbe.

Primer 4.8 Transformacija diferencialne enacbe

Podana je diferencialna enacha

dy(t)

Po transformaciji
L {dil—gft)] = L |ay(t) + bu(t)] (4.36)
sY(s) =aY(s) +bU(s) (4.37)
lahko iz enacbe izrazimo Y (s):
b
Y(s) = . Ul(s) (4.38)
ali izrazimo razmerje 58
Y(s) b
= 4.
Uis) s—a (4.39)

Ce poznamo U (s), lahko izra¢unamo Y (s). O
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4.4.2 Prenosna funkcija

Ce predstavlja diferencialna ena¢ba model dinami¢nega sistema z vhodom w in

Y

izhodom y, potem imenujemo kvocient % prenosna funkcija.

Vzemimo linearni, ¢asovno nespremenljivi sistem z vhodom u(t) in izhodom y(t),
kot prikazuje slika 4.18.

] L
4>u(t) sistem 4})}(0 |:> Us) G(s) 1)

Slika 4.18: Prenosna funkcija

Definicija: Prenosna funkcija linearnega, ¢asovno nespremenljivega sistema je
definirana kot razmerje Laplaceovega transforma izhodnega signala in Laplaceo-
vega transforma vhodnega signala ob predpostavki, da so zacetna stanja sistema
enaka nic. O

Kot prikazuje slika 4.18, lahko linearni, ¢asovno nespremenljivi sistem tako pred-
stavimo tudi s prenosno funkcijo, transformiranim vhodom U(s) in transformira-
nim izhodom Y(s).

Prenosna funkcija in diferencialna enacba sta dve razliéni obliki zapisa mate-
mati¢nega modela dinamic¢nega sistema.

Sistem, ki ga opiSe linearna diferencialna enacba
Y () + anay™ V() + 4 ary(t) + agy(t) =
byt ™ () + by ™ D (8) 4 .+ byuV (2) + bou(t) (4.40)
tako lahko opisemo tudi z enac¢bo
s"Y(8) 4 ap18" Y (8) + ...+ a18Y(s) + Y (s) =
b s"U(8) + byy_18™ U (s) + ... 4 bysU(s) + byU|(s) (4.41)
iz katere sledi prenosna funkcija

Y (8)  bps™ + bpo1s™ T+ 4 bis+ by

G(s) = =
(s) Ul(s) §" + ap_18" L a5+ ag

(4.42)

Pri tem smo v enacbi (4.40) z 4™ oznagili n-ti odvod, podobno pa smo oznagili

realen, je n > m.

Prenosna funkcija je lastnost sistema in je neodvisna od vhoda ali zac¢etnih stanj.
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Primer 4.9 RC-vezje

V podpoglavju o modeliranju smo obravnavali RC-vezje, kjer smo kot vhod w(t)
definirali napajalno napetost U(t), kot izhod y(t) pa napetost na kondenzatorju
Uc(t). Vezje opisuje diferencialna enacba

dy(t) 1 1
Enacbo preoblikujmo in transformirajmo z Laplaceovo transformacijo
dy(t
RC% + y(t) = u(t) /ﬁ (4.44)

Ob predpostavki, da je napetost na kondenzatorju ob ¢asu 0 enaka 0, dobimo po
transformaciji

RCsY (s)+Y(s) =U(s) (4.45)
od koder lahko izrazimo prenosno funkcijo RC-vezja:
Y 1
G(s) = L) (4.46)

Ul(s) T RC-s+1

Ce poznamo transform casovnega poteka napajalne napetosti U (s), lahko izracu-
namo Y (s). -

V nadaljevanju si oglejmo nekatere znacilne sisteme in njihove prenosne funkcije

1. Integrator

y(t) = /0 u(T)dr + y(0) (4.47)

Pri dolocanju prenosne funkcije predpostavimo, da je y(0) = 0.

Llyt)] =L { /0 t u(f)df} (4.48)

1
Y(s) = S Ul(s) (4.49)
Prenosna funkcija integratorja je
Y 1
Gs) = 28 _ 1 (4.50)
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2. Diferenciator

() = 240 (451)
el = £ | (452)
Y(s) = sU(s) —u(0T) (4.53)

Pri dolocanju prenosne funkcije predpostavimo zacetni pogoj u(07) = 0 in
dobimo

G(s) = =5 (4.54)

. Sistem 1. reda

Sistem 1. reda opisemo s splosno enacbo in nad njo izvedemo Laplaceovo

transformacijo
T
di(t) +y(t) = Koult) / L (4.55)

Po transformaciji in ob predpostavki y(0*) = 0 dobimo
TsY(s)+Y(s) = KU(s) (4.56)

in prenosno funkcijo 1. reda

(4.57)

Konstanto K v prenosni funkeiji (4.57) imenujemo staticno ojacenje, kon-
stanto 1" pa casovna konstanta sistema.

. Sistem 2. reda

Sistem 2. reda opiSemo s splosno enacbo in nad njo izvedemo Laplaceovo
transformacijo

d*y(t)
dat2

+ QCWndZ—?) + wly(t) = wiu(t) /E (4.58)

Po transformaciji ter ob predpostavki y(07) = 0 in ¢/(0%) = 0 dobimo

(8% + 2Cw,s + WY (s) = w2U(s) (4.59)
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in prenosno funkcijo 2. reda

_Y(s) _ wp
Gls) = U(s) 824 2(wps +w? (4.60)

Konstanto w, v prenosni funkeciji (4.60) imenujemo lastna frekvenca nedu-
senega sistema, konstanto  pa dusilni koeficient sistema.

4.4.3 Znacilni signali in njihovi transformi

Pri racunanju odzivov so poleg prenosnih funkcij pomembni tudi transformi vho-
dnih in izhodnih signalov. Zato si oglejmo Se Laplaceove transforme nekaterih
znacilnih signalov.

1. Enotin impulz 06(t)

Enotin impulz je signal, katerega vrednost je 0 za vse od ni¢ razli¢ne case,
pri t = 0 pa je njegova vrednost neskoncna

5(t) = { *gf’ i;g (4.61)

Obenem pa velja, da je ploscina pod krivuljo signala enaka 1

/ syt = 1 (4.62)

o0

Signal §(¢) imenujemo tudi é-impulz. Obi¢ajno ga graficno prikazemo tako,
kot prikazuje slika 4.19.

8(1)

\

0] t
Slika 4.19: é-impulz

Laplaceov transform d-impulza je enak 1:

L] =1 (4.63)
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2. Enotina stopnica 1(t)

Stopnicast signal smo spoznali Zze pri obravnavi gradnikov simulacijske
sheme v poglavju 4.2.1. Kadar gre za enotino stopnico z amplitudo 1 to
vcasih poudarimo z oznako 1(t) (slika 4.20):

0, t<0
1(t) = { L t>0 (4.64)

14

\ 4

0 t
Slika 4.20: Enotina stopnica

Laplaceov transform enotine stopnice 1(¢) je:
LL(t)] = - (4.65)

Transform bi lahko izracunali z upostevanjem lastnosti Laplaceove trans-
formacije, saj vemo, da se integriranje signala preslika v deljenje s spremen-
ljivko s. Stopnico lahko namre¢ predstavimo tudi kot integral d-impulza:

t
1(t) = / d(7)dr (4.66)
Tu se pojavi vprasanje, ali lahko postavimo spodnjo mejo integrala na 0,
saj smo v definiciji /-impulza zapisali fj;o d(t)dt = 1. V veljavi je interpre-
tacija, da dobimo enak rezultat tudi, ce integriramo od 0 dalje. Pripadajoci
transform enotine stopnice je zato

(4.67)

. Enotina rampa

Signal enotine rampe od casa 0 naprej linearno narasSca z naklonom 1

(slika 4.21):
f(t) = { S i;g (4.68)
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fot

1

\ 4

0 1 t

Slika 4.21: Enotina rampa

Laplaceov transform enotine rampe (4.68) je:
LDl = 3 (4.69)

Tudi ta transform lahko izracunamo s pomocjo lastnosti integriranja, eno-
tino rampo namre¢ lahko predstavimo kot integral enotine stopnice oz.
dvojni integral J-impulza.

4. Eksponentna funkcija

Slika 4.22 prikazuje signal, ki za nenegativne ¢ase sledi eksponentni funkciji
z negativnim eksponentom:

ro={ vu 150 (4.70)

€ )

»
'

0 t
Slika 4.22: Eksponentno padajoca funkcija

Laplaceov transform eksponentne funkcije (4.70) je:

1

LU= —— (471)

5. Obrnjena eksponentna funkcija
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Slika 4.23 prikazuje signal, ki za pozitivne Case narasca in se eksponentno
priblizuje konéni vrednosti:

(1) = % (1—e ), >0 (4.72)
on
1
L
0 z=

Slika 4.23: Eksponentno padajoca funkcija

Laplaceov transform obrnjene eksponentne funkcije (4.72) je:

1

LU= (1.73)

Zadnja dva transforma sta spet povezana z lastnostjo odvajanja oz. inte-
griranja. Doloceni integral eksponentne funkcije je namrec

t 1 ! 1 1 1
/ e dr = ——e | = ——e ¥+ - =-(1-e") (4.74)
0 a 0 a a a

V skladu s tem dobimo transform (4.73), ¢e transform (4.71) delimo s spre-
menljivko s.

6. Sinusna funkcija

Slika 4.24 prikazuje signal, ki za pozitivne ¢ase periodi¢no niha v skladu s
sinusno funkcijo:

f(t) = sin(wt), t>0 (4.75)

Laplaceov transform sinusne funkcije (4.75) je:
LIf()] =

w

_ 4.76
52 4+ w? ( )

7. Kosinusna funkcija

Slika 4.25 prikazuje signal, ki za pozitivne ¢ase periodicno niha v skladu s
kosinusno funkcijo:
f(t) = cos(wt), t>0 (4.77)
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>

@

1

\/

Slika 4.24: Sinusna funkcija

fot

1

Slika 4.25: Kosinusna funkcija

Laplaceov transform kosinusne funkcije (4.77) je:

S
82 + w?

LIf#)] = (4.78)
Glede na transform (4.76) je transform (4.78) pomnozen s faktorjem 2, kar
se ujema z lastnostjo odvajanja. Izraz cos(wt) namre¢ lahko dobimo tudi
kot %%sz’n(wt), pripadajoci transform pa je zaradi odvajanja pomnozen Se

z Laplaceovo spremenljivko s.

. Dusena sinusna funkcija

Pri linearnih sistemih je pogost tudi odziv v obliki dusenega nihanja, zato
si oglejmo Se transform dusenega sinusnega signala na sliki 4.26.

Signal opiSemo s ¢asovno funkcijo

1
f(t) = —e “mtsin(wgt), t>0 (4.79)
wa
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>

f@]

1 T-~-

Slika 4.26: Dusena sinusna funkcija

Pri tem je wy = wp/1 — (2 frekvenca nihanja dusenega signala, medtem ko
je wy, lastna frekvenca nedusenega nihanja. ( je koeficient dusenja.

Pripadajoc¢i Laplaceov transform je

1
§2 4 20w, s + w?

L)) = (4.80)

Opisani in Se nekateri drugi transformi so zbrani v tabelah, ki jih uporabljamo
pri racunanju z Laplaceovo transformacijo. Primer take tabele je tabela 4.1.

4.4.4 Racunanje odziva sistema

Pri ra¢unanju odziva sistema tabelo Laplaceovih transformov uporabimo dvakrat.
Najprej s pomocjo tabele dolo¢imo transform vhodnega signala. Ko izracunamo
transform izhodnega signala, pa ponovno uporabimo tabelo, da dolo¢imo ustre-
zen ¢asovni signal. Ce signala ne moremo neposredno prebrati iz tabele, potem
pripadajo¢ Laplaceov transform preoblikujemo do te mere, da lahko razberemo
signal iz tabele. Pogosto gre pri tem za linearni izraz, v katerem v posameznih
¢lenih nastopajo enostavni transformi iz tabele.

Primer 4.10 Odziv sistema 1. reda na enotino stopnico

Sistem 1. reda s prenosno funkcijo

4
2541

G(s)

(4.81)

vzbujamo z enotino stopnico. Zelimo izra¢unati ¢asovni odziv y(t).
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Tabela 4.1: Laplace-ova transformacija nekaterih funkcij

L:f(t)— F(s)

29

L ft), t>0 F(s) = LIf{t)] |
1. d(t) (enotin impulz) 1
2. 0(t — T) (zakasnjen enotin impulz) e Ts
3. 1(t) (enotina stopnica) :
4. || 1(t = T) (zakasnjena enotina stopnica) le=Ts
5. t (enotina rampa) %
6. e~ (eksponencialna funkcija) SJ%CL
T s(1—e) e
8. sin(wt) o
9. cos(wt) o
10. wide‘c“’”tsm(wdt) wg = wny/1— 2 m
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Iz tabele Laplaceovih transformov razberemo transform vhodnega signala

w(t) = 1(8) = U(s)z% (4.82)

Transform izhodnega signala dobimo po mnozenju s prenosno funkcijo sistema

4 1 4
Y(s) =G(s)U(s) = 311 s sl (4.83)
Iz tabele transformov razberemo
1 1
Z(1—e )| = 4.84
£[a( ‘ )} s(s+a) (4.84)

Ce izraz za Y (s) preuredimo tako, da upoStevamo mnozenje s konstanto 4, v
imenovalcu pa izpostavimo 2, lahko dolo¢imo y(t) (slika 4.27):

Vo4 41
Cs(2s+1) 2 s(s+0.5)
4 1 _ _
= yt) = §~ﬁ(1—e 058y = 4(1 — %) (4.85)
y(t) A
4 } ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 >
2 4 6 8 t

Slika 4.27: Izracunani odziv sistema (4.81) na enotino stopnico

J
Primer 4.11 Odziv sistema na enotino stopnico
Sistem s prenosno funkcijo
Gls) = — 3 (4.86)
5245546 '

vzbujamo z enotino stopnico. Zelimo izra¢unati ¢asovni odziv y(t).
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Iz tabele Laplaceovih transformov razberemo transform vhodnega signala
1
u(t)=1(t) = U(s)=- (4.87)
s

Transform izhodnega signala dobimo po mnozenju s prenosno funkcijo sistema

3 1 3 3
Y(s)=Gs)Uls) = 2+55+6 s s(s2+55+6) s(s+2)(s+3) (4.88)

Iz tabele transformov ne moremo razbrati ustreznega transforma, zato preobli-
kujemo izraz za Y (s) v vsoto parcialnih ulomkov
3 1 1 3 1 1

Y = _ - = — — .
= G 96T 25 2 512 573

(4.89)

Prvi ¢len ustreza s konstanto % pomnozenemu transformu enotine stopnice, druga
dva transformu eksponentne funkcije, pri cemer je prvi pomnozen s konstanto —%.
Izhod y(t) sestavimo iz pripadajocih signalov:

1 3 1
y(t) = 51() = 56_% e = 5 (1-3e+27%), t>0 (4.90)

Odziv prikazuje slika 4.28.
y@
1

e .

\ 4

0 1 2 t

Slika 4.28: Izracunani odziv sistema (4.86) na enotino stopnico
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4.5 Blokovni diagrami

Z blokovnimi diagrami ponazorimo obnasanje sistema, ki je sestavljen iz ve¢ kom-
ponent oz. manjsih sistemov. Z njimi graficno prikazemo strukturo sistema.

Osnovni gradniki blokovnega diagrama so bloki, ki ponazarjajo delovanje posa-
meznih komponent sistema. Poleg tega pa v diagramih uporabljamo Se nekatere
druge elemente. V prvi vrsti so to usmerjene povezave, ki ponazarjajo pove-
zave med bloki. Povezave se lahko tudi cepijo in zdruzujejo, za kar uporabljamo
razcepisca in sumacijske tocke.

Blok vsebuje simbol, ki ponazarja zvezo med njegovim vhodom in njegovim izho-
dom. To zvezo lahko predstavimo tako, da v blok nariSemo karakteristiko bloka,
npr. obliko nelinearnosti, obliko ¢asovnega odziva na stopnico. Pri linearnih sis-
temih je simbol bloka najveckrat kar prenosna funkcija. Izhod taksnega bloka
dobimo, ¢e vhod bloka pomnozimo s simbolom bloka.

Nekaj blokov in pripadajoc¢ih simbolov prikazuje slika 4.29. Zgornji blok na sliki
predstavlja mrtvo cono, to je del sistema, ki se ne odziva na vzbujanje z majhnimi
signali. Sele ko signal po absolutni vrednosti preseze nek prag, se pojavi od ni¢
razlicen signal na izhodu. Delovanje bloka predstavimo s stati¢no karakteristiko,
iz katere je razvidna nelinearna odvisnost izhoda od vhoda bloka.

Wty [, w0

/—I u mrtva cona

u) [ g Wy o
t" integrator

U( S) Y(S) linearni sistem
— G(s) Y(s) = G(s) U(s)

Slika 4.29: Bloki in pripadajoci simboli

Srednji blok predstavlja integrator, katerega delovanja ze poznamo iz raz-
delka 4.2.1. Delovanje bloka je ponazorjeno z odzivom na stopnicasto vzbuja-
nje. Tu ne gre za neposreden prikaz odvisnosti izhoda od vhoda, temve¢ prikaz
odvisnosti izhoda bloka od ¢asa pri vzbujanju z enotino stopnico.

Spodnji blok predstavlja splosen linearni sistem. Delovanje takega bloka pona-
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zorimo s prenosno funkcijo. Ce vhod in izhod namesto s signali ponazorimo z
Laplaceovimi transformi teh signalov, potem lahko izracunamo izhod bloka tako,
da pomnozimo vhod bloka s simbolom bloka. Na ta nacin bi seveda lahko pred-

stavili tudi integrator, katerega prenosna funkcija je G(s) = %

Razcepisce v blokovnem diagramu uporabimo takrat, ko signal vpliva na vec
blokov v diagramu. Ponazorimo ga tako, kot prikazuje levi del slike 4.30.

C(s) C(s) R(s) E(s) = R(s) - C(s)
C(s l C(s)

Slika 4.30: Razcepisce in sumacijska tocka

\

Sumacijska tocka omogoca sestevanje ali odstevanje dveh ali ve¢ signalov. Ope-
racijo nakazemo z znakom + ali — poleg signala (po dogovoru znaka + ni nujno
risati, saj v primeru, ko ni znaka, privzamemo sestevanje). Sumacijsko tocko po-
nazorimo tako, kot prikazuje desni del slike 4.30. Pomembno je Se opozoriti, da
signalov v blokovni shemi nikoli ne spajamo na nacin, ki je uveljavljen pri risa-
nju elektricnih vezij. Signala se lahko zdruzita le preko dolo¢ene operacije (npr.
seStevanja), ki pa mora biti vedno ponazorjena z ustreznim simbolom v shemi.

4.5.1 Preoblikovanje in poenostavljanje blokovnih diagra-
mov

Pri predstavitvah linearnih sistemov z blokovnimi diagrami nas pogosto zanima,
kaksna je prenosna funkcija od enega do drugega signala v shemi. Ce poznamo to
prenosno funkcijo, lahko del diagrama med obravnavanima signaloma ponazorimo
z enim blokom, ki predstavlja pripadajoci podsistem, kot prikazuje slika 4.31.
Na ta nacin diagram poenostavimo, ¢e nas podrobna struktura obravnavanega
podsistema ne zanima.

Za primer na sliki 4.31 lahko izracunamo prenosno funkcijo G(s) na naslednji
nacin. Najprej zapiSemo osnovne zveze, ki jih razberemo iz sheme:

C(s) = Gi(s)E(s)
B(s) = Gy(s)C(s) (4.91)
E(s) = R(s)— B(s)
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R(s) C(s)

—  G(s) ——

Slika 4.31: Poenostavljanje blokovnega diagrama

E(s) = R(s)—Ga(s)C(s
C(S) = G1

Sledi

(4.93)

Podobno bi lahko postopali tudi v drugih primerih, a diagrame poenostavljamo
hitreje in z manj racunanja, ¢e uporabljamo nekatera pravila preoblikovanja blo-
kovnih diagramov — govorimo tudi o pravilih algebre blokovnih shem. Osnovna
pravila so zbrana v tabeli 4.2.

Primer 4.12 Poenostavljanje blokovnega diagrama

Uporabo pravil si oglejmo na preprostem primeru, ki ga prikazuje slika 4.32.
Pripadajoco prenosno funkcijo dobimo v dveh korakih:

1. korak: Najprej uporabimo pravili za redukcijo zaporedne in vzporedne ve-
zave. Delno poenostavljen diagram prikazuje slika 4.33.
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Tabela 4.2: Pravila algebre blokovnih shem

. b b
1. Zamenjava vrstnega reda > G, G, —> > G,

Y

A 4
o

2. Zamenjava sumacijskih

tock (S)
3. Redukcija zaporedne a_, G, » G, b a__ GG, b
vezave
) a G, b
4. Redukcija vzporedne i a5 G,+G, b
vezave
G,
a b
G, >
.. a G, b
5. Redukcija zanke F — >
G < 1 + GIGZ
2 -
a b d |8 d
—> GI G| )
6. Premik S pred blok ¢
1 e
C G1

7. Premik S za blok

a a b
8. Premik razcepi$éa (R) —> G, > G —>
pred blok b b
< <« G,
a a b_
> G, by —> G, >
9. Premik R za blok . a T
< =~ G, <
a c

10. Odstranitev bloka iz
povratne zanke b
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> Gys) f:Y(S)
Gys) |«
.« |
G,(s) |«
U(s Y(s
(s) Gs) (s)

Slika 4.32: Poenostavljanje blokovnega diagrama

U(s) Y(s)
G/(s)GAs)

Gs(s)+Gy(s)

Slika 4.33: 1. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

U(s) G,(5) Gy(s) Y(s)
—> >
1+G\(s) Gy(s) (G3(S) + G4(S))

Slika 4.34: 2. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

2. korak: Nato uporabimo Se pravilo za redukcijo povratne zanke in dobimo
konéni rezultat, ki ga prikazuje slika 4.34.

Primer 4.13 Poenostavljanje blokovnega diagrama

Uporabo pravil za preoblikovanje diagramov si oglejmo Se na primeru, ki ga pri-
kazuje slika 4.35. Tudi tu poenostavljamo diagram po korakih.
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" Re

G(s) G,y(s) Gs(s)
H(s) J

Y

U(s) Y(s)

— Gl

Slika 4.35: Poenostavljanje blokovnega diagrama

1. korak: Najprej uporabimo pravilo za premik razcepisca za blok, kar prikazuje

slika 4.36.
H,(s) [«
uis) 4 N Y(s)
Gy(s) Gy(s) > Gs(s) >
1

Slika 4.36: 1. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

2. korak: Nato uporabimo pravilo za redukcijo zaporedne vezave v glavni veji
in spodnji povratni zanki ter nato Se redukcijo zgornje zanke. Delno poe-
nostavljen diagram prikazuje slika 4.37

3. korak: Se enkrat uporabimo pravilo za redukcijo zaporedne vezave v glavni
veji, nato pa Se pravilo za redukcijo preostale povratne zanke in dobimo
konéni rezultat, ki ga prikazuje slika 4.38.
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Us) + G G,(5)Gs(s) Y(Sj
) 5 G) O o) g
H,(s)
G3(S) A

Slika 4.37: 2. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

U(s) G,(5)G,(5)G,(s) 1)
. o
1+ G, ()G, () H, () + G,(5)G, () H, (s)

Slika 4.38: 3. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

4.5.2 Modeliranje z blokovnimi diagrami

Namesto izpeljave matematicnega modela z diferencialnimi enacbami lahko k
modeliranju pristopimo tudi bolj intuitivno. Model sistema zgradimo v obliki
blokovne sheme, shemo pa po potrebi poenostavimo do zelene oblike. Pri tem
izhajamo iz fizikalnih zakonov in pripadajoc¢ih enach. Med spremenljivkami, ki
nastopajo v enacbah, izberemo vhode in izhode sistema — kaj so vplivne veli¢ine
in kaj zelimo opazovati. Nato osnovne enacbe preoblikujemo, pri cemer pricnemo
z enacbami, ki opisujejo shranjevalnike mase ali energije — le-te preuredimo tako,
da dobimo na desni strani integriranje, na levi pa veli¢ine z lastnostjo »vztrajno-
sti< (npr. tok skozi tuljavo, napetost na kondenzatorju). V primeru toka skozi
tuljavo preoblikujemo enacbo na naslednji nacin:

dir(t)
dt

up(t) = I in(t) = /0 wp(7)dr (4.94)

Shranjevalnike predstavimo z integratorji, ostale enacbe pa prilagodimo, da jih
lahko izrazimo z osnovnimi bloki in nariSemo blokovno shemo.

Primer 4.14 Primer modeliranja RC-vezja

Vezje smo obravnavali ze v razdelku o matemati¢cnem modeliranju (slika 4.2).
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Ponovimo osnovne enacbe, ki opisujejo razmere v vezju:

u(t) = ugr(t) + uc(t)
ur(t) = Ri(t)
i(t) = dq_(t) (4.95)

duc(t)
dt

q(t) = Cuc(t) = i(t)=C

Kot vhod izberemo u(t), ki se preslika v Laplaceov transform U(s), kot izhod pa
uc(t), ki se preslika v transform Ug(s)

Shranjevalnik je v tem primeru kondenzator, zato pripadajoco enacbo preure-
dimo:

duc(t I
i(t)y=C “gt( ) uc(t) = 5 /0 i(7)dr (4.96)
Izrazimo Se tok s pomocjo padca napetosti na uporu
t) — t
it) = ult) — uc(t) (4.97)
R
in transformiramo enacbi. Po Laplaceovi transformaciji dobimo
Uols) = — - I(s) (4.98)
¢  Os '
U(s) = U
I(s) = U(s) = Uc(s) (4.99)

R

Na podlagi enacb nariSemo shemo na sliki 4.39. ki jo lahko preoblikujemo tudi v

UGs) 16) [ Uels)

1
R Cs

Slika 4.39: Blokovna shema RC-vezja

shemo na sliki 4.40. Slednja je ekvivalentna simulacijski shemi na sliki 4.11.

Primer 4.15 Primer modeliranja hidravli¢nega sistema

Slika 4.41 prikazuje sistem z dvema posodama, pri katerem nas zanima zveza med
¢z in qo (slika 4.42).
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U(s) 1 1 Uc(Sz
RC N g

L -

RC |

Slika 4.40: Preoblikovana blokovna shema RC-vezja

0
IR

h(?) 0!

—q, L

R, R,

Slika 4.41: Hidravli¢ni sistem z dvema posodama

Pri zapisu enach izhajamo iz ravnotezje volumna v posodi

dv(t) dh(t)
dt =4 dt

Gon(t) — Gizn(t) = (4.100)

Pri tem sta g, (t) in g5 (t) vhodni in izhodni pretok tekocine, A je precni presek
opazovane posode, h(t) pa je nivo tekocine v posodi.

Zapisimo ravnotezni enacbi za obe posodi in izrazimo nivoja hy(t) in ho(t)

ha(t) = Ai i)~ a(yar (4.101)
m(t) = o @)~ a(r)ar (4.102)

Upostevamo Se hidravlicno upornost in zapiSemo zvezo med pretokom in nivojem
za obe posodi

@lt) = %fﬂ) (4.103)

@) = h;g) (4.104)
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4,(2) 4,(t)
—» sistem [———»

Slika 4.42: Is¢emo zvezo med izhodnim in vhodnim pretokom

Na enacbah izvedemo Laplaceovo transformacijo in dobimo

() = 7 (Qols) — Qi) (4.105)
H(s) = 7= (Qils) — Quls) (4.106)
Qi) = ) I;Hz(s) (4.107)
Q2(s) = H%S) (4.108)

Na podlagi teh enacb lahko narisemo blokovni diagram (slika 4.43)

S:y” 0\(s)

o) 2 1 — R 26
As R [T 1s [ 7 R >
- H](S) - HZ(S)

Slika 4.43: Blokovni diagram hidravlicnega sistema

O.(s) O,(s)

— 5 Gs) —

Slika 4.44: Zelena oblika blokovnega diagrama

Diagram zelimo poenostaviti do oblike, kot jo prikazuje slika 4.44, zato uporabimo
pravila za preoblikovanje blokovnih diagramov:

1. korak: Najprej premaknemo drugo sumacijsko tocko (Ss) pred blok in drugo raz-
cepisce (R) za blok. Ob tem tudi reduciramo vse zaporedne vezave blokov.
Delno poenostavljen diagram prikazuje slika 4.45.

2. korak: Uporabimo pravilo zamenjave sumacijskih tock S; in S, ter nato dvakrat
uporabimo pravilo za redukcijo povratne zanke. Dobimo rezultat, ki ga
prikazuje slika 4.46.
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AIRZS <«

1 O.(s)
AR,

Y

Slika 4.45: 1. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

AIRZS <

0,s) , 1 0.(s)
AR+ DARS )

Slika 4.46: 2. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

3. korak: Uporabimo Se pravilo za redukcijo preostale povratne zanke in dobimo
kon¢ni rezultat na sliki 4.47. Pri tem prenosno funkcijo sistema izracunamo
kot

1
. (AlRls + 1)(A2R28 + 1) .
G(S) o i AlRQS o
(AlRls + 1)(A2R28 + 1)
1
(A1R18 —+ 1)(A2R25 + 1) + A1R28 N
1

" A AyR Res® + (A1Ry + AsRy + A1 Ry)s + 1

(4.109)

O,(s) 1 0,(s)
’ AA,R R,s*+(A,R,+A,R,+A,R,)s+1 ’

Slika 4.47: 3. korak poenostavljanja blokovnega diagrama

Kot rezultat smo dobili prenosno funkcijo 2. reda, kar je pricakovano, saj imamo
v sistemu dva zaporedno vezana shranjevalnika. O
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4.6 Uvod v analizo sistemov v ¢asovnem pro-
storu

Pri analizi regulacijskih sistemov nas najveckrat zanima, kaksni so casovni po-
teki dolocenih signalov. Analiziramo prehodni pojav in ustaljeno stanje pri spre-
membah Zelene vrednosti ali pri nastopu motenj. Pri tem analiziramo odzive na
znacilne vhodne signale, npr. odziv na stopnico, odziv na impulz ali odziv na
sinusno vzbujanje. Zanima nas tako lastni odziv sistema, to je odziv na zacetno
stanje, kot tudi vsiljeni odziv oz. odziv na vhodni signal.

Pri analizi s pomocjo prenosnih funkcij je pomembno predvsem poznavanje
znacilnih oblik prenosnih funkcij in pripadajoc¢ih lastnosti sistemov. Mnogokrat
lahko na lastnosti odziva sklepamo ze iz oblike prenosne funkcije. Pomembne
lastnosti so tip sistema, red sistema, ojacenje, poli, nicle ipd. Te lastnosti bomo
spoznali v nadaljevanju.

4.6.1 Odziv na stopnicasto vzbujanje

Nekatere znacilnosti odziva na stopnicasto vzbujanje bomo ilustrirali s primerom
odziva sistema z dvema posodama, ki smo ga modelirali v prejsnjem razdelku.

Primer 4.16 Odziv sistema z dvema posodama na enotino stopnico

Model sistema smo s pomocjo blokovne sheme izpeljali v prejsnjem razdelku. Ob
predpostavki, da je vhod sistema dotok ¢y v prvo posodo in izhod sistema iztok
@2 iz druge posode, je prenosna funkcija sistema

. QQ(S) . 1

G(s) = = 4.110
(S) Ql(s) A1A2R1R2$2 + (AlRl + A2R2 + AlRQ)S —+ 1 ( )
Predpostavimo taksne parametre, da je
1
G(s) (4.111)

T 0582 + 155+ 1

Primerni parametri so npr. A; =1, Ry = %, Ay =8, Ry = 1—12 Predpostavimo
Se, da se vhodni pretok ob pricetku opazovanja spremeni z 0 na 1m?3/s. Vhod je
torej enotina stopnica, zato

Qo(s) = (4.112)

Odziv sistema (¢asovni potek izhodnega pretoka) izracunamo v skladu z razdel-
kom 4.4.4 kot

@a(s) = Gls)Qo(s) = 7555 +11.5s +1)

(4.113)
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Casovnega odziva ne moremo direktno razbrati iz tabele Laplaceovih transformov,
zato izraz preoblikujemo v vsoto ¢lenov

Quls) = ! S
T 50552+ 155+ 1) s(s24+3s+2) (4.114)
2 12 1

s(s+1)(s+2) g_s+1+s+2

S pomocjo tabele 4.1 dolo¢imo ¢lenom pripadajoce casovne funkcije in zapiSemo

casovni odziv
pt)=1-2"+e >0 (4.115)

Odziv prikazuje slika 4.48, kjer so na levi prikazani posamezni ¢leni, na desni pa

celoten odziv, ki je vsota vseh treh ¢lenov.

A

1. ¢len . .
| A vsota delnih odzivov

0.5 ~
3. ¢len os

» 0.6

0 I 1 L L L L

0.4
05|
02

Slika 4.48: Odziv sistema z dvema posodama na stopnicasto vzbujanje

|

Iz primera lahko izlus¢imo nekatere zakonitosti, ki veljajo za vse linearne sisteme.

Odziv sistema lahko razdelimo na dve komponenti
y(t) = yi(t) + yss(t) (4.116)

y¢(t) je prehodni pojav od zacetnega stanja do ustaljenega stanja. Ta del odziva
s ¢asom izzveni. ys(t) je ustaljeno stanje, to je del odziva, ki ostane, ko prehodni
pojav izzveni. Velja

im y(t) = Jim p..(1) (@.117)

t—o00
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Pri tem ni nujno, da se izhodni signal v ustaljenem stanju s ¢asom ne spreminja.
Ali bo izhodni signal v ustaljenem stanju konstanten ali ne, je odvisno tako od
vrste sistema kot tudi od vrste vhodnega signala.

V obravnavanem primeru je
y(t) = qu(t) = =27 + e, t>0 (4.118)

in

Yss(t) = qss(t) =1, >0 (4.119)

Ustaljeno stanje in Laplaceova transformacija

V primerih, ko je izhod sistema v ustaljenem stanju konstanten, ga lahko
izracunamo s pomocjo lastnosti konéne vrednosti (4.34):

Yss = lim y(t) = lim sY () (4.120)

t—o00 s—0

Primer 4.17 Koncna vrednost odziva sistema z dvema posodama na stopnico

: : . 1
Qas = tllglo e(t) = 1:1—% 5@a(s) = ll—r>%ss(0.582 +1.5s5+1) ! (4.121)

O

Kot bomo videli kasneje, lahko pri proporcionalnih sistemih na ta nacin dolo¢imo
tudi staticno ojacenje sistema.

4.6.2 (Odziv na enotin impulz

Tudi znacilnosti odziva na impulzno vzbujanje bomo ilustrirali s primerom odziva
sistema z dvema posodama.

Primer 4.18 Odziv sistema z dvema posodama na enotin impulz

Prenosno funkcijo sistema ze poznamo, predpostavimo enake parametre kot v
primeru 4.16. Kot vhod privzamemo d-impulz qo(t) = §(t), zato

Qo(s) =1 (4.122)
Odziv sistema (¢asovni potek izhodnega pretoka) izra¢unamo kot

1
0582+ 1.5s+ 1

Q2(s) = G(s)Qo(s) (4.123)
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Tudi tokrat ¢asovnega odziva ne moremo direktno razbrati iz tabele Laplaceovih
transformov, zato izraz preoblikujemo v vsoto ¢lenov

1 2

0552 +15s+1 s2+35s+2 (4.124)
9 9 9

(s+1)(s+2) s+1 s+2

Qa(s) =

S pomocjo tabele 4.1 zapiSemo ¢asovni odziv
@t)=2e"—2%  t>0 (4.125)
Odziv prikazuje slika 4.49.

A
1'F

081
0.6
0471

02r1

0 I I 1 L 1 I 1 I T »
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Slika 4.49: Odziv sistema z dvema posodama na impulzno vzbujanje

Kot vidimo, je odziv na J-impulz odvisen samo od prenosne funkcije sistema.
Zato ga imenujemo tudi naravni odziv sistema. Cleni tega odziva so odvisni od
faktorjev, na katere je mozno razstaviti imenovalec prenosne funkcije sistema.
Ce so ti faktorji linearni polinomi, potem k odzivu vsak od njih prispeva po
en Clen z eksponentno funkcijo. Eksponent te funkcije je odvisen od vrednosti
spremenljivke s, pri kateri je pripadajoci izraz enak ni¢. Te vrednosti so nicle
imenovalca prenosne funkcije oziroma poli funkcije. Imajo poseben pomen, saj
lahko iz njih razberemo znacilnosti odziva. Tako npr. negativna vrednost pola
pomeni, da bo pripadajoc¢i ¢len v odzivu s ¢asom upadal proti 0, in sicer tem
hitreje, ¢im bolj negativna je vrednost pola.
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4.6.3 Nicle in poli prenosne funkcije

V splosnem je prenosna funkcija linearnega sistema kvocient dveh polinomov
spremenljivke s. Polinoma lahko zapisemo v faktorizirani obliki

K(s—z)(s—2)...(s— 2m)

) = o)~ ) (s — o)

(4.126)

Pri tem so z; koreni polinoma v Stevcu - imenujemo jih nicle prenosne funkcije,
p; pa koreni polinoma v imenovalcu - imenujemo jih poli prenosne funkcije. Ce
je mozno polinom razstaviti na linearne polinome, so pripadajoci koreni realna
stevila. Vsak faktor v obliki kvadratnega polinoma, ki ga ni mozno razstaviti, pa
prispeva dva konjugirano kompleksna korena. Nicle in poli so tako v splosnem
kompleksna stevila, njihovo lego predstavimo v kompleksni ravnini s.

Poli na realni osi

Oglejmo si najprej pole, ki imajo samo realni del, lezijo torej na realni osi kom-
pleksne ravnine. Po razstavitvi prenosne funkcije na vsoto ulomkov prispeva vsak
tak polinom clen

A
S —Di

kjer je A ustrezna konstanta. Tak clen ustreza ¢lenu
Aepit

v naravnem odzivu sistema. Oblika odziva je odvisna od lege pola na realni osi,
kar ilustrira slika 4.50.

Poli na levi strani kompleksne ravnine prispevajo clene, ki sestavljajo stabilen
odziv, poli na desni strani pa ¢lene nestabilnega odziva. Dovolj je Ze en nestabilen
pol, pa bo celotni odziv nestabilen. Poli na imaginarni osi so mejno stabilni, ce
niso veckratni, torej, ¢e v imenovalcu prenosne funkcije ni élena s*, k > 1. V
primeru veckratnih polov na imaginarni osi je rezultirajo¢i odziv nestabilen.

Nestabilnost veckratnih polov najlaze ilustriramo z verigo zaporedno vezanih in-
tegratorjev. Taksna veriga integratorjev ima prenosno funkcijo G(s) = % Dovolj
je, da prvi integrator v verigi vzbudimo s kratkim impulzom, da se bo na njegovem
izhodu pojavil od nic¢ razlicen signal. Zaradi delovanja preostalih integratorjev v
verigi bo nato izhod zadnjega integratorja narascal preko vseh meja.
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oblika odziva je odvisna

A
/ od lege pola
/ \

-

Re(s)

Im(s)

»
»

ol
mejno stabilni poli
(samo Ce niso veckratni)

stabilni poli nestabilni poli

Slika 4.50: Vpliv lege polov na realni osi

Konjugirano kompleksni poli

Oglejmo si Se vpliv lege konjugirano kompleksnih polov na ¢asovni odziv. Taksni
poli vselej nastopajo v parih in pri razstavitvi prenosne funkcije na vsoto ulomkov
tak par polov prispeva clen

As+ B

$2 + 2Cwns + w?

kjer sta A in B ustrezni konstanti. Cleni te oblike ustrezajo duseni, neduseni
ali amplitudno narascajoc¢i sinusni funkciji oziroma z eksponentno funkcijo
utezenemu nihanju v naravnem odzivu sistema. Utez je odvisna od lege polov,
kar ilustrira slika 4.51.

Ce lezijo poli na levi strani kompleksne ravnine, je nihanje utezeno z eksponentno
padajoco funkcijo, kar pomeni stabilen odziv. Ce so poli na desni, se amplituda
nihanja cksponentno povecuje, kar pomeni nestabilen odziv. Ce je par polov
ravno na imaginarni osi in se ne prekriva z drugim parom polov (ni veckraten),
potem je amplituda nihanja konstantna, kar predstavlja mejno stabilen odziv.
Frekvenca nihanja je vecja pri ve¢ji oddaljenosti polov od realne osi, torej pri
ve€ji imaginarni vrednosti polov.

Nicle, poli in lastnosti sistema

Lega polov in nicel doloca nekatere lastnosti sistema. To pomeni, da lahko iz
poznavanja polov in nicel sklepamo na obnasanje sistema.
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W
o

X Re(s)

stabilni poli Xx . hestabilni poli

mejno stabilni poli (samo ¢e niso veckratni)

Slika 4.51: Vpliv lege konjugirano kompleksnih polov

hkrati tudi stopnja polinoma v imenovalcu prenosne funkcije. Red sistema
doloca tudi stevilo polov in Stevilo ¢asovnih konstant sistema.

polinoma v Stevcu prenosne funkcije. Hkrati je to tudi Stevilo nicel sistema.

Ce oznacimo red sistema z n in $tevilo nicel sistema z m, potem je n — m
relativni red sistema. Za realne sisteme velja, da je n > m. TakSnemu sis-
temu pravimo tudi, da je realizabilen. Relativni red realizabilnega sistema
ne more biti negativen.

Stabilnost sistema. Pri snovanju sistemov vodenja je nadvse pomembno za-
gotavljanje stabilnosti sistema. Zato Se enkrat ponovimo zvezo med poli
in stabilnostjo sistema. Stabilnost oz. nestabilnost linearnih sistemov je
odvisna od lege polov sistema in ni odvisna od lege nicel:

e stabilni poli lezijo v levi polravnini
e nestabilni poli lezijo v desni polravnini
e poli na imaginarni osi
— so mejno stabilni, ¢e so enojni
— 50 nestabilni, ¢e so veckratni — ustrezajo faktorju s* oz. (s +w?)*

Sistem je stabilen, ¢e so vsi realni deli polov negativni, oz. ¢e vsi poli lezijo
na levi strani ravnine s. Sistem z enojnimi poli na imaginarni osi je mejno
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stabilen. Ce se eden ali ve¢ polov nahaja na desni strani ravnine s (ali
veckratni pol na imaginarni osi), je sistem nestabilen.

Se enkrat poudarimo, da je dovolj, da ima sistem vsaj en pol na desni strani
kompleksne ravnine ali veckratni pol na imaginarni osi, da je sistem nesta-
bilen. Podobno tudi ze en mejno stabilni pol povzroci, da je sistem mejno
stabilen. Stabilen bo le sistem, ki ima vse pole na levi strani kompleksne
ravnine.

Casovne konstante sistema. Casovne konstante 7; so odvisne od realnega dela

polov in doloc¢ajo hitrost pripadajocega dela prehodnega pojava. Iz preno-
sne funkcije jih razberemo, ¢e jo zapisemo v naslednji obliki

Ki(ers+1)(cas+1) ... (cms+1)

G(s) = 4.127
(s) (ms+ 1)(mes+1)...(Tas + 1) ( )
Iz primerjave z enac¢bo (4.126) razberemo
S (4.128)
" —Re(p) .

Casovna konstanta bo torej tem krajsa, ¢im bolj bo pol oddaljen od ko-
ordinatnega izhodisc¢a. Krajsa ¢asovna konstanta pomeni hitrejsi prehodni
pojav.

Stati¢no ojacenje sistema Enosmerno ali staticno ojacenje K doloca stati¢no

lastnost sistema in ga lahko razberemo iz zapisa prenosne funkcije (4.127).
Definirano na naslednji nacin:

Ay

X (4.129)

K- |

:| v ustaljenem stanju

Pri tem sta misljeni spremembi vhodnega in izhodnega signala pri prehodu
iz enega v drugo ustaljeno stanje. TakSna definicija je seveda smiselna le
za stabilne sisteme, katerih izhod se pri konstantnem vzbujanju ustali na
konstantni vrednosti.

Ce je sistem stabilen, lahko staticno ojacenje dolo¢imo preko ustaljenega
stanja pri odzivu na stopnico in zacetnem stanju 0 (enacba (4.120)):
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A
Ks = |:—y:| = Yss
Au v ustaljenem stanju
K, = Timsy(s) = lims2C) = lim G(s) (4.130)
s—0 s—0 S s—0

4.6.4 Razvrstitev sistemov glede na njihovo naravo

Spoznali smo, da lega polov prenosne funkcije dolo¢a njihove prispevke k
casovnemu odzivu sistema. Glede na obliko prenosne funkcije tako lahko skle-
pamo na obliko casovnih odzivov. Posebej zanimiva je oblika odziva na sto-
pnicasto vzbujanje. Pri tem lo¢imo vec tipov:

e proporcionalni sistemi
e integrirni sistemi
e diferencirni sistemi

e sistemi z mrtvim ¢asom

Vsak od nastetih tipov ima znacilno obliko odziva na stopnicasto vbujanje

Proporcionalni sistemi
Proporcionalni sistemi so sistemi, pri katerih se odziv na stopnico ustali pri konéni
in od ni¢ razlicni vrednosti, ki je proporcionalna vzbujanju u(t).

Prenosna funkcija taksnega sistema ima obliko

by S™ 4+ b1 4+ by
G = 4.131
p(s) S+ ap_18" L+ ...+ ag ( )

Ojacenje proporcionalnega sistema je razlicno od nic:
bo?éo in 0,07&0 = KS#O (4132)

znacilno obliko odziva pa prikazuje slika 4.52.

Mnogokrat proporcionalne sisteme modeliramo poenostavljeno kot sisteme 1. ali
2. reda, zato si ti dve vrsti sistemov oglejmo Se nekoliko podrobneje.
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(?)

/ u(t)

>
t

Slika 4.52: Odziv proporcionalnega sistema na stopnicasto vzbujanje

Proporcionalni sistem 1. reda Taksen model dobimo pri modeliranju stevilnih
pojavov, kar smo pokazali v razdelku 4.1. Prav tako se kot sistem 1.
reda vede regulacijski sistem z integrirnim procesom in negativno povra-
tno zanko. Prenosna funkcija sistema 1. reda ima obliko (4.57):

K
G = 7
Pri stopnicastem vzbujanju
0, t<0
u(t) =Upy- 1(t) = { Uy t>0 (4.133)
ima odziv sistema 1. reda obliko
y(t) = KUy (1 - e—%) . t>0 (4.134)

Slika 4.53 prikazuje normirano obliko taksnega odziva, kjer je vrednost si-
gnala deljena s faktorjem K Uy. Odziv ima znacilen potek, in sicer je naklon
v koordinatnem izhodis¢u enak %, nato pa se postopno manjsa, ko se odziv
priblizuje kon¢ni vrednosti. Pri normiranem odzivu je konc¢na vrednost 1.
V casu ene casovne konstante T doseze odziv 63.2% koncéne vrednosti, v
casu 3T doseze 95% konéne vrednosti, za case t > 5T pa se odziv pribliza
koné¢ni vrednosti na manj kot 1%.

Proporcionalni sistem 2. reda Tudi sistem 2. reda pogosto dobimo pri mode-
liranju realnih sistemov, npr. RLC-vezij, mehanskih sistemov, ki vsebujejo
prozne dele (vzmeti), pa tudi sistemov z ve¢ posodami, kot smo videli pri
primeru hidravlicnega sistema. Taksen model dobimo tudi pri modeliranju
servomehanizmov, kjer s pomocjo elektromotorja reguliramo zZeleni pomik
ali zasuk.
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Slika 4.53: Odziv proporcionalnega sistema 1. reda na stopnicasto vzbujanje

Prenosna funkcija sistema 2. reda ima obliko (4.60):

_Y(s) wy
Gls) = U(s) 82+ 2Cwns + w?

Pri stopnicastem vzbujanju (4.133) ima odziv sistema 2. reda obliko

y(t) = KUy (1 — e~ 5“nt(cos wyt +

_& sin wdt)> =
V1=¢ (4.135)

e—(wnt
=K, Uy|1— ——sin | wyt

i

+ arctan

)

kjer je tako kot pri Laplaceovem transformu dusene sinusne funkcije wy =
wny/1 — (2 frekvenca dusenega nihanja. Oblika odziva je odvisna od para-
metrov ( in w,, torej od dusilnega koeficienta sistema ter lastne frekvence
nedusenega sistema.

Glede na parameter ( lahko dinami¢no obnasanje sistema 2. reda razdelimo
v §tiri razrede. Prvo je neduseno nihanje, ko je ¢ = 0. Pripadajoci odziv
prikazuje slika 4.54.

Druga oblika odziva je duseno nihanje pri podkriticno dusenem sistemu,
kjer je 0 < ¢ < 1 (slika 4.55). Vidimo, da z narasc¢ajocim ¢ odziv vse
manj oscilira. Za primerjavo je vrisano tudi neduseno nihanje. Radvidno
je, da je pri vec¢jem duSenju vecja tudi perioda nihanja oz. manjsa frekvenca
nihanja.
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2
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; u(t)

Slika 4.54: Odziv nedusenega sistema proporcionalnega 2. reda na stopnic¢asto
vzbujanje
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Slika 4.55: Odziv podkriticno dusenega proporcionalnega sistema 2. reda na
stopnicasto vzbujanje

Tretja oblika odziva je odziv kriticno dusenega sistema, pri katerem je ( =
1 (meja aperiodi¢nosti) (slika 4.56). Za primerjavo je vrisano neduseno
nihanje ter odziv pri dusilnem koeficientu ¢ = 0.7. Radvidno je, da pri
kriticno dusenem sistemu ni nihanja, obenem pa je odziv dokaj pocasen.
Po drugi strani odziv pri ¢ = 0.7 nekoliko zaniha, a je precej hitrejsi. Zato
v regulacijskih sistemih pogosto poskusamo dosec¢i odziv, ki je enak ali
podoben odzivu sistema 2. reda pri ¢ = 0.7.

Kot zadnjo obliko odziva si oglejmo Se odziv nadkriticno dusenega sistema,
kjer je ¢ > 1 (aperiodi¢ni odziv). Odziv prikazuje slika 4.57. V primerjavi
z drugimi je odziv zelo upocasnjen.

Seveda proporcionalni sistemi niso omejeni zgolj na 1. ali 2. red. Pri sistemih
vi§jih redov lahko dobimo razli¢ne odzive na stopnico, vsem pa je skupno to, da



4.6. UVOD V ANALIZO SISTEMOV V CASOVNEM PROSTORU Hh)

2
()
KU,

oyt

Slika 4.56: Odziv kriticno dusenega proporcionalnega sistema 2. reda na sto-
pnicasto vzbujanje
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Slika 4.57: Odziv nadkriticno dusSenega proporcionalnega sistema 2. reda na
stopnicasto vzbujanje

se odziv stabilnega sistema na stopnicasto vzbujanje po nekam ¢asu ustali. Nekaj
primerov odzivov je zbranih na sliki 4.58.

Integrirni sistemi

Integrirni sistemi imajo prenosno funkcijo oblike

G ( ) 1 bmSm —+ bm_lsm_l + ...+ bo
S) = —
! sioshtapqsf=1+ ... +ag

(4.136)

pri tem predpostavljamo, da je by # 01in ay # 0. Red sistema je n = j+f. Potenca
7 doloca vrsto sistema. Sistemi vrste j > 1 so nestabilni, zato si oglejmo le odziv
sistema 1. vrste na stopnicasto vzbujanje. Po koncu prehodnega pojava pri
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Slika 4.58: Primeri odzivov sistemov visjih redov na stopnicasto vzbujanje

odzivu na stopnico izhod taksnega sistema narasca s strmino, ki je proporcionalna

u(t) (slika 4.59).

WD)

u(t)

Slika 4.59: Odziv integrirnega sistema 1. vrste na stopnicasto vzbujanje
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Diferencirni sistemi

Diferencirni sistemi vsebujejo faktor s’ v §teveu prenosne funkcije:

bys9 + bg_lsg_l + ...+ by
S+ a,_18" 1+ ... .+ a

Gp(s) =s (4.137)

pri ¢emer tudi tokrat predpostavljamo, da je by # 0 in ag # 0.

Po koncu prehodnega pojava pri odzivu na stopnico se izhod taksnega sistema
ustali pri vrednosti 0 (slika 4.60). s v Stevcu namrec ustreza odvajanju vhodnega
signala, odvod stopnice pa je 0 za t > 0.

A

WD)

u(?)

3>
e

t

Slika 4.60: Odziv diferencirnega sistema na stopnicasto vzbujanje

Sistemi z mrtvim (transportnim) ¢asom

So sistemi, pri katerih pretece dolocen cas, preden se pokaze vpliv vhodne velic¢ine
na izhodno. Tri primere tovrstnih odzivov prikazuje slika 4.61.

A
u(?) y(®)

A

>
>

t t

Y

Slika 4.61: Odziv sistema z mrtvim ¢asom na stopnicasto vzbujanje
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Pri tem gre lahko za €isto transportno zakasnitev (primer a), ali pa je poleg
zakasnitve prisoten Se nek prehodni pojav (primera b in ¢). V primeru a lahko
opiSemo sistem z enacbo

y(t) = u(t —T) (4.138)

kjer je T}, mrtvi ¢as sistema. Tudi taksno enacbo lahko transformiramo z Lapla-
ceovo transformacijo, ¢e upostevamo dodatne lastnosti, ki jih v podpoglavju 4.4
nismo obravnavali. Zapis$imo le, da je prenosna funkcija sistema s ¢isto transpor-

tno zakasnitvijo enaka
G(s) = e *Tm (4.139)

Taksen sistem v blokovni sistemi predstavimo na enega od nacinov, ki ju prikazuje

slika 4.62
y— L T s

T

Us) ——> T ——>Y(s)

Slika 4.62: Predstavitev sistema z mrtvim ¢asom
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Poglavje 5

Regulacijski sistemi

V poglavju o sistemih za avtomatsko vodenje smo obravnavali principe vodenja,
ki smo jih delili na odprtozancno in zaprtozanéno vodenje. Oba principa prikazuje
slika 5.1, kjer so oznaceni tudi signali in njihova ustaljena poimenovanja.

Referenca Krmilna veli¢ina Krmiljena veli¢ina
r(f) . u(t) (9
——»| Krmilnik Proces |——>
Referenca Pogresek Regulirna veli¢ina Regulirana veli¢ina
r(n) + e(?) u(t) (9
Regulator Proces >

Slika 5.1: Odprto- in zaprtozanéno vodenje

Vhod v sistem (proces) pri odprtozanénem vodenju, ki mu pravimo tudi krmi-
ljenje, bomo imenovali krmilna velicina, izhod sistema bomo imenovali krmiljena
veli¢ina. Pri zaprtozancnem vodenju, ki ga imenujemo tudi regulacija, bo vhod v
sistem regulirna veli¢ina, izhod sistema pa bo v tem primeru regulirana veli¢ina.
V obeh primerih bo vhod v sistem vodenja referenca ali Zelena vrednost. Pri zapr-
tozancnem vodenju je pomemben Se pogresek, ki je razlika med zeleno in dejansko
vrednostjo na izhodu sistema.
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5.1 Sledilno in regulacijsko delovanje

Pri zaprtozanénem vodenju obravnavamo regulacijsko in sledilno delovanje.

Pri sledilnem delovanju je v ospredju zahteva, da regulirana veli¢ina sledi refe-
ren¢ni veli¢ini. Sledenje naj bo hitro in s ¢im manjsim pogreskom. To vrsto
delovanja ilustrira slika 5.2.

Spreminjajoca Regulirana veli€ina,
se referenca ki sledi referenci
r() + e(t u(t c(t
® ® Regulator © Proces ® >

Znacilen odziv:

A
r(t)
L c(t
C(t) 1.2 ()
r(1)
1 ~~—_—
0.8t
0.6}
0.4}
02}
| L A .
09 5 10 15

Slika 5.2: Sledilno delovanje

Na sliki je prikazan tudi za to vrsto delovanja znacilen odziv. Ob spremembi refe-
rence izhod sistema po krajSem prehodnem pojavu doseze novo zeleno vrednost.

Pri regulacijskem delovanju zelimo, da motnje ¢im manj vplivajo na regulirano
velicino. Delovanje ilustrira slika 5.3. Motnje lahko vstopajo v regulacijsko zanko
pri regulirni veli¢ini u(t), pri regulirani veli¢ini ¢(t), ali pa nekje vmes. Na sliki
je prikazan znacilni odziv pri regulacijskem delovanju, ko je prislo do stopnicaste
motnje v(t) pri regulirni veli¢ini oziroma na vhodu procesa. Regulator je za-
znal povecanje pogreska in ustrezno prilagodil regulirno veli¢ino, da je regulirana
velicina padla nazaj na vrednost, ki jo je imela pred nastopom motnje.

Kadar nas pri regulacijskem delovanju zanimajo predvsem motnje na vhodu pro-
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Motnje
—
- o~
v(1) z(1) n(t)
Konstantna referenca l
r® + e(?) u(t) c(?)
Regulator Proces —>
Znacilen odziv:
A
v(?)
C(t) 1.2
AN 140
08T
c(t
06 [ ( )
0.4 [
0.2
0 —~ 10 5
0.2t t

Slika 5.3: Regulacijsko delovanje

cesa, lahko sistem vodenja predstavimo tudi z blokovnim diagramom na sliki 5.4.
V primeru motnje na vhodu procesa je ta diagram enakovreden diagramu na
sliki 5.3, a je tu bolj poudarjeno, da nas pri regulacijskem delovanju kot vhod v
zaprtozancni sistem zanima motnja in ne referenca.

Motnja
navhodu v(?)
procesa

u(f)

Proces : > c()

r (t) Konstantna

Regulator
gu referenca

Slika 5.4: Druga predstavitev regulacijskega delovanja
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5.2 Blokovni diagram zaprtozancnega sistema

V prejsnjem podpoglaviju smo ze predstavili delovanje zaprtozancnega sistema
vodenja z blokovnim diagramom. Na tem mestu blokovni diagram regulacij-
skega sistema obravnavamo nekoliko podrobneje skupaj s pripadajo¢imi preno-
snimi funkcijami.

5.2.1 Zaprtozancni sistem z enotino povratno zanko
Najprej bomo obravnavali sistem z enotino povratno zanko, torej regulacijski

sistem, kjer referenco neposredno primerjamo z regulirano veli¢ino, brez vmesnih
pretvorb (slika 5.5). Pri tem bomo definirali znacilne prenosne funkcije.

R(s) . E U C
6) .~ EO) P ©) 6.6 )

B(s)

Slika 5.5: Blokovni diagram zaprtozancnega sistema z enotino povratno zanko

Prenosna funkcija direktne veje je prenosna funkcija od pogreska do regu-
lirne velic¢ine

C(s)

E(s)

Prenosna funkcija povratne zanke je prenosna funkcija od regulirne veli¢ine
do sumacijske tocke

G(s) = = Ggr(s)Gp(s) (5.1)

B(s)
C(s)

H(s) = =1 (5.2)
Odprtozancna prenosna funkcija je prenosna funkcija od pogreska do vstopa
povratne zanke v sumacijsko tocko
B(s)

Goa(s) = E(s) = Ggr(s)Gp(s) = G(s) (5.3)

Zaprtozancéna prenosna funkcija je prenosna funkcija od reference do regu-
lirne velicine

C(s)  Gr(s)Gp(s)  G(s)
R(s) 1+ Gg(s)Gp(s) 1+G(s)
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5.2.2 Zaprtozancni sistem s sploSno povratno zanko

V primeru, ko vsebuje povratna zanka Se od 1 razlitno prenosno funkcijo, so
razmere nekoliko drugacne (slika 5.6). Prenosna funkcija G(s) v povratni zanki
lahko predstavlja merilni pretvornik ali nek drug vpliv na regulirno veli¢ino na
prenosni poti do sumacijske tocke, kjer se izvede primerjava z referenco. Znacilne
prenosne funkcije, ki vkljucujejo tudi povratno zanko, so v tem primeru nekoliko
drugacne:

RGs) E v C
© oy FO Gils) ) G, () ©

B(s)

Gy(s)

Slika 5.6: Blokovni diagram zaprtozancnega sistema s splosno povratno zanko

Prenosna funkcija direktne veje

H(s) = 0 = Gu(s) (5.6)
Odprtozancna prenosna funkcija
_ B(s) _ _
God(s) = EG) Gr(s)Gp(s)Gu(s) = G(s)H(s) (5.7)
Zaprtozancéna prenosna funkcija
C(s) Gr(s)Gp(s) G(s)

R(s) 1+ Gr(s)Gp(s)Gu(s) 1+ G(s)H(s)

Ce primerjamo obe razli¢ici, vidimo, da je razlika v imenovalcu zaprtozanéne
prenosne funkcije, kjer sedaj nastopa produkt prenosnih funkcij direktne veje in
povratne zanke.



64 POGLAVJE 5. REGULACIJSKI SISTEMI

5.2.3 Vpliv povratne zanke pri sledilnem in regulacijskem
delovanju

Povezimo sedaj oba obravnavana nacina delovanja, sledilno in regulacijsko, s pre-
nosnimi funkcijami zaprtozanénega sistema.

Obravnavamo sistem na sliki 5.7.

N(s)
R E(s) U(s) c
)y Gs) —>( —> G ©

B(s)

\/

A

H(s)

Slika 5.7: Vpliv povratne zanke

Na regulirno velicino C(s) delujeta tako referenca R(s) kot motnja N(s). Ker
velja princip superpozicije, lahko referenco in motnjo obravnavamo loceno, njun
vpliv na C'(s) pa sestejemo:

O(s) = Cr(s) + Cx(s) (5.9)

pri tem je v Cg(s) zajet vpliv reference, v Cy(s) pa vpliv motnje.
Sledilno delovanje opisemo z vplivom reference R(s) na regulirano velicino C(s).
Pripadajoca prenosna funkcija od reference R(s) do Cg(s) je
Gy Crl) __ Gul)Grls) Gl

. R(s) 1+ Gr(s)Gp(s)H(s) 14 G(s)H(s)

(5.10)

Pri sledilnem delovanju je cilj vodenja ¢im boljse sledenje referenénemu signalu.
Ce izrazimo Cg(s)
Gr(s)Gp(s)
C = R 5.11

) = T GG () ) (511
lahko vidimo, da bi dobili idealno sledenje, ¢e bi veljalo G,.; = 1. Cilj na¢rtovanja
vodenja je torej dobiti zaprtozanéno prenosno funkcijo G..q, ki bo ¢im blize vre-
dnosti 1.

Pri regulacijskem delovanju je v ospredju vpliv motenj na regulirano veli¢ino
C(s), zato izrazimo Se prenosno funkcijo od motnje N(s) do Cn(s)

. CN(S) . GP(S) GP(S)

Cerls) = Ny = 17 Cals)Cr )~ 17 G)H5) (5-12)
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Pri regulacijskem delovanju je cilj delovanja ¢im uc¢inkovitejse zmanjsevanje mo-
tilnih vplivov. Ce izrazimo Ci(s)

_ Gp(s)
1+ Gr(s)Gp(s)H(s)

Cw(s) N(s) (5.13)

lahko vidimo, da bi dobili idealno dusenje motenj, ¢e bi veljalo G,., = 0. Cilj
nacrtovanja vodenja je torej dobiti zaprtozanéno prenosno funkcijo G,.o, ki bo
¢im blize vrednosti 0.

Odziv C(s) je sestavljen iz obeh prispevkov

_ Gp(s)
1+ Gr(s)Gp(s)H(s)

C(s) = Cr(s) +Cn(s) [Gr(s)R(s) + N(s)]  (5.14)

Poskusajmo sedaj iz enacbe (5.14) razbrati, kaksne zveze med nastopajo¢imi pre-
nosnimi funkcijami bi izpolnile cilje sledilnega in regulacijskega delovanja. Pri
tem se moramo zavedati, da so prenosne funkcije v enacbi funkcije kompleksne
spremenljivke s. Natancna obravnava je zato zapletena, lahko pa pridemo do
dolocenih ugotovitev, ¢e operiramo z absolutnimi vrednostmi funkcij in kvalita-
tivno ovrednotimo vpliv reference in vpliv motenj.

Ce je |Gr(s)Gp(s)H(s)|>> 1, potem v imenovalcu izraza (5.14) predvladuje ta
¢len in je enica zanemarljiva. Ce je tudi |Ggr(s)H(s)|>> 1, postane absolutna
vrednost G.»(s) zelo majhna in povratna zanka dusi ué¢inek motnje.

Ob predpostavki |Gr(s)Gp(s)H(s)|>> 1 je absolutna vrednost G.1(s) priblizno
kar pomeni dvoje:

|H(s)]”

e zaprtozancéna prenosna funkcija je le malo odvisna od Gg(s) in Gp(s),

e Ce je H(s) = 1, torej ¢e imamo enotino povratno zanko, dobimo sledenje
referenci.

5.3 Ucinki povratne zanke

Povzemimo uc¢inke povratne zanke, tako da primerjamo odprtozancno in zaprto-
zanéno vodenje (predpostavimo enotino povratno zanko). Blokovna shema obeh
primerjanih sistemov vodenja je na sliki 5.8.

V primeru odprtozancnega vodenja je krmilna veli¢ina C(s) izrazena kot

C(s) = Gp(s) [Gk(s)R(s) + N(s)] (5.15)
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N(s)
R Uls) C
EO) ) Gyls) ©)
N(s)
R E(s) U(s) c
(5)+ ) Go(5) ©

B(s)

Slika 5.8: Primerjava odprto in zaprtozancénega vodenja

Pri zaprtozanénem vodenju pa je odvisnost regulirne velicine od reference in
motnje podana z izrazom (5.14) ob upostevanju enotine povratne zanke

_ Gp(s)
1+ Ggr(s)Gp(s)

C(s) = Cr(s) + Cn(s) [Gr(s)R(s) + N(s)] (5.16)

Glede na enacbi (5.15) in (5.16) ter glede na izvajanja v prejsnjem podpoglavju
lahko izpostavimo naslednje uc¢inke povratne zanke:

1. ucinek povratne zanke: Opazujemo vpliv sprememb parametrov sistema,
torej sprememb parametrov krmilnika ali regulatorja ter vpliv sprememb
procesa.

Pri odprtozanénem vodenju spremembe v G (s) ali Gp(s) neposredno vpli-
vajo na C(s). Pri zaprtozantnem vodenju so spremembe v Gg(s) ali Gp(s)
deljene s faktorjem 1 + Gr(s)Gp(s). Ce je |Gr(s)Gp(s)|>> 1, potem je
vpliv teh sprememb na C(s) zanemarljivo majhen.

Razmisljanje lahko sklenemo z naslednjo ugotovitvijo:

Povratna zanka zmanjsa obcutljivost na spremembe parametrov sistema

Med drugim to pomeni, da je dovolj da le priblizno poznamo model procesa,
pa Se vedno lahko naredimo zelo dobro in natan¢no regulacijo.
2. uéinek povratne zanke: Opazujemo vpliv motenj.

Motnja na vhodu procesa pri odprtozanénem vodenju vpliva na C(s) preko
produkta Gp(s)N(s). Vpliv motnje je torej odvisen zgolj od procesa. Pri
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zaprtozanénem vodenju je vpliv motnje na C(s) v primerjavi z odprto-
zan¢tnim vodenjem zmanjsan za faktor 1 + Gg(s)Gp(s). Lahko ugotovimo
naslednje:

Povratna zanka praviloma zmanjsa obc¢utljivost na motnje

Ta ugotovitev velja le, ¢e produkt Gg(s)Gp(s) ni blizu-1. V tem primeru bi
namre¢ dobili majhno vrednost faktorja 14+ Gg(s)Gp(s), ki bi celo ojaceval
vpliv motnje.

3. ucCinek povratne zanke: Opazujemo dinamiko celotnega sistema glede na
dinamiko procesa.

Odziv C(s) na vzbujanje R(s) pri odprtozanctnem vodenju vsebuje dina-
miko sistema Gp(s). To pomeni, da odziv krmiljenega sistema ne more biti
hitrejsi od odziva sistema brez krmiljenja.

Ce imamo zaprtozancno vodenje, potem odziv C(s) na vzbujanje R(s)
doloca prenosna funkcija, v kateri je funkcija Gp(s) deljena s faktorjem
1 + Ggr(s)Gp(s). Dinamika zaprtozanénega sistema je lahko drugacna od
dinamike sistema brez vodenja. S povratno zanko lahko dosezemo, da se
regulirani sistem odziva hitreje kot sistem brez vodenja.

Razmisljanje lahko sklenemo z naslednjo ugotovitvijo:

Povratna zanka spremeni dinami¢no obnasanje sistema

Poleg hitrosti lahko povratna zanka spremeni tudi znacaj sistema, npr. iz
integrirnega dobimo proporcionalni sistem, kar smo pokazali pri obravnavi
simulacijskih shem.

4. ucinek povratne zanke: Opazujemo stabilnost sistema.

Kot smo ugotovili ze pri prejsnji tocki, vsebuje odziv C'(s) na vzbujanje R(s)
pri odprtozanénem vodenju dinamiko sistema G p(s). Morebitni nestabilni
poli sistema G p(s) povzrocijo nestabilnost krmiljenega sistema. To pomeni,
da ce je sistem nestabilen, ga s krmiljenjem ne moremo stabilizirati.

Odziv C(s) na R(s) pri zaprtozancnem vodenju dolo¢a prenosna funkcija,
v kateri je funkcija Gp(s) deljena s faktorjem 1+ Gr(s)Gp(s). Poli zapr-
tozantnega sistema so doloceni z niclami izraza 1 + G(s)Gp(s). Ce lezijo
nicle tega izraza v levi strani kompleksne ravnine, je zaprtozancni sistem
stabilen.

Zaprtozancno vodenje premakne pole sistema. S primernim regulatorjem
lahko iz nestabilnega dobimo stabilen sistem.
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Kot zadnji u¢inek povratne zanke tako opredelimo naslednje:

Povratna zanka lahko stabilizira sistem

Ugotovili smo, da prinasa vpeljava povratne zanke v sistem vodenja stevilne pred-
nosti. Seveda pa ni nepomembno, kaksen regulator uporabimo. V zaprtozancnih
prenosnih funkcijah, ki smo jih izpeljali v prejsnjih podpoglavjih, namre¢ pov-
sod nastopa tudi prenosna funkcija Gg(s). Od izbire regulatorja je odvisno, v
koliksni meri bodo prednosti povratne zanke prisle do izraza, predvsem pa je od
tega odvisna oblika prehodnega pojava pri spremembah reference ali pri nastopu
motenj.

Uveljavile so se nekatere standardne oblike prenosnih funkcij regulatorjev, od
katerih bomo v nadaljevanju obravnavali dve najpreprostejsi. Najpreprostejsi je
proporcionalni regulator.

5.4 Proporcionalni regulator

Regulacijski sistem s proporcionalnim regulatorjem prikazuje slika 5.9. Taksen
regulator vsebuje le proporcionalno ojacenje pogreska na vhodu regulatorja, ime-
nujemo ga tudi P-regulator.

r@ 1 e u(® )

Slika 5.9: Proporcionalni regulator

Regulirna veli¢ina je proporcionalna pogresku oz. razliki med zeleno vrednostjo
in regulirano veli¢ino

u(t) = Kpe(t) (5.17)

Ce enacbo transformiramo z Laplaceovo transformacijo, lahko dolo¢imo prenosno

funkcijo regulatorja
Gr(s) = () = P(s) = Kp (5.18)
E(S) ’

Ce zelimo tak regulator uporabiti za vodenje, moramo dolo¢iti parameter Kp,
ki predstavlja proporcionalno ojacenje regulatorja. Od izbire tega parametra so
odvisne lastnosti zaprtozancénega sistema.



5.4. PROPORCIONALNI REGULATOR 69

Oglejmo si primer zaprtozanéne prenosne funkcije sistema vodenja s P-regulatorjem,

in sicer za primer procesa 1. reda Gp(s) = Tﬁl . Pri tem obravnavamo oba nacina

vodenja, sledilno in regulacijsko delovanje.

Pri sledilnem delovanju nas zanima prenosna funkcija od reference do regulirane
veli¢ine

Gonts) = Cr6) __Cr(9)Grls) _ _Kergr
=t R(s) ~ 1+Gr(s)Gp(s) 1+ KpEe (5.19)
KpK, Erieye

T3+1+KPKSZ H+%8+1

Zaprtozanc¢ni sistem je Se vedno proces 1. reda, ki pa ima drugacno ojacenje in
drugacno ¢asovno konstanto. Zaprtozancno ojacenje je

KpK; 1

K,=—2%I"2% 1 - 5.20
1+ KpK, 1+ KpK, (5:20)

Vidimo, da je pri K5 > 0in Kp > 0 zaprtozancno ojacenje vedno manjse od 1. To
pomeni, da bo npr. pri odzivu na stopnicasto spremembo reference skupna spre-
memba regulirane veli¢ine do ustaljenega stanja manjsa, kot je bila sprememba
reference. To pomeni, da ima regulacijski sistem pogresek v ustaljenem stanju.
Zaprtozancna casovna konstanta je

T

Tzzzi
14+ KpK,

(5.21)

Razvidno je, da je pri K; > 0 in Kp > 0 zaprtozancna casovna konstanta krajsa
od casovne konstante nereguliranega sistema.

Izpeljimo Se prenosno funkcija od motnje do regulirane velicine, ki je pomembna
pri regulacijskem delovanju

Cn(s) _ Ge(s)  _ den
N(s)  1+Gr(s)Gp(s) 1+ Kpzhe (5.22)
K
K T+KpKs

Ts+1+KpK, ls+1

Gzz2(5> =

Zaprtozancéno ojacenje od motnje do regulirane veli¢ine je

K, 1
Ko=—" =K (— 5.23
1+ KpK, (1 + KPKS) (5.23)



70 POGLAVJE 5. REGULACIJSKI SISTEMI

Vidimo, da je pri Ky > 0 in Kp > 0 zaprtozancno ojacenje vedno manjse od
ojaCenja samega procesa, kar pomeni zmanjsanje vpliva motnje glede na odprto-
zanc¢ni sistem. Obenem pa je to ojacenje vselej vecje od 0. To pomeni, da bo npr.
pri odzivu na stopnic¢asto motnjo skupna sprememba regulirane velic¢ine razlicna
od 0. To pomeni, da regulator ne uspe popolnoma izni¢iti motnje in regulacijski
sistem ima pogreSek v ustaljenem stanju. Zaprtozancna casovna konstanta je
enaka kot pri sledilnem delovanju.

Uc¢inke povratne zanke za obravnavani primer ilustrira slika 5.10. Zgornji del
slike prikazuje odziva krmiljenja in regulacije procesa Gp(s) = ;21 Kot krmilnik
uporabimo Gg(s) = 0.5, kot regulator pa proporcionalni regulator z ojacenjem
2 (Gg(s) = 2). V obeh primerih nastopi stopnic¢asta sprememba reference z
amplitudo 1 ob ¢asu t = 0, dodatno pa Se stopnicasta motnja enake amplitude
na vhodu procesa ob ¢asu t = 5.

3 3
2 2
1 1

0 5 10 0 5 10
3 3
2 2
1 1
o0 5 10 OO 5 10
a) Krmiljenje b) Regulacija

Slika 5.10: Ucinki povratne zanke: P-regulator in proces 1. reda

Iz slike je razvidno, da uspe krmiljeni sistem v primeru brez motenj doseci zeleno
vrednost, saj je bilo ojacenje krmilnika izbrano tako, da je skupno ojacenje ravno
1. Pa¢ pa ob nastopu motnje le-te krmilnik ne more izniciti, saj o motnji nima
nobene informacije. Krmiljena veli¢ina se zato mocno oddalji od Zelene vrednosti.
V nasprotju s tem zaprtozancni sistem s P-regulatorjem ne uspe povsem izniciti
pogreska v ustaljenem stanju pri spremembi reference. Regulirana veli¢ina je sicer
blizu zelene, ni pa ji povsem enaka. A po nastopu motnje regulirana veli¢ina
ostane blizu zZelene vrednosti, saj regulator s pomoc¢jo povratne zanke zmanjsa
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vpliv motnje. Opazno je tudi, da je odziv zaprtozancnega sistema hitrejsi od
odprtozanénega.

Spodnji del prikazuje odziva krmiljenja in regulacije procesa Gp(s) = ﬁ pri
enakih nastavitvah krmilnika in regulatorja kot v zgornjem primeru. Pol procesa
lezi na pozitivni realni osi ravnine s, zato je proces nestabilen. O¢itno je nestabi-
len tudi krmiljeni sistem. Pac¢ pa je sistem s P-regulatorjem tudi v tem primeru
stabilen in regulirna veli¢ina se kljub pogresku v ustaljenem stanju ustali blizu
zelene vrednosti.

5.5 Proporcionalno-integrirni regulator

Pri obravnavi P-regulatorja smo pokazali, da lahko s P-regulatorjem izboljsamo
delovanje sistema vodenja v primerjavi z odprtozanctnim krmiljenjem. Taksen
regulacijski sistem pa ima tudi nekatere slabosti, predvsem pogresek v ustaljenem
stanju.

Pri stevilnih procesih lahko omenjene slabosti odpravimo in Se dodatno iz-
boljsamo vodenje, ¢e v regulator dodamo integrirni ¢len. Na ta nacin dobimo
proporcionalno-integrirni regulator, katerega blokovno shemo prikazuje slika 5.11.
Taksen regulator imenujemo tudi Pl-regulator.

c(t
Gp ()=

Slika 5.11: Proporcionalno-integrirni regulator

Regulirna veli¢ina na izhodu Pl-regulatorja je proporcionalna pogresku in inte-
gralu pogreska

Kp [*

u(t) = Kpe(t) + — [ e(r)dr (5.24)

1 Jo
Ce enacbo transformiramo z Laplaceovo transformacijo, lahko dolo¢imo prenosno
funkcijo regulatorja
Uls)

“rl) = B)

Kp 1
_p Is)=Kp+—=Kp|1+— 2
(s)+1(s) p+ Tos P ( + TIS) (5.25)
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Ce zelimo tak regulator uporabiti za vodenje, moramo doloéiti dva parametra: K p
in T7. Parameter Kp je proporcionalno ojacenje regulatorja, 17 pa je integrirna
casovna konstanta regulatorja. Vcasih namesto slednje navajamo tudi ojacenje

integrirnega dela K; = Ij{—f.

Podobno kot pri P-regulatorju si oglejmo primer zaprtozanéne prenosne funkcije
sistema vodenja s Pl-regulatorjem, in sicer za primer procesa 1. reda Gp(s) =

Tfjl. Pri tem obravnavamo oba nacina vodenja, sledilno in regulacijsko delovanje.

Pri sledilnem delovanju nas zanima prenosna funkcija od reference do regulirane
velicine

o = Cale) __GatlGotn K (1+55)
- Bls) 1+Grl9Grls) 14 Kp (14 4) A (5:26)

Kg{ﬁs (Trs+1)

2 1+KpKs KpKs
s° + T8+ T

Zaprtozan¢ni sistem je sistem 2. reda. Ponovimo, da nastavljamo parametra
Kp in Ty, medtem ko sta K, in T parametra procesa, ki ga reguliramo, in ju
ne moremo spreminjati. Od nastavitve parametrov Kp in T} je odvisno, ali bo
sistem podkriti¢no ali nadkriti¢no dusen — ali bo prehodni pojav nihajoc¢ ali ne.

Ce primerjamo enacbo (5.26) s (5.19), vidimo, da je bila pri P-regulatorju zapr-
tozancna funkcija 1. reda, tu je 2. reda. Se bolj pomembno pa je, da je bilo
zaprtozancno ojacenje pri sistemu s P-regulatorjem enako K.. = 5 f}?f}( < 1,
kar je pomenilo pogresek v ustaljenem stanju. V sistemu s Pl-regulatorjem je
ojacenje zaprtozancnega sistema glede na referenco enako 1, to pa pomeni, da
bo sprememba regulirane veli¢ine po koncu prehodnega pojava enaka spremembi
reference. 7 drugimi besedami, dobimo sledenje referenci brez pogreska v usta-

ljenem stanju.

Pri regulacijskem delovanju nas zanima prenosna funkcija od motnje do regulirane
velicine

G(s) = Cn(s) _ Gr(s) _ Toii _
Ne) T Gr(IG6) 14k (14 4) £ p2n)
_ T
o 82 ‘l’ 1+I§1PKSS+ K’:[};é{s

Tudi v tem primeru je zaprtozancni sistem sistem 2. reda. Primerjava enach
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(5.27) in (5.22) pokaze, da je bila pri P-regulatorju zaprtozanéna funkcija 1. reda.
A bolj pomembno je, da je bilo zaprtozanéno ojacenje pri sistemu s P-regulatorjem
enako K., = ﬁ > 0, kar je pomenilo pogresek v ustaljenem stanju, saj
regulator ni uspel povsem izniciti motnje. V sistemu s PI-regulatorjem je ojacenje
zaprtozancnega sistema glede na motnjo enako 0, to pa pomeni, da po koncu
prehodnega pojava ne bo ve¢ nikakrsnega vpliva motnje na regulirano veli¢in.
Z drugimi besedami, regulator popolnoma izni¢i vpliv motnje brez pogreska v

ustaljenem stanju.

Nastete ugotovitve veljajo seveda za vodenje procesa 1. reda. Izkaze pa se, da
jih lahko posplosimo na velik nabor procesov, ki jih najdemo v praksi. Zato je
Pl-regulator eden najpogosteje uporabljanih regulatorjev.

Ucinke povratne zanke za primer, ko proporcionalni proces 1. reda vodimo s PI-
regulatorjem, ilustrira slika 5.12. Zgornji del slike prikazuje odziva krmiljenja in
regulacije enakega procesa kot na sliki 5.10, torej procesa Gp(s) = ;21 Upora-
bimo tudi enak krmilnik Gk (s) = 0.5, kot regulator pa uporabimo Pl-regulator z
proporcionalnim ojacenjem 1 in integrirno ¢asovno konstanto 1 (Gg(s) =1+ %)
Ob ¢asu t = 0 nastopi stopnicasta sprememba reference z amplitudo 1, dodatno
pa Se stopnicasta motnja enake amplitude na vhodu procesa ob ¢asu t = 5.

3 3
2 2
1 1
O0 5 10 OO 5 10
3 3
2 2
1 1
OO 5 10 OO 5 10
a) Krmiljenje b) Regulacija

Slika 5.12: Ucinki povratne zanke: Pl-regulator in proces 1. reda

Spodnji del prikazuje odziva krmiljenja in regulacije procesa Gp(s) = % pri
enakih nastavitvah krmilnika in regulatorja kot v zgornjem delu slike. Levi del
slike, ki prikazuje delovanje krmilnega sistema, je enak kot na sliki 5.10. V levem
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delu slike pa opazimo drugacen potek regulirane velicine. Glavna razlika je v
tem, da ni ve¢ pogresk av ustaljenem stanju, ki ga PI-regulator uspesno odpravi
tako pri spremembi reference kot pri motnji. Opazimo lahko Se nihajo¢ odziv
pri regulaciji nestabilnega procesa. Nastavitve regulatorja v tem primeru niso
optimalne, vseeno pa regulator uspe stabilizirati nestabilen sistem.

5.6 Nastavljanje regulatorjev

Nastavitev regulatorja vpliva na dinamic¢ne lastnosti in s tem na kvaliteto re-
gulacijskega sistema. Tudi ¢e vzamemo standardno strukturo regulatorja, npr.
Pl-regulator, ga je potrebno uglasiti na dani proces. Primerna nastavitev regu-
latorja je namre¢ odvisna od dinamic¢nih lastnosti procesa oz. odprtozanénega
sistema.

Pogosto modela procesa ne poznamo, ob tem pa smo pri u¢inkih povratne zanke
omenili, da natan¢no poznavanje modela procesa niti ni nujno potrebno. Dovolj
je, da dinamicne lastnosti procesa ocenimo.

Ena od moznosti je, da ocenimo dinamic¢ne lastnosti procesa z eksperimentom,
npr. z merjenjem odprtozanénega odziva na stopnicasto vzbujanje (slika 5.13).

u(t) | )

—> proces ——>

Slika 5.13: Eksperimentalno ocenjevanje dinamicnih lastnosti procesa

Pri tem moramo upostevati, da procesi, s katerimi imamo opravka v praksi, v
splosnem niso linearni procesi. Med drugim to pomeni, da se odzivi na enak
vhodni signal pri razliénih obratovalnih pogojih lahko razlikujejo. Vecino proce-
sov lahko dokaj dobro opiSemo z linearnim priblizkom, ki pa obic¢ajno velja le za
doloceno obratovalno stanje. Zato odziv na stopnico merimo tako, da v proces v
izbranem obratovalnem stanju vzbujamo z majhno stopni¢asto spremembo, nato
pa obravnavamo le odstopanja od zacetnega stanja.

Potek taksnega merjenje odziva na stopnico ilustrira slika 5.14:
e proces pripeljemo v okolico obratovalnega stanja,
e ko se razmere ustalijo, naredimo stopnicasto spremembo vhodnega signala,

e izmerimo prehodni pojav in iz njega od¢itamo znacilne parametre.
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Slika 5.14: Merjenje odziva na stopnico

Opozorimo Se enkrat, da merimo odziv samega procesa, ne pa odziv zaprto-
zanénega sistema. Ce uglasujemo regulacijski sistem, v katerem je povratna zanka
ze izvedena, moramo regulacijo zac¢asno onemogociti in zagotoviti stopnicasto
vzbujanje na vhodu procesa.

Zmacilni parametri odziva na stopnico so Ky, to je stati¢no ojacenje, T.,, ki ga
imenujemo cas zakasnitve in T;,, ki ga imenujemo cas izravnave.

Nadaljevanje postopka nastavljanja je odvisno od ocenjenih dinamicnih lastnosti
procesa. Ce je npr. ¢as zakasnitve tako majhen, da ga ne moremo oceniti,
potem lahko proces v veéini primerov priblizno opisemo kot proces 1. reda. Cas
izravnave je v tem primeru enak ¢asovni konstanti procesa.

Za enostavne procese, kot je proces 1. reda, lahko primerne vrednosti parametrov
P ali Pl-regulatorja izpeljemo analiticno. Osredotoc¢imo se na Pl-regulator in
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sledilno delovanje ter zaprtozancéno prenosno funkcijo zapisimo nekoliko drugace

1 K
G (s) = Cnls) __Gr(8)Gr(s) _ Kp (1+n> T
2 R(s)  1+Gr(s)Gr(s) 1.1 K, (1+ﬁ) Ko (5.28)
KPKS(T]S—l—l)
Trs(Ts+1)

KpKs(Trst1)
L+ ;IS(TSI—FI)

Zaprtozancéna prenosna funkcija se poenostavi, ¢e nastavimo 77 = T. Potem se
namrec polinoma 77s + 1 in T's + 1 krajsata in dobimo

KpKs
_ Cr(s) _ Ts KpKs - 1 (5.29)

GZZ S = = =
() R(s) 1—|—% Ts+ KpK, st

Pri nastavitvi 77 = T dobimo zaprtozanc¢ni sistem 1. reda z ojacenjem 1. S
parametrom Kp lahko vplivamo na ¢asovno konstanto zaprtozancénega sistema.
Teoreticno lahko dobimo poljubno hiter odziv, potrebno pa se je zavedati, da
hitrejsi odziv pomeni vecje vrednosti regulirnega signala v prehodnem pojavu.
Ker je vhod v proces v praksi vselej omejen, zato izbiramo vrednosti Kp, ki dajejo
podobno ali nekoliko ve¢jo hitrost odziva, kot je hitrost procesa. To pomeni, da
produkt KpK, ne sme biti prevelik, pogosto izberemo 2 ali 3, kar da dvakrat ali
trikrat krajso zaprtozancéno casovno konstanto od odprtozancne.

Podobno izpeljavo bi lahko naredili tudi za sistem s P-regulatorjem. Ce izhajamo
iz zelenega zaprtozancnega ojacenja in zelene zaprtozancne casovne konstante,
lahko zberemo nastavitvena pravila za sistem 1. reda v tabeli 5.1.

Tabela 5.1: Nastavitvena pravila za sistem 1. reda

‘ regulator ‘ Kp ‘ Ty ‘
T5—Tz€; 14 I(ze‘!
P I\rstef. all [\rs(l_-{(zef.) /
TS
PI Tze![(5 ]15

V tabeli sta K in T ocenjena parametra procesa (Ts =T;, =T, T,, = 0), K,
je zeleno ojacenje zaprtozancénega sistema in 7., je zelena ¢asovna konstanta
zaprtozancnega sistema. Pri sistemu s Pl-regulatorjem je zaprtozancno ojacenje
enako 1, zato lahko izbiramo zgolj Zeleno zaprtozanéno casovno konstanto.
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Primer 5.1 Nastavitev regulatorja za proces 1. reda

Slika 5.15 prikazuje izmerjeni odziv na stopnico za neznani proces.

2.5
2L — - 1
1.5¢ il
1+ il
0.5 i
0 ‘ ‘ ‘ ! \ ! ! ! I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Slika 5.15: Izmerjeni odziv na enotino stopnico

Proces je bil vzbujan z enotino stopnico, kar pomeni Au = 1. Casa zakasnive ne
moremo oceniti, zato privzamemo proces 1. reda. Ocenimo, da se odziv ustali pri
vrednosti 2.1, kar glede na podano vzbujanje pomeni ocenjeno ojacenje Ky = 2.1.
S pomocjo tangente ocenimo ¢as izravnave oz. T, = 1.7. Izberemo T, = 0.5 in
s pomocjo tabele 5.1 izracunamo parametra Pl-regulatorja:

T, 1.7
K pum— pum—
P LK, 0521
T = T,=21
Simulacijo zaprtozancnega odziva pri referencnem signalu v obliki enotine sto-
pnice prikazuje slika 5.16.

= 1.62

|

Za procese visjega reda so pravila za nastavljanje P in Pl-regulatorjev zbrana v
tabelah. Nastavitev je odvisna od zahtev pri regulaciji, ki vkljucujejo nacin delo-
vanja (sledilno ali regulacijsko) ter zahteve glede oblike prehodnega pojava. Zah-
tevamo npr. lahko odziv brez nihanja ali pa dopustimo nihajo¢ odziv a omejimo
velikost prenihaja, to pomeni, koliko sme regulirana veli¢ina preseci spremembo
reference v prehodnem pojavu. Primer taksnih nastavitvenih pravil prikazuje
tabela 5.2.
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Slika 5.16: Odziv zaprtozancnega sistema s Pl-regulatorjem

Tabela 5.2: Nastavitvena pravila za sisteme visjega reda

regulator | aperiodiéni odziv z najkrajsi T,,, z
najkrajsim T, 20% prenihajem

‘ ‘ motnja ‘ referenca ‘ motnja ‘ referenca ‘

- 0.3 T;. 0.37T;. 0.7 T;. 0.77T;.
P Kp| g2 KoToa KoToa KoToa
I{ 0.6 Ty 035 T;. 0.7 T;. 0.6 T;.
r K.T.. K.T.. K.T.., K.T..
PI

T 4T, 1.27T;, 23T, T;

Primer 5.2 Nastavitev regulatorja za proces visjega reda

Slika 5.17 prikazuje izmerjeni odziv na stopnico za neznani proces. Tudi v tem
primeru je bil proces je bil vzbujan z enotino stopnico, torej velja Au = 1.
Ocenimo, da se odziv ustali pri vrednosti 0.9, kar glede na podano vzbujanje
pomeni ocenjeno ojacenje Ky = 0.9. S pomocjo tangente ocenimo cas zakasnitve
in Cas izravnave: T,, = 6, T;, = 30.

V tabeli 5.2 izberemo pravilo za 20% prenihaj in izracunamo parametra PI-
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L
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Slika 5.17: Izmerjeni odziv na enotino stopnico

regulatorja:
0.67;, 0.6-30 .
Kp = = = 3.33
r KT, 09-6
7 = T, =30

Simulacijo zaprtozancnega odziva pri referencnem signalu v obliki enotine sto-
pnice prikazuje slika 5.18. Vidimo, da regulirna veli¢ina zaniha in pri prvem
nihaju preseze referenco za nekaj vee kot 20%. Ceprav smo izbrali pravilo za 20%
prenihaj, seveda ne moremo pricakovati tocnega rezultata. Parametre procesa
smo namre¢ ocenili le priblizno, po drugi strani pa so pravila sestavljena za nek
tipi¢ni proporcionalni proces, ki ni nujno povsem enak obravnavanemu procesu.
Ne glede na to nudijo nastavitvena pravila primerno izhodiS¢e za nastavitev re-
gulatorja, pogosto pa potem poskusimo odziv Se nekoliko izboljsati z majhnimi
popravki parametrov. O
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Slika 5.18
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: Odziv zaprtozancnega sistema s Pl-regulatorjem



