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0 Uvod

Literatura:

¢ JohnG. Proakis,Dimitris G. Manolakis: Digital SignalProcessing:Principles,
Algorithmsand Applications 3'd edition, PrenticeHall, 1995

e L.R. Rabiner B. Gold: Theoryand Applicationsof Digital SignalProcessing
PrenticeHall, EnglevoodCliffs, 1975

Osnorni pojmi:

e Signal(lat. signun) je nekaj,kar sluzi za prenosinformacij; opticni, elektricni,

e Nafini obdelae signalor:

— analogni:obCutljivi natoploto, staranjeylago
— digitalni: matemattnanatartnost

UCni n&trt:
1. Teorijadiskretnih linearnih,Caswno-invariantnihsisteme
2. Digitalni filtri; dve vrsti:

(a) KEO (FIR —finite impulseresponsg
(b) NEO (IR —infinite impulseresponsg

3. DFT in FFT algoritem

4. Spektralnanaliza;spekter= Fourierosaanalizasignalow

1 Teorija diskretnih, linearnih, Caso/no-invariantnih sis-
temov

x——LDCIs}——y

Signalepredstaimo z zaporediji:

x(n),n=0,+1,+2,... — diskretnisignal
X(t) —analognisignal
¢ Diracovadeltafunkcija (analogno)- enotinimpulz (diskretno)
3(n)
1 (1, n=0
o(n) = { 0 n#



e enotinastopnica

y(n) = ®[x(n)]
e Linearensistem:

y1(n) odzi naxy(n)
y2(Nn) odziv naxz(n)
axi(n) + bxe(n) — ay1(n) + by2(n) <= sistemje linearen

¢ Casanoinvariantersistem:

y(n) odziv nax(n)
x(n—np) — y(n—ng), Np € Z <=> sistemje Caswnoinvarianten

Bolj sploSertermin (ko n ni €as):invariantnosnapomik.

1.1 Osnovniizrek zalinearne, Gasorno-invariantne sisteme

o(n) h(n) —odziv naenotinimpulz

x(n) h(n) y(n)
+o0 M=--00
ym= > x(mh(n-m= 5 h(mx(n-m
Dokaz:
x(m) =x(n)d(n—m), n=0,+1,+2,...
x(m+1) =x(n)d(n— (m+1)), n=0,+1,+2,...
x(m+2) =x(n)d(n— (m+2)), n=0,+1,+2,...
x(m) = +Zo° x(n)d(n—m), m=0,+1,+2,...
odziv:

Q.E.D.



Lastnafunkcija:

f(t) a- f(t — 1) — zakajje sinusnanapetost
Lastnostisistema:

e Stabilnostsistemanakontni vhoddobimokonéniizhod
Potreberin zadostnpogojzastabilnost:

~+o00
3 Ihml<e
Dokaz:
— potrebnost:
ilad -
3 Inmi=e xm={ T 20
+o0 /—&—W +o0
yO = 3 xmh(-m= 5 [h(-m)}= % [h(m)|=co
— zadostnost:
Ix(n)| <M
+oo +o
ymi=1 > xmh(n-mf< 5 mh(n—m)]|<

IA

+
M [h(n—m)| < e
e

Q.E.D.

¢ Kavzalnostsistemaposledicani predvzrokom

Cejeh(n) =0zan< 0= sistemje kavzalen

ali konstanta??%

1.2 Sistemi,ki sopodani z diferencnimi enatbami

Diferencneenabe:

N M
_Zobiy(n—i) = l;a{-x(n—i)

) =§Oai><(n—i) - ibiym—i), n>0

: LCIDS

K —— & ) @f &
M Q&
AR




1. nerekurzvnediferertneenabe:by,by,... ,by =0

2. rekurzivnediferercneenabe:vsajenb; # 0,i = 1..N

y(n) = agx(n) + ax(n— 1) —byy(n— 1)

ai
ZAK D>
x(n—1)
\ NG o
x(n) 1% () y(n)
y(n—1)
{ ZAK
—by
1.3 Z-transformacija
+00
X(2) = x(n)z ",ze C
N=—o0

X(n) = z—i[jz{x(z)z”_ldz, j=v-1=i

o(n)
1
Z(3(n)) = 1
u(n)
1+ o o o o
2(u) = 1=

e l1-azt
1.4 Lastnosti Z-transformacije
1. linearnost: N
X1(2) = z x1(n)z "
N=—o00
00
X(= Y x(nz"
Nn=—o00

Z(axi + bx) = aXy(2) + bX(2)



2. premik:

3. korwvolucija:

—+o0
y(n) = x(m)h(n—m)
m=—o
400 400
Y(20 = > x(mh(n— mz "=
N=—o00 M= —00
X(2) H(z)
— S ~
=y x(mz~™ > h(n— m)z- ("M =
m=—o N=—o0
= X(2-H(®
_Y(2 . .
H(z) = X — prevajalnafunkcija

4. produkt:
y(n) =x(n)h(n)

2—:[1. %X(u) H (S) u~tdu

1.5 Frekventni odziv diskretnegasistema

x(n) = Acogaon + @) h(n) y(n) = A’ coguon + @)
+ 00
y(n) = k_z h(k)x(n—k)

A o A _
x(n) = Acogupn+®) = EleDejwon_'_ Ee_m)e_“*)o”

y(n) = Selangi® +zm h(k)e~ 190k 4 D janng-jo +z°° h(k)eiok
2 A 2 L
. Fo0 . N
HE®) = § h(kel* = |H(el®)|e/*) | - frekvertniodziv sistema
k=—o0

Dokaz,daje sinusoidalndunkcija lastnafunkcija diskretnih,linearnih,aswno-inva-
riantnihsistema:

y(n) = AJH(e!*0)| cogwon + @ + O(e/20))
Frekwertniodziv: Z-transformacijazraCunananakroguenote(naenotskikroznici):

X(2)| i = X (eI) = Jg X(K)e~ 1k

k=—o0



%
" S
>
\J ®

Y(e9) = H(E)X(e), H(E®) =

1.6 Fourierove “transf ormacije”
1. zveznisignali

e periodEni: x(t) =x(t+nT),n=0,£1,+2,...

1 T
= T/ Jk_ T dt
o+ Fourierovavrsta
xt)=Y aekF
k=—o0

e neperiodéni:

+o0

X(Q) = / x(t)e 12 dit

—00

Fourierov integral ali
X(t) = 2T[/X ethdQ Fourierovatransformacija

—00

2. diskretnisignali

e periodini: x(t) =x(t+nN), n=0,+1,£2,...

n= diskretno€aswnaFourierosatransf.

X(n) =Y x k)e‘“‘ZW]Tn
;:,\?_ 1 DFT — diskretnaFourierovatranst.
x(k) = X (n)elin



e neperiodEni:

: +oo :
X(E9) =3 x(ke
k=—o0
1 7 T 7
x(k) = E{/X(ej‘*’)ej‘*’kdwz E/X(ej‘*’T)ej‘*’dem
0 0
1.7 Vzorcenje
Xa(t) Xa(Q)
T
I+ > j ! }7
x(n) X (el9T)
1+ . . }7
+o00

Xa(Q) = / xa(t)e 12 dit

—00

too zaanalogne
1 .
=— [ Xa(Q)eI*dQ
Xall) = 5 [ Xa(@eld
. 1 .
X(eij): Z X(n)e—Jan
Nn=—oo
T 2 zadiskretne
— jTy qjwTn
x(n) 2T[/X(e )el® Ndw
0
1
x(N) = xa(hT)=— / Xa(Q)e 2T dQ
21
2(mhm
12 jaonT
= w3 / Xa(Q)elT dQ

—00 f f f f f f f 00
3 2 1 m=0 1 2 3 0=wtm



. N oty 1 @ 21
Iz primerjave sledi:| X (e!®") = T Z Xa W+=-m
m=—oo

Torej: spektervzortengasignalaje enakneslontni vsoti spektrav zamaknjenitsig-

nalov.

1.8 lIzrekojemanju vzorcev
Xa(Q)

Xa(@) =07a[Q| >

1 +o0 +7 - +7
Xa(t) = o Xa(w)e'* dw = Xa(w)e'* dw = o X(el9T) el dey
—o0 I _]I_J
oo +oo
X(el®T) x(n)e )TN =5 xa(nT)e e
N=—o0 N=—o0

n=—oo

xA(t)—l/ ( +zoo x(n)e‘j‘“’”T> e“dw= Jrzm x(n)l /ej‘“’(t—”T)dw, x(n) = xa(nT)

xa(t) = IS xa(nT) sinl(ti(t_—n_lrj;l')) —interpolacijskadormula
n=—oo T
\» sinc(— — n)
singx)
sing(x) = SinT(D(TD() /\\/
1

Pogojzaobratnostzortenja:
I I . .
T > najviSjafrekvenca(Q) vzorcengasignala

oziroma 1
T= fr > 2 x najviSjafrekvencavzortengasignala

10



2 x fmax— Nyquistorafrekvenca

jwT

spektraln#prekrﬁ;rije(aliasing)

Antialiasing filtri

Transformacijskparzapredstaitev zveznegjasignalanadiskretematin:

xa(t) = :Lzm Ch®n(t)
Ch= xA(nn_'I'_)00

Dy(t) = sinc(% - n)

1.9 Predstavitev signalov z ortogonalnimi funkcijami

Mnozicafunkcij {®Py(t)} = {P—_w(t),... ,P_1(t),Po(t), P1(1),... ,P(t)} je ortogo-
nalnanaintenaluty dotg + 1, Cevelja:

to+T
Pt Dp(t)dt =4 & M=
to/ {O, m=#n
400
xt)= 3 o))
k=—o00
to+T1

ck=%1 / X(1) Dy (t) di

fo
Dokaz:

to+T to+T too too to+T
/ X(t) Prm(t) dt = / ( 3 ckCDk(t)) Prt)dt= T o / Oy (t)DOr(t) dt = cm-a

{0 fy  \k=—o

DrugedruZzineortogonalnihfunkcij:
e Kaihunen-Loeve
e Fourier

e Walsh-Maclainard

valcki (wavelet)

e Haar

Legendre

11



Parsevalov izrek

Podajazvezomedenepgijo (mocjo) v caswnemin frekventnemprostoruin velja za
vseortogonalndunkcije.

+00 +o0  +0o

)= 5 goM+ Y S cptqPp(t)Pq(t)
o#p
to+T1 +oo to+T1 too Too to+T1
/ POdt= 5 & / QM+ Y T cocy / ®p(t)Dq(t) dt
to k== i p:_mq;é_;o to
a h ‘0’ g
1 o a
= / X(t)dt == Y cf|—Parsealov izrek
T 1.4,
0

Parsevalov izrek govori o tem, kako je moc signalarazporejengo koeficientindiskret-
ne predstaitve funkcije (0z. po spektru).

1.10 Struktur e zarealizacijo diskretnih sistemo

ZavsakLDCIS velja: x(n) h(n) y(n)
400 400
y(n) = kZ x(K)h(n—k) = ku h(k)x(n— k)

_ Siheaz! _  MiL(1-azY) o
H(Z)_1+Z|N=1b|2_' _AI'I|N=1(1—D|Z‘1)’ z,pi —nicle, poli

_Y@ _ _yilar
H(z) = X@ 143V ,bz]

— prevajalnafunkcija Q)

NavzkriznopomnoZimo:
M N
%aﬂ_'x(z) =Y(2) <1+ > b|z_')
1= =1

M N
Z)a; x(n=1) =y(n)+ Z biy(n—1) —inverznaz-transformacijagornjefunkcije
= =1

y(n) = ia;x(n— 1) — % biy(n—1) —diferertnaenabaza(l)
1= =1

Opisange zeloenostaenpostopekpretvorbeprevajalnefunkcije v diferercnoenabo.
Prikazz diagramomdirektnaformal:

12



Cesovsib; =0, potemje ena&banerekurzvna.

_Y@ _ 1 < ozl ) =
H(z) = X2 " (1+Z|N:1blr') (I;a.z ) = H1(2)H2(2)

N————’
H1(2) Ha(2)

_ W(2) 1

Y2

L
@~ &

w(n) = x(n) — éle(n_ ]
M

H2(Z) =

=

y(n) = l;aW(n— )

13



DobimoenostanejSodirektnoformo 2 (kanontnaoblika):

x(n) w(n) 2 y(n)

—by ap

O—<—1—>—®

-
it

N1

1]

3 ag

<+ —by a +>
—b

| | au
e
S

i —bn

\_<]_

Tezave:
¢ pri kvantizacijia, b, hoCemoporabiti¢im manjbitov zareprezentacijéunkcije,

e Ze majhnenapale pri koeficientihdirektneforme zelo spremenijopotekpreva-
jalnefunkcije — obCutljivostdirektneforme nanapale.

ObCutljivostdirektneforme nakvantizacijokoeficientw a, by

a,b  —neslontnonatartni koeficienti
a’,bf —kvantiziranikoeficienti(koncnostevilo bitov)

a = a +Aa
b|* = by + Ab
Aa,Aby  —kvantizacijskanapaka

N

N
P(z =1+ l;bm" = ID(l— pz"), p —poli

pi = p +A4p, Ap —napaka legi pola

éeje majhnaspremembd, — velikaspremembéegepolov — obCutljivost

pr = pi(ba,by, ... ,bn)
P(Z) = P(bl,bz,... ,bN) = P(pl, P2,... ,pN)

14



0P _

9 _ aéf) _ p~
oby ";’—(Z’ M, (p — pi)
P il

'

Ap = - Dby

&M, (p—pi)
i#l

To je dokaz,damajhnespremembé; povzroCijo velike spremembep,.
Cestadva (ali vet) polablizu skupaj,potemje faktorv vsotivelik.

Kaskadnaforma
ke ko
H(z) =ap[|Hu(2 - [1H2(2
@11
1+ayz !
H = ==
u(@ 1+byz?
1+ayz 14+ayz?
Ha(2) = et g
1+byzt+byz-
Realizacija:
X——H1(2) —— H2(2) [ = = = = { Hig 1, (2) y

Skupnaobtutljivostnakvantizacijske napale je bistvenomanjSaker sole-te omejene
naposameznél-je.

Paralelna forma

H(2) =c+éH|(z)

@%Evo

15



2 Metode za nacrtovanje digitalnih filtr ov s koncnim
enotinim odzivom (KEO)

Ceh(n) =0,n > N, potempravimo, daimah(n) konénodolZino.

1 .
+ ° e — KEO sistem

Negativni indeksisonic¢ zaradikavzalnostisistema!Pri nerekurzvnih funkcijahimamo
KEO sistem.
Lastnosti:

1. H(2) nimapolov (razenpri z= 0)
N—1 )
HZ=$ hkz

2. sistemje vednostabilen:

N-1
z |h(k)| = kontno
k=0

Kaj je to naCrtovanije digitalnegafiltra?
1. podanimamoZzelenifrekventni potekHq(e/®)
2. podanamamodolZinoN

3. istemotak odziv na enotinimpulz h(n), da bo razlika H(el®) — Hg(el®) &im
manjSa(z veCanjemN manjSamde-to)

KoeficientiKEO filtra: h(0),h(1),... ,h(N —1).
Stiri osnarnevrstefiltrov (poleg teh tirih Seveliko drugih):

e nizkopropustniilter (Low-Pasg LP
H(e!®)

T ]

o

Primer: antialiasingfiltri.

e visokopropustnfilter (High-Pasg HP
H(e!®)

s

o

16



e paswnopropustnfilter (Band-Ris9 BP
H(el®)
1

W W

Primer:radioin televizija; Sirinapaswzaradio: AM: 4.5kHz, FM: 50KHz (EU),
100kHz (USA).

e paswnozapornfilter (Band-StopBS
H(e!®)
1

AT

P
Obstajajaransformacijeza preslikavo: LPzI;P
\

. BS
Hq(e'?) je odselomakonstantndunkcija.

ZaKEO digitalnefiltre veljah(k) = 0zak > N, N = dolzinafiltra. KEO filter je vedno
stabilenker 3, |h(k)| = konCen

_ N-1 ) _ A
HE) = 5 hoe = [H(e")| elOE)
k=

frekventni odziv amplitudniodziv fazniodzv (zakasnite)

x(K) @ y(K), x(K) = Acog wk)

y(k) = A-|H(e®)|-codwk+ O(el®?))

= A-|H(ej‘*’)|-cos(m(k+%)

Ak

o(el®)

= zakasnitg

Linearnafaza:0(w) = a — fw

KEO filtri

linearnafaza

1. Filtri zlinearnofazo

2. Filtri z nelinearndazo

17



2.1 KEO digitalni filtri z linearno fazo

H(E®) = 3 h(kje Ik £ g(el)el—)
k=0

realnafunkcija (lahko tudi negativha)
Zarealneh(k): konjugiranokompleksen

H*{el®) = H(e™1¥)

[H(ejw)| = [H(e™))|
G(e?)| = [G(a~1%)]
Iz tegasledi,daje funkcija G(e!®):
1. ali soda,
2. aliliha.

Primer:

1. G(el®) = G(e™1®) sodafunkcija
H*(el?) = G(el®) . e~i(a—Bw)
H (e 19) = G(e1®) . el(a+w)
ZaradiH*(el®) = H(e" 1) sledi
G(ejw)e_j(q_Bw) — G(e_J(*))eJ(a+Bw)
o i(a-Be) _ gi(a-+po)

e_ja eJBw: eja eJBw

2. G(el®) = —G(e~19) liha funkcija

e la — _gic

a_ T
2

Kaksenje B?
e Zasodofunkcijo G(e/®), a =0

G(el?) = H*(el®) . elf® _podefiniciji
G(e™19) = H(e™1v) . g-iP®

H (eJBw)eJBw =H (e_jw)e_ij

18



N-1
h(k)e‘j“’k> elfe = ( h(k e"**) g 1Po =
(2 2"
el (N-1-2p)w (Z h(N—1—k)e~ J‘*’k> elP®

N—1
B=——

| h(k) =h(N—-1-k) | — pozitivhasimetrija

e Zaliho funkcijo G(el®) = —G(e™1®)

p=—=| |a=

N-1 T
2

| h(k) = —-h(N-1-Kk) | — negativnasimetrija

Posledicdinearnefaze:pozitivnaali negativnasimetrijah(k)

N=9 N=38
1$ ° b ° 1% L] ° ° L] °
0 : T l T l T : T 0 T : T T : T T
1 23456 7 8 1234567

Sledi: polovicah(k) je vnaprejdolotena prostostnatopnjasezmanjsa.
4 osnaorni tipi KEO filtrov z linearnofazo:

1. pozitivnasimetrija(G(e/?) = G(—el®)), N = liho Stevilo
N-1
. wN Z N—-1
HE®) = ¢ gt ZZh —— —k)coquwk) | =
K=1 2
L
_ 2
= € k) coqwk)
k:
N——
kosinusnipolinom
N-1
= h{—=
a(0) ( > )
N-1 N-1
ak) = Zh(T_ >, k_1,2,...,T

Kosinusnipolinom:

cogwk) = iou cos w= ionx'
=] <

19



2. pozitivhasimetrija,N = sodoStevilo

o = b »(3) i)
-1

pri w = timamovednoH (e/®) = 0

3. negativnasimetrija,N = liho Stevilo (a = 1)

H(ejoo) — e—Jwr\lzlng<e—Jg h(N 1) E ( — >sin(mk)):
k=1

, sicerG(el®) ni liha

= e‘j‘*’NTflngsinooZ0 c(k) cogwk)

k=

.\,‘?
IS

4. negativnasimetrija,N = sodostevilo

= oot (5 (3o n)aa(ie ) -

N
N1

= gl eTgin?
= e'®2ezsing kgod(k)cos(wk)

1
0
Qw) | P(w)
1,
‘;‘I’nsf) k;d(k) cogwk)
sing -
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2.2 Nacrtovanje z uporabo okenskih funkcij

Hq(e!®)  Zelenifrekvergni potek

[
oo [Ha(e!®)]

Ha(@9) = 5 ha(lgeiex 1
k=—o0 0

2n
ha (k) = %{/Hd(ej‘*’)ej‘*’kdw
0

Problem:hg(K) je neslontnodolg, cevsehije Hg(e1®) nezveznosti.ResSite:

[ hg(k) k=0,1,...,N—-1
h(k) = { 0 drugod 2)

filter s konénim enotinimodzivom
2.2.1 Gibbsov pojav
1898, Albert Michelsons harmonénim analizatorjenugotovil poslediceena&be(2):

N=21 N =80
Al\/\ /\/\A
vy

/\V/\] AA
\ (A4

Gibbsw pojav: v totkah nezweznostije vedno (za vsak koncen N) 9% odstopanja
(funkcija gre skozi sredinostopnice).
Kako razlozimo?

h(k) = hqa(k) - w(k)

1 k=0,1,...,N—1
w(k) = { 0 drugod — pravokotnookno
2n

H(e®) = E{/Hd(eje)W(ej(‘*"e))de — korvolucijski integral
0

+oo0 ineN
WCHEDY w(k)e ik = giotE SN2
N——r
digitalni sinc
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Prwokotr%

w(k) an W(E?)
N

AN
P

stranskivalovi

Stranskivalovi povzrogijo Gibbso pojav. Funkcijabrezvalov je , vendarjo povzroCi
neslontnopravokotnookno. TorejiStemofunkcije s ¢im manjSimivalovi.

2.2.2 Okenske funkcije

1. von Hannovo okno:

2rk
w(k) =0.5—-0.5- cos(N — 1)

w(k) W(el®)

i

Valovi somanijSi,vendare oknoSirSe.

2. Hammingwo okno:

21k
w(k) = 0.54—0.46- cos(N—1>

Podobnge von Hannovemuoknu.

. Kaiserjeva okna(optimalna):v stranskihvalovih imajo najmanjenegije.

3
4. Dulph-éebiéevo okno
5. Bartlettoso okno

6

. Trikotnookno

2.3 Nacrtovanje z uporabo frekvencnegavzorcenja

IHa(e!)]
1 S
\
e de T 1
Ol12345 " ' 21 3n

Interval [O... 2] razdelimonaN ekvidistartnih toCk.

Hq(el), M:%’T-k, k=0,1...,N—1
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N-1

Ha(@) = 3 (e
n=
Zanimajonastotke w = wx:

2nk Z) —Zmnk «— DET: Hd %h —Zmnk

_1e .
;Hd e@'{lk_ <— inverznaDFT (IDFT)

N-1

HiZ) = zoh 7" = ZO< sz 2““") "=
_ NleNk) i(m'z_l) _

n=
=1

~ =
— ( eZT[Jk Z—N
= Z’ N . - GZT’\[‘Jk = =
_ N N-1 Hd(k)
N 1— 71"
H(e’“’) =H(2)| o

digitalni sinc: Sin(Nx

N'sinx

S

H(ejw) _ eﬂzN;ll Nle eJO)K)eJZleN 1 Sin(N (%) N ))

: K
N-sin(g — )
Pri linearnifazi: . ) N1
Hq(61%%) = [Hg(ei%) e~ 127w

. “jan—1) NZ1 : sin(N (9 — ﬁ))
H(el®) = Hy (el® 2__NJ//
(&) =e = kZO| ale™)l N-sin($ — i)

—
povzroca“valove” — slabfilter

w
|[|;|d(ej ) T1, T2 stafrekvenciv prehodnenpodrcCju.
S vavavs Idejametode polozajH (e!*) zaw = wr, , Lr, Ni pomem-
\Tz ben. Imamo: 1,2 ali 3 totke, v katerih |H(el®)| lahko
ﬂﬁﬁ spreminjamo. Pametna izbira |H (el ©)leo=cory or, o
7 .. motnozmanjSavalove.
prehodnepodrcje Kje dobimopametndzbiro? Obstajajatabele.

~

qransition band

2.4 Nacrtovanje optimalnih KEO filtr ov z linearno fazo

H(el®) = e 5 eiliG(el)

L = 0 pri pozitivni simetriji
L = 1 pri negativni simetriji
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kosinusnipolinom

G(e) = Q&) -P(e") = Q&) - T (k) cogke)

1 Qe =1
2. Q(e!®) =cos?
3. Q(el?) =sinw
4. Q(e!®) =sing
S v
\Hd(ejw) -faza= D(el?) «— Zelenipotek(brezfaze)
‘ G(el®)
0 W
D(e/?) = Hg(el®) -7 . g~iL%
funkcijanapale
E(€®) =W(®) (D(®) - G(EY), W(E®) >0
uteznostndunkcija

(&) =W(e) - Q(e) <% —P(e“%)

—————
Wl(ejw) R/—’
D/(el®)
E(el®) =W'(el®) (D'(el®) — P(el)) ®3)

Enaba(3) je poenotenjgstirih tipov filtrov naisti aproksimacijskjproblem.
2.4.1 Kriterij optimalnosti
aproksimacijskproblem

|EE®)]., = r}y? max|W’ (e/®) (D' (/) — P(e/®)) |) ., Qc(om

- Cebisea norma(mat.),minimax (teh.),L, norma,enalomernaaproksimacija

2.4.2 Alternacijski izrek

Naj bo P(el®®) kosinusnipolinom:
P(el®) = Z a(k) cogk- w)

Potrebenin zadosterpogoj za optimalnoaproksimacijoje, da ima funkcija napale
E(el?):
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E(ej‘“’)
. . 1
1. najmanjr + 1 ekstreme:
ekstremi
2. Ceso0<uwp<w <up<...<wy <Ttocke, v katerihje ekstremekstremalne
frekvence) potemvelja:

E(ei‘*’i):—E(ej‘*"“), i:O,l,...,r—l

equiripple

|Emax| = [E(e!®)], i=0,1,...,r—1

Funkcijanapale:

B(e) =W(e!*) (D'(e) = P(e),  P(e) = 5 alkcosh)

2.4.3 Algoritem zadoloCanje koeficientos a (k)
Remezeo algoritem;letal1972stagauporabilaParks& McClellan

1. Predposteimo, dapoznamoekstremalndrekvencewy, wy, ... ,wy. Potemvelja
sistemenab:

W (elX) (D' (e/*) — P(e/%)) = (-1)*6,  k=0,1,...,r

(drugaezapisaralternacijskiizrek)

b (_1)k r-1 . .
D'(e/*) = (em)-éfzju(l)cos(mk), k=0,1,...,r

W/
1 coswy €og2wyp) -+ cos((r— 1)wp) W,—(;W) a(0) D (%)
1 coswy cog2wp) --- cos((r—1)wy) wf—(_eleT) O'(.l) D’ (el®x)
. . . . . . . u(r _ 1) :_
1 coswy cog2ax) --- cos((r—1)ay) \A/(,—(‘;L—) 5 D' (el*¥)

Ce poznamowy, Wy, ... , &, lahko izraéunamoa(0),a(1),...,a(r — 1) in &.
Problem:ne poznamgih. Uporabimotrik:

2. dje mogceizratunati,kerimamoVanderModejeso determinanto:
1 xo % %
X3

2
1 x1 x|
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5 yoD' (el0) 4y D' (e/@1) 4 - 4y, D’ (el ) 1

s Yk = =7 —
o HR;E (cosuwy — costn)

Yo __vio ..., D
Wie®) ~ witelen) T

3. Uporabimointerpolacijskipolinom,ki gre skozi tocke

- —1)%3
/ J Wy _ (
D' (e!*) Wi (a9 )
2.4.4 Remezw algoritem

1. Izberemoekstremalndrekvencewy, ws,. .. ,. NajboljSaizbira je ekvidistan-
¢na.

%m

1
T
Wz -+ TT

2. lzraGunamod.

3. Potgnemoainterpolacijskipolinomskozi o

resntneekstremnaocke

W Wi+1 —izbraneekstremneaocke

4. Poi¥emoresntneekstremalndrekvencewy, w, . .. ,w} (iz polinoma).

5. Cesoresntneekstremalnérekvenceenale prejsnjim,imamoresitev; sicervza-
memouwy = & in sevrnemonakorak2.

1
Izpustimo v optimizacijskem procesu
L —_ (poteknasnezanima).Metodazagotalja,

0 w1 gqﬁz‘ Tt dabonapakanajmanj3a.
prehodnipas

Q= (07(*)1) U ((*)Zan)
IzberemagostodiskretnomnoZicotock (tipicno10-r).

2.4.5 SploSenpostopeknacrtovanja filtr ov
. PotrelujemoD(w) (Zelenipotek),po potrebitudi W(w) (uteznostndunkcija).

. IzberemadolZinofiltra N (stopnjapolinoma).

1

2

3. IzraCunamdkoeficientdfiltra (npr. optimalne).

4. Preverimonapalo (razlikamedZzelenimD(w) in resnEnim G(w).
5

. Popotrebipoprasimo N in ponovimo postopekod 3. korakanaprej.
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PribliznaformulazaN:
Doo(31,82) = (N — 1)AF + f(81,52)AF?

f(d1,02) = b1 + bz(l0g; 01 — 109;02)
D (01,02) = (a1 Iogfo 01+ a2100;001 + a3) 109,902 + (a1 Iog%oél +a5109;901 + as)

&,..-,8 }vknjigi

by, b2
il e
& MV
1
|52
A
o YV
AF

3 Metodezanacrtovanje digitalnih filtr ov z neskonCnim
enotinim odzivom (NEO filtri, 1IR)
_ Maz!
H@ = 1+3N bz

Cenisovsi by = 0 = neslonéni enotinodziv h(n)
Pogojzalinearnofazo:h(n) = +£h(N—n)

H(z!)=ZN-YH(z)  pozitivnasimetrija

H(zY) =-ZN"YH(2) negativnasimetrija
Vzemimo,daje z = riel® polodH(2) = z* jetudipol: = te 9.
Cejeri<0=> r_1i>1'
Ceimamopole (razenpri 0), je sistempri linearnifazi vednonestabilen
Optimiziramo:

1. Mocnostniodziv
[H(E9)|? = [H@H (D)

z=ej &)
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2. Fazniodzu, v dvehoblikah:

() _ o
H(el®) = |H(e/| el

H(e7®) = |H(el)] e 1PE)

; 1 H(2) o i
joy . — _ — gi®
B(e*) = 2] In (H(z—l) fazniodziv priz=e
(b) grupnazakasnite
i dp(el®) _ . dB
joy - _ P\ ) PP
W =-Thg = TITg |
7—elw

slednjeprideiz

dB(E) _ dB(E") | o

dw  d(elv)
—B(e)
1+ //
XS
grupafrekvenc

1. mocnostniodziv — najbolj pogost(90%)
2. motnostniodziv +f3

3. mocnostniodziv +1g4

3.1 Nacrtovanje z uporabo preslikave analognihfiltr ov
Tri najpogostejSgrsteanalognitfiltrov:

1. Butterworthovi filtri

1 a1
2
[Ha(s)|” = o 1 V2
1+(5%) :
2 A —
N = loglO(A - 1) QC Qt
2IoglOQ—‘C

28



N = 3@
e imasamopole (himanicel) \’\
e monotongpadaj@afunkcija Qe
e poli sonakroZnicispolmeromQ. \\//

M I
H(s) = Z'ﬁﬂia‘sl — sploSeranalogerfilter, s=Laplace® operator
1 + Z| =1 b| S-
2. Cebisei filtri
Tip1l

1
Ha(9)|* = T s
1+€2Ty (m)

Tu(x) = cogN-arccox) zal|x| <1
NP7 coshiN - Archx)  zalx > 1

Cebisei polinomi:
To(X)

Tﬂx)i /\f’\%/\/

/ \J M V
TN+1(X) = 2XTN (X) — TN_l(X)

A2_1 L ~1-—
g= &2 1 V1+€2 €
logso (g +vVe? - 1) 1 <N

2 Q. Q
Q Q c 1
logs0 (Q_tc-" (Q_tc) - )

Tip 2 (inverzniéebiéa filter)

1
1 L ~l1-¢
Ha(s)[ = — Ve .
Lo [ 2E) " N
() Qe O

3. Cauerjei ali elipticni filtri
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1 1 1
Ha(s)|* = o2 [ s
1462 (35:L)

Ry = JacobijeaeliptiCnafunkcija 1. vrste QcQt

Tafilter je vednoboljsi od Cebiseih filtrov in veliko bolj$i od Butterworthovih
filtrov.

3.2 Preslikava z bilinearno transformacijo

2 1-71

2
s=2.27%2 " T‘FS
T 142V

2
£-s

Z=

H@=HE) |, ,

70— —C)

— _
- =

Transformacijazagotalja (ohranja)stabilnost.
Problem:pridedoizkrivljenja (warp):

|
1 |
1 g
Q= 2tan wt : }
T 2 —
W
n
Ha(Q) H(w)
1t 1t
— ‘
Q Q Q w w3 W It
0, o, 7 W Gy T

ReSiter: predizkrivljanje (pre-warping
Spomdtjo Q = 2 tan(%") preslikamowy, wy, ... v Q1,Qp, ...
To je uspeSnsamo Ce je Zelenpotekodselomakonstantndunkcija.
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3.3 Filtrsk etransformacije

HD)=H@| _,
f(Z) je filtrska transformacijgConstantinidesee transformacije).
1. LP—>LP
1 1
—
We A
L /o 0(_sin(‘“’CE‘*J(C-T)
1-aZ’ Sin((*)c-*z-(dc -T)
2. LP— HP
1 1
‘ —
& f % F
_ Z-a G_COS(%E%‘T)
1-aZ’ COS(UJC-;% -T)
3. LP—>BP
1 1+
| —> |
% 3 o o, 7
- 2ak k=12
1- 257 + (37
cos(—w’%;w(Cl -T)
=
cos( 2—1 -T)
oY, — O
k=tan<w°TT) -cot(% -T)
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3.4 Nacrtovanje s Padejevo aproksimacijo

¢ aproksimacijaacionalngunkcije s potertnofunkcijo

_ sheazt 2 —k
H(z) = 71_}_2',\‘:102_' = k;’h(k)z

e iz ZelengafrekvertnegapotekaHg(e!®’) lahko vednoizratunamahg (k)

P=N+M+1, h(k)=hg(k)zak=0,1,...,P—1 <+ Penab
h(k) # ha(k) zak > P

M N
y(n) = ;ax(n— - Izlbw(n— 1)

h(l) = —blh(O) +a
h(2) = —b1h(1) — b2h(0) + &2

h(M). — —bth(M — 1) —bh(M — 2) — ... —byh(M — N) + ay

h(M+1) = —bth(M) —boh(M =1) — ... —byh(M +1—N)
h(l\/|+N+1).=—blh(M+N)—bzh(l\/I+N—1)—...—bNh(M+1)

N neznankby,bsy... by

M endb } izraCunamab,

natoizraCunamoseg

3.5 Nacrtovanje z uporabo nelineraneoptimizacije

L)J(porabljajosegradientnemetode;primer: FletcherPawell.
2

Q(x1,%2)

X1

gradQ = (

K

H(z) =A
@ le

GB"_Q)

Xj_, X2

1+az 1+ bz ?
14z 14 dez2
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M . .
Q®) = Z(|Hd<e’°*>|—|H<eM>|)2”

. jony| _ joy
p—oo: |=f12f.i.).(,m||Hd(e )| = [HE™)| + Lo NOrma

PadejeaaproksimacijalazaCetnotocko.

3.6 Nacrtovanje z uporabo lineranegaprogramiranja (simple al-
goritem)

HE = - Z0dZ _TedZ g
1+351Lbzt siobz !
_ co+23M, ¢ coswl
z=ei® do+ 22|N=ld| coswl
M-I M-I
C= ) akduyl, d =) by

[H(E®)|[* =H@H(EZ Y

pogoja:
pogoj: o o
[H(E®)[*~ [Ha(e)F| -3 <0

(@)~

Ha(el) 7 <3 oo
~ |IHE) [+ [Ha(e)*| -3 <0

problem:minimiziraj &

problem:minimiziraj o

M
Co+ 2Z|N=1CI coswl |Ha(el) |2 ~5<0 ne gre, ker se pojavijo pro-
do+23,2,d coswl dukti d-d

Drugae: 6 spremenima konstantoypeljemoe in prevedemanalinearniproblem.

problem:minimiziraj €

pogoj:

co+235M, ¢ coswl <5 €
do+23N ; d coswl = do+23Nd coswl
Izberemad; Ceje € > 0, potemreSites zadanid obstaja.Ponaljamo, doklerni € = 0,

kjerimamooptimalnoreSitey.
Minimiziramo € pri pogojih:

- |Hd(ejm)|2

M N
s+co+22q coswl — <d0+22d| coswl) (|Hd(eiw)|2+6) <0
=1 I=1
M N -
s—co—Zchosz + <d0+22d| coswl) (|Hd(elw)| _6) <0
=1 =1

M
—co—Zchoswl <0
=1

|2 _ Co+23M, ¢ coswl

izhajaiz |H(el®)|" = -
do+ 25,2, d coswl

N
—dg—2Y dicoswl <0
2
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4 Decimacijain interpolacija

e decimacijaredtenje)je zmanjSeanjevzortevalnefrekvence

¢ interpolacijaje poveCevanjevzorcevalnefrekvence

4.1 Decimacija

x(n) —signal;frekvencovzorcenjazelimozmanjSatzafaktorD, D € N.

v(n) = x(Dn)
|X(ej‘*’)| D=2
1 ¢ 1 1
Ay A T'=DT AR A aliasing
2n _ I I 21 _In) It 2n
- T T T T —_— _2n T T T
T

Izhodi¥e: spektenstanenespremenjerPotrelujemo(antialiasingdecimacijskiilter:

1
i 1, jo <& i i
HD(er) - {O, lﬂrL&ogT

Recept:
antialiasindfilter
x(n) ,% v(n)  [vzamemasamo y(n)
Hp .
T [ vsakD-ti vzorec T =T-D

4.2 Interpolacija
x(n) —signal;frekvencovzorcenjazelimopovecatizafaktorl, | € N.

1 LT

f==
T’ I
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n =
v(n) = x(}) zan=0,%l,+2l,...
0 drugod

Izhodi&e: spekterostanenespremenjersignalmorabiti tak, kot bi bil, ¢e bi prvotni
analognisignalvzortili sT'.

o0 +oo
V@ =Y vmz"= 3 x(nz"=X(@)
.

I
V(e9) = X(e) 5 V(eT) = X(eT) = X (&)

X(el®)]| =2, V(&) odpraimo sfiltrom
interpolacija, // 7
00 I ar 3 4 of a_n a_on
TFT T T TET T T

Il
T
s 2n
0 T’ I7

Potrelujemointerpolacijskifilter:

0, drugod

x(n) [povetamovzorgevaino| V(M) ™ y(n)
T frekvencol -krat T—1 L

y(n) = Z hi (K)v(n—k) = +Zw hi (n—Kk)v(k) = +zo° h (n—KlI)x(k)

k=0 k=—o k=—00
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BoljSeje vzeti KEO filter, ker zmanjSamatevilo racunskihoperacij.
Skombinacijodecimacijan interpolacijelahko spremenimwzorevalnofrekvencoza

T - _—-_ - - - - l "
| povegamo | | zmanjsamo| | _ T S
ml vzorcevalno il j,H—| vzorgevalno| = T 'D=T7
T |frekvenco |T/=T |—"}T’ = ,Iil—D' T =T |frekvenco || fr=f.L
| I-krat | } D-krat |

H; in Hp zdruzimov enfilter:

0, drugod

H:{u @l < (8,7)

5 FFT algoritem in njegova uporaba

e Letal965FFT ponovno odkrijetaCooley in Tukey.

e FFT (FastFourier Transforn) je algoritemzaracunanjeDFT (diskretnaFourier
jevatransformacija).

Xp(k+mN) = xp(k), m=0,+£1,+2,...

def Nt —_p
Xp(k) = Z’xp(n)e_ TN, k=0,1,...,N—-1

n=

1Nzt el
Xp(n) = Z)xp(k)ez’“kw, n=0,1,...,N—1
K=
primitivni N-ti korenod 1: wy = e‘ngj, wy #1za0<r<N

N1 _«_ JN, n—1=0( modN)
0, drugod

Zahte/nostDFT: N2 operacij.
ZvezamedDFT in Fourierovsim integralom(oz. kdaj smemoDFT uporabitizaraCu-

nanjespektra):
Xa(t) Xa(Q)

Wiy
V

L

1,

Predposteka: ni aliasinga.
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x(n) = xa(nT)

X (i)
1+ 1
-7 X ¥
N = Lt vzorces N
X(e®) = Zox(n)e_““’n
plo¥ina=1
K k+1

N—1 (k+1)T N_1

L
XA(Q) = /XA(t)e_th dt — Z / XA(t)e—th dt: Z XA(kT)e_ijT
0 k=0 7 K=

DFT: X(n) = fo(k)e—zﬂik%, x(K) = xa(KT)
k=0
X()=Xa(@) |y

FFT algoritmi: N> = NlogN, dobrosedajoparalelizirati

e decimacijav Casu
e decimacijav frekvenci
e radix 2, 4, 8in prasteilski (N = 2",4",8", p)

e Winogradw FFT algoritem— najboljSimozen

5.1 Radix 2 algoritem, decimacijav ¢asu

N = 2", razdelimonasodeter line indekse uposteajot wg, = Wi/2:!

N_1 N_q
2 2
XN = 5 x@W' + 5 x@r +Hwy ' =
2, AN g X
N N_1

2
=5 x@2rw! o +wh X(2r + )Wl
r;ﬁ (2r)wy,2 NrZo ( JW/2

Dobimoparena&hb,imenovanmetulicek:
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X() =G +wyF(), 1=01,...,=——1
N
i+

F(L), G(I) - DFT dolzine; stevilo operacij:2 () + ¥

G()—w\F(l), 1=01,...,=—1

~——
I

5-1 1 N
G() = x(2r)\/\fr\||/2 = Z) x(4r)\A/|\'|/4 +WIN/2 Z’ X(4r + 2)\/\/,\',/4 =A() +WIN/ZB(|)
- 2 T2
A0 B()
N
G(1) = A(l) +wy,,B(1), 1=0,1,... g1
N N
§-1 N1 Ny

Fi) =5 x@r+ 1w, = Zox(4r+1)vv’,\',/4+vv‘N/2 Zox(4r+3)vv',\',/4:
r= r

r= =

= C(I) +wy,2D(1)

F (1) =C(1) +wy,D(), 1=0,1,... ,;_1

F (I—i—g) =C(|)_\NIN/2D(I)7 1=0,1,... 7;_1

Stevilo operacij:2 (2- (8)%+ %) +N =4 (NP0
Splodndormulazasterilo operacij:% log, N.
Od kod ime metuljcek:
metuliCekje parena&b
CcC= a+ \NrNb
d =a— \NrNb

vhodnipodatki:a, b

c c
. a\ +
vpeljemoposeberoperator o

“4\\\ d
b d metuljcek

Uporabljase bit-reverznomesanjendeksw (velja samozaradix-2 algoritem): index
X(i); 1 =bn_1bn_2...b1bg — i =bgbs...bn_obn_1
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PrimerzaN = 8 = 23:

(1) F(3)
korak1 korak?2 korak3

n korakov, v vsalem koraku% metuljckov.

5.2 Radix 4 algoritem

Priblizno 30% prihranekpri prehoduiz radix 2 naradix 4 algoritem.
N = 4", razdelimoclenegledenaostanekpri deljenjus 4:

B B
X(1) = r; X(4r)Wh 4+ W rZo X(4r + Dy 4+
3-1 N1

+W4 Z} X(4r + 2)W 4+ WY Z) X(4r +3)W 4 =
= A(l) +wiyB() + Wi C(1) +wiD(1)
UpoSteyamozveze:

wh = -]

Wr’zll/z -1 WﬁlN/4 =i

Y
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Zahternostalgoritma:3- % logyN = gN log, N

5.3 RacunanjeinverzneDFT

= I; X* (1w

1 /N-1 . *
=N (;}x (|)WN|k>

5.4 Racunanje DFT zarealnazaporedja

Trik:

x(k) —realnozaporedjedolzine2N; tvorimo kompleksnazaporedjedolzineN:

y(k) =x(2K) + [x(2k+ 1) = y1(K) +jy2(k), k=0,1,....,N—1
N

sodi lihi
N-1
zy = 3 (al+ il k)W =Ya(1) + j¥a(1)
N—1
zoy* “')k—zoyl — jya(k) W = Y2 (1) + j¥Ya(1)

Vi) = %(Y*(N—I)H(l))

Yo(l) = (V' (N=1) = Y(1)
DFT odrealngyazaporedja(k) dolzine2N:

2N-1 — N

X()='3 X0 zo W+ jolx (2t D —

velja: Wiy = Wy

X

N-1 N—-1
= k;x(ZK)WK} +Why k; X(2k+ 1)WE = Y1(1) + why Ya(l)

40



X(l) = % (Y ON=D)+Y() + by (' (N=1) = Y(1))), 1=0,1,...,N=1
X(I+N) = % (Y*(N—I)+Y(I)— jwh, (Y*(N—L)—Y(I))), 1=0,1,...,N—1

Prihranek:namestdFT dolZine 2N potrelujemoDFT dolZzineN ter N mnoZenj.Za
kompleksnazaporedjedolZzine2N:

2 l0gs(2N) = N(1-+10g,N)

z upoSteanjemrealnosti:
N
5 logobN+N

5.5 Hitr o racunanje konvolucije
5.5.1 Periodi¢nazaporedja
Dani stazaporedijixp, hp

N-1

N-1
yp(n) = 5 Xp(hp(n—=1) = % hp(l)xp(n—1)
P I; pU)Mp l; pll)%p
Dokazzazadnjoenaboizpelji sam.
N

Hp() = 3 hp(kwf

Xp(1) =3 xp(K)wW
DFT korvolucije = produktDFT-jev
Hitro raCunanjekornvolucije:
1. izratunamoDFT od xp in hp: 2 x §log, N mnozen;
2. pomnozimdransformaHy - Xp: N mnozen;
3. izratunamainverznoDFT od HpXp: § log, N mnozen;

Zahtevnost: N
3- 5 logoN+N
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5.5.2 Neperiodicnazaporedja

>Np

x(n) je zaporedjeolzineN;: x(n) = 0zan

>
h(n) je zaporedjedolZineN,: h(n) = 0 zan {; No

y(n) = I;}h(l)x(n )= I;}h(l)x(n )

>Ni+N—1
y(n) je zaporedjedolzineN; + N — 1: y(n) = 0 zan 2N+

Pri periodicni konvoluciji imajo vsatri zaporedjgx, h,y) enalo periodo.

Yo () = x(n) zan=0,1,...,N;—1 perioditno zaporedije
PP77 10 zan=Ng,Ni+1,...,N;+Np—2 speriodoN; + Nz — 1
ho(n) = h(n) zan=0,1,...,N,—1 periodicno zaporedje
770 zan=Np,No+1,...,No+ Ny —2 speriodoN; +Na+1

Np+Np—2 n
yp(n) = I; hp(l)xp(n—l):I;h(l)x(n—l):y(n), n=0,1,...,N. +Nx—2

Algoritem:
e izberemdstevilo L (L = 2") tako,dajeL > Ny +No—1

e Ceje x(n) neslontnodolgo zaporedjepotemuporabimatrik: hitro korvolucijo
po odsekih

5.5.3 Hitra konvolucija po odsekih

x(n) h(n) y(n) = 2 h(Hx(n—1) = I; h(Hx(n—1)
X(mg ‘ N3 ‘

h(n) —dolzinaN 1 T 11T \

x(n) — dolZinaco i l i

trik: izberemostevilo N3

kNs <n<(k+1)Ns—1
0 drugod
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()= 3 h)XO=1)= 3 HDX=D =5 h() 3 (1) =

= k;éh(l)xk(n— )= k;Yk(n)

yk(n)
odsekkonvolucije

n
yk(n):Zjh(I)xk(n—l), No+N3—1
=0 V" TN
No N3

yo(n) #0zan=0,1,... ,N3+ny—2
{ y1(n) #0zan=Nz,N3+1,...,2Ng+ Ny — 2
{ y2(n) # 0zan=2N3,2N3+1,...,3Ng+ N — 2

prekrivanjepri indeksihNg, Nz +1,... ;N3 + Ny — 2
prekrivanjepri indeksih2Nz, 2N3 + 1,... ,2Ng+ No — 2

OI_ZOXH)_N%Ns%—Nz—Z
V yl(n) 2N2|2N3+N2—2

yo(n)

Algoritem OVERLAP- ADD
1. IzberemoN3 (L =Nz + Ny —1=2")

2. Tvorimo hp(n) dolzineL (dodamaNs — 1 nicel)

3. lzratunamaDFT od hp(n) — Hp(l)
4. k=0
5. Tvorimo xxp(n) dolZineL (dodamoN; — 1 nicelk xx(n))
6. IzraCunamaDFT od Xip(n) — Xep(l)
7. Yep(l) =Hp-Xp(1), 1 =0,1,...,L-1
8. IzratunamadnverznoDFT —dobimoyy(n) zan= kN3, kN3 +1,... ,kN3+ N> — 1
9. Tvorimoy(n):
(@) k=0:y(n)=y(n) zan=10,1,... ,Ng+N— 2
(b)
k> 1:y(n) = yk(n) +y(n) zan= kN3, kN3 +1,... ,KN3 + N> — 2
y(n) = yk(n) zan=kN3+No— L kN3 + Np,... ,(K+ 1)Nzg+ Ny — 2
10. k=k+1

Vetji L — veCjahitrost.
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6 Krizna korelacijain avtokorelacija

def & i

Iyy(n) = Z x(Ny(l +n) = z x(I=nyy(l), n=0,+£1,£2,...

|=—o0 |=—o0
Fxy(N) = ryx(—N) < ni komutatino!

rxy(N)
1

6.1 Avtokorelacija

def 2
rx(n) = z x(Dx(I + n)

|=—c0
xx(N) = ryx(—N)
r(0) > r(n), zan#0

6.2 Hitr oracunanje korelacije

6.2.1 Periodi¢nazaporedja

Xp(n),yp(n) :
Foy(N) & I; xp(Nyp(l+1), n=0,1,...,N—1

N-1 N—1N-1
Roxy(K) = ; pxy(N Z) ZOXD )Yp(l + )W =
= 3l

—kI Zoy |+n k(I+n)

N—1 N—1+] N—1+]
k(1) +

2 Yp(l +mwy "7 = Z Zyp U)W + EN Yp(u =

uU=u—N

N-1 -1 . ON-1
= u; yp(u)“)ﬁn+UZOYp(U/)‘A)ﬁu = U;VP(U)WKJU
Rpxy = Z) kl Zoyp = Xp(=K)Yp(K)

Roxy(K) = Xp(=K)Yp(K) = Xp(N —K)Yp(K)

ZarealnazaporedjaRpxy(K) = X;(K)Yp(K), ker: Xp(—K) = X; (k) zarealnazaporedja
x(n).
Hitro raCunanje:
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e izratunamoDFT od Xp, Yp
e izratunamoRpxy(K) = X;(K)Yp(K)

e izraCunamoaDFT od Rpxy(K) = rpxy(n), n=0,1,...
6.2.2 Koncnodolgi neperiodicni zaporedji x, y
x(n) dolzinaN;

y(n) dolZinaN;
rxy(N) dolzinaNy + N — 1

400 Npo—1—n

()= 3 XY= 5 XY+

|=—00

I+n<0 =>n<—(N1-1)
[+n>No—1 =n>(N—1)

xy(N) #0V N —1+Np—1+1=N;+ Ny —1tockah

6.3 Detekcija signalav Sumu

£§um
x(n) oddajnik X(n) kanal X(n) +W(n) sprejemnik——?
y(n) = x(n) +w(n)
1K 1
X 3 | I+n) +w(l + =TI'xx(N) +xw(N) R Ixx
Ny(n) = Z) I;X()(X( N) +W(l + 1)) = r(N) + () & o N)
Ker: ryw(n) = 0; velja, Eex(n) in w(n) nistakorelirana(aditivni Sum).
K>n
Fxy

1+ A Prag

\

1t 152

ryy(n) = ¢ ij y(+n) == % x(I+n)+w(+n)) =

= I'(N) + Fxw(N) 4 fwx(N) + fuw(n)
— vrhoviprin=0,n=N,n=2N,...



7 Spektralna analiza

¢ DoloCanjemocnostngaspektra
+00
:/xa(t)e"“dt

+eo oo
/|xa(t)|2dt = %[/|Xa(w)|2dw — Parsevalov izrek

e Spektelje Fourieros (harmontni) spekter
obstajajatudi drugi spektri

¢ Nedeterministini signali: poznamosamoavtokorelacijorx, Xa pane:

400

(1) = / X (t)Xa(t +T) dlt

—00

~+00

/VXX(T)e_MdT_/</)€ Xa(t+1)d )ej‘*’rde
—/ (/Xat+t)e J‘*’(t”)dt) el gt =

= / W)l @ dt = X (W) Xa(0) = |Xa(0)|?

IzhodiEe: x,(t) ali ryx(T).
Zaradienost&nostivzamemax,(t).

—+o0
= /xa(t)e‘j"“t dt

Xa(w) bomodolocali nadigitalni natin.

def

X(n) = Xa(nT), n=0,+£1,+2, ...

Ce ni aliasinga(najmanj2x visja frekvencavzoréenjaod najvegje frekvencesig-
nala)(antialiasindilter):

< ~jwtn_ 9 n
X@D= 3 xme " =2x(), lol<3

@ =T X, el =

Spekterdahko izraCunamonadigitalennacin, ¢eni aliasinga.
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+oo .
X(w) = z x(nye~ 1"

n=—oo

Problem:n od —co do +oo.
ReSiter: namestmeslontneggasignalauporabimokoncendel signala.

1 0<n<N-1

+ pravokotnookno
0 drugod

Xw(n) =x(nw(n), w(n)= {
21
X (00) = %1 / X(OW(w— ©)de
0

N-1 .
W(w) = Z)W(n)e_““’n

NamestoX (w) izraCunamoXy(w).
VpraSanjeXy(w) ~ X(w)? « Problemokna(windowingproblen).

7.1 Problemokna

pal
Xou(00) = %1 / X (@)W (w— ©)de
0

Npy—1

W(w) = ZO w(n)e~Jon

sin @w

2

Pravokotnookno: |W(w)| = | ——5
sing

1. razmazanjéspreading
2. puXanje(leaking

X (w)| Xw()] A
1t 1+

razmazanje

pu&anje

e s W
pravokotnookno

Drugaokna:Hann,Hamming,...: zmanjSasepu&anje,ampaksepovetarazmazanje.
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7.2 Neparametricne metodezadolocanje spektra

r/aéurToz DFT in FFT algoritmom

Xu(w) = S (Mw(n)e™ 1" = nye~len, b3 lx IR
_nzz—oo ZO nZO

Predposteka: X(w) ~ Xy(w)
Pri analognih(zveznih)signalihje Seenapredpostaka:

UporabaFourierove transformacije

_an k
"N
NamestdFT lahko uporabimamnoZicofiltrov:
Ho %X (ax)

Xa(0x) = TX(K),

k=0,1,...,Ny—1 <« velja,ceni aliasinga

L filtrov
— e F ~
x(n) @ YL X (wn) H
Ho_1 V-1 X(wr—1) e

Kak3naje zvezamednatanaCin izmerjenimspektromin tistim z DFT?
DFT: Nyt
_ 2mjkl
Xl = 3 x(wle

Filtri: x(n)—> yk(n) (KEOfiltri dolZzineNy) primerjava
Ny—1
l; x(Nhg(n—1)
Nw—1

Ny—1 _
= hk(n)e‘l‘*’”
2

2mjk(n+1)

hg(n) = w(Nyw —1—n)e N

%hk e Jm_ ZO NW 1— ne Jn(w_Zn k) ZTIJNW
Nw—1

_eJNW:L)wZOW e in(fy-w)

n
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21

pravokotnookno N
Hannoso okno

Ugotovitev: DFT je mnozZicaKEO filtrov, katerihfrekventni odziv je enakodzivu okna

W(w)).
razmazanje— Sirinafiltra
puganje« slabfilter, s prisluhom
7.3 ParametricnemetodezadoloCanje spektra
Model procesaki generirasignal:
u(—{H(@ |—x(n)
X(w) =H(w)-U(w)
e Cepoznam@aramtreod H(z) = poznamaspekter

e doloCevanjeparametry < dolocevanjespektra

Sioaz!
H(z) =

q P
x(n) = |;an uin—1)— I;bm(n )

1. pri danenzaporedjw(n), n=0,1,... ,Ny— lizraCunamoparametrey, b

2. iz parametrw g, by izraCunamaH (w) in naredim@redpostako X (w) = H(w) (-¢) +
konstanta

Posebemprimermodelaje models samimipoli:

2

RS

Drugaimenazatamodel:

49



1. linearnapredikcija
2. avtoregresivni model

Tamodelustrezaenabi

M-

x(n) =S bx(n—1)4agu(n)
I=1

——
X(n)

%(n) = i bix(n—1)
=1

linearnapredikcijaali avtoregresijskametoda

X(n) = X(n) + agu(n)
N——"
lahko damoO

e(n) = x(n) —X(n) —napaka

L-1
E=Y €(n), min E; optimizacijskipostopek:
n= {b17b2a 7bp
L-1 , L=t p 2
E=Y (x(n)—Xn) = x(n)—$ bx(n—1)
n; n; |Zl
oE
a—bl—o, |—1,2,...,p

L-1 P L-1
pengb: § x(n)x(n=1)=$ b $ x(n—Lx(n-1), 1=12,...,p
n; i; In;)
VpraSanjekoliko je L?

1. avtokorelacijskametodgLP (linearno-prediktvni) 0z. AR (avtoregresijski)spek-
ter)

e postopamgodobnokot pri neparamettini metodi

o x(n) = 0  zan> Nyinn< 0 (oknodolzineN,)
T 1#0 za0<n<Ny,—1

e en)#0zan=0,1,... ,Ny— L1 Ny,... ,Ny+p—1=L=Ny+p
e potrebnge uporabitiokenslo funkcijo (Hann,Hamming,...)

Nw+p—1 p Nptp-1

n;) x(n)x(n—l):i;bi HZO x(n=ix(n=1), 1=12,....p
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= Z} x(nx(n—1)

+eo Nw+p-1
(i —=1]) = Z x(n=i)x(n—=1)= ZO x(n=i)x(n—1)
r(l) = ibirxx(“ =), 1=1,2,...,p| <« Toeplitzmatrika

ObstajazeloenostaenalgoritemzaraCunanjeby, by, . .. , bp
2. kovariartnametoda(veljazalLP oz. AR spekter)- bolj zapletenad prejSnje

¢ nepredpostaljamo,daje x(n) = 0izvenokna!
e mnoZenjez okenslo funkcijo ni potrebno

Nw vzorcey od x(n)

L =Ny
e priratunanjusopotrebnerrednostix(n) zan= —p,—p+1,...,0,1,... ,Ny—
1
Ny—1 Ny—i—1 Ny—I—1
®(i,1) = x(n=i)x(n=1)= x(nx(n+i—1) = X(N)x(n+1—1)
nZO n:z—i nzz_l
p
®(0,1) = ZbiCD(i,I), I=1,2,...,p| simetrEnamatrika(ni Toeplitzosa)
=

L-1 L-1
E=Sen=al w’n =|a=vVE
nZO n;) /
L-1
Vednolahko izberemaovzhujanje,davelja: Zcuz(n) =1
Nn=

X(w) = H(w)U (w)
Uw=1
X(w) =H(w)
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7.4 PrimerjavaLP spektra z neparametriCnim spektrom

L-1 L-1

D 2
E= 2= - bx(n—1
3 e n;(xm) 2 bix(n ))
Parsevalov izrek
\ 1

2n
¥y - 2
EX O/ Xl )]

2
dw

P .
1-5 b gl
2

L-1 .
Xw(w) = Zax(n)e_““’n

PomenioknodolzineL f/
2

H(w)|*> = %
O i e

21
_ 2 [[Xe(@)f

E
o) ()P

dw| p—oo:H((w) — Xy(w)

H (w) dobimoz minimizacijoE.
Z minimizacijoE povzroCimo,dastaXy, in H zelopodobnav “vrhovih” spektramanj
podobnastav “dolinah” spektra.
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