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(NEO filtri, IIR) 27
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0 Uvod

Literatura:� JohnG. Proakis,Dimitris G. Manolakis:Digital SignalProcessing:Principles,
AlgorithmsandApplications, 3rd edition,PrenticeHall, 1995� L.R. Rabiner, B. Gold: Theoryand Applicationsof Digital SignalProcessing,
PrenticeHall, EnglewoodCliffs, 1975

Osnovni pojmi:� Signal(lat. signum) je nekaj,kar služi zaprenosinformacij; optični, elektrǐcni,������ Načini obdelavesignalov:

– analogni:občutljivi natoploto,staranje,vlago

– digitalni: matematǐcnanataňcnost

Učni nǎcrt:

1. Teorijadiskretnih,linearnih,časovno-invariantnihsistemov

2. Digitalni filtri; dvevrsti:

(a) KEO (FIR – finite impulseresponse)

(b) NEO (IIR – infinite impulseresponse)

3. DFT in FFTalgoritem

4. Spektralnaanaliza;spekter� Fourierovaanalizasignalov

1 Teorija diskretnih, linearnih, časovno-invariantnih sis-
temov

x LDČIS y

Signalepredstavimo z zaporedji:

x � n��� n 	 0 ��
 1 ��
 2 � ����� – diskretnisignal
x � t � – analognisignal� Diracovadeltafunkcija (analogno)– enotinimpulz (diskretno)

1

δ � n����  ��� δ � n��� � 1 � n 	 0
0 � n �	 0
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� enotinastopnica

1

u � n�������� ���������
u � n��� � 1 � n � 0

0 � n � 0

x � n� Φ � x � n��� y � n�
y � n��	 Φ � x � n���� Linearensistem:

y1 � n� odziv nax1 � n�
y2 � n� odziv nax2 � n�
ax1 � n��� bx2 � n����� ay1 � n��� by2 � n�! #" sistemje linearen� Časovno invariantensistem:

y � n� odziv nax � n�
x � n � n0 �$�%� y � n � n0 �&� n0 ' �  #" sistemje časovno invarianten

Bolj splošentermin(ko n ni čas):invariantnostnapomik.

1.1 Osnovni izrek za linearne, časovno-invariantne sisteme

δ � n� h � n� – odziv naenotinimpulz

x � n� h � n� y � n�
y � n��	 ( ∞

∑
m)+* ∞

x � m� h � n � m�+	 m) ( ∞

∑
m),* ∞

h � m� x � n � m�
Dokaz:

x � m�-	 x � n� δ � n � m�&� n 	 0 �.
 1 �.
 2 � �����
x � m � 1�,	 x � n� δ � n �/� m � 1����� n 	 0 �.
 1 �.
 2 � �����
x � m � 2�,	 x � n� δ � n �/� m � 2����� n 	 0 �.
 1 �.
 2 � �����
x � m�-	 ( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� δ � n � m��� m 	 0 ��
 1 ��
 2 � �����
odziv:

x � m� h � n � m�
x � m � 1� h � n �/� m � 1���
x � m � 2� h � n �/� m � 2��� 0 12 zaradilinearnostiin časovneinv.( ∞

∑
m)+* ∞

x � m� h � n � m�
Q.E.D.
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Lastnafunkcija:

f � t � a 3 f � t � τ � – zakajje sinusnanapetost

Lastnostisistemov:� Stabilnostsistema:nakončni vhoddobimokončni izhod
Potrebenin zadostnipogojzastabilnost:( ∞

∑
n)+* ∞ 4 h � n� 4 � ∞

Dokaz:

– potrebnost: ( ∞

∑
n)+* ∞ 4 h � n� 4 	 ∞ � x � n��	 � � 1 � h �5� n�$� 0� 1 � h �5� n�$� 0

y � 0��	 ( ∞

∑
m)+* ∞

x � m� h �5� m�+	 ( ∞

∑
m),* ∞ 4 h ��� m� 4 	 ( ∞

∑
m),* ∞ 4 h � m� 4 	 ∞

– zadostnost: 4 x � n� 476 M4 y � n� 4 	 4 ( ∞

∑
m)+* ∞

x � m� h � n � m� 486 ( ∞

∑
m),* ∞ 4 x � m� 494 h � n � m� 4866 M ( ∞

∑
m)+* ∞ 4 h � n � m� 4 � ∞

Q.E.D.� Kavzalnostsistema:posledicani predvzrokom

Čeje h � n��	 0 zan � 0 " sistemje kavzalen

ali konstanta???

1.2 Sistemi,ki sopodani z diferenčnimi enǎcbami

Difereňcneenǎcbe:

N

∑
i ) 0

biy � n � i �,	 M

∑
i ) 0

aix � n � i �
y � n��	 M

∑
i ) 0

aix � n � i ��� N

∑
i ) 1

biy � n � i ��� n � 0

x � n� ai

bi
y � n� LČIDS

z dif.

enǎcbami
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1. nerekurzivnedifereňcneenǎcbe:b1 � b2 � ����� � bN 	 0

2. rekurzivnedifereňcneenǎcbe:vsajenbi �	 0 � i 	 1 �:�N
y � n��	 a0x � n��� a1x � n � 1�;� b1y � n � 1�

x � n� + y � n�
ZAK

x � n � 1�
ZAK

y � n � 1�
a0

a1

� b1

1.3 < -transformacija

X � z��	=( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� z* n � z '?>
x � n��	 1

2π j @A X � z� zn * 1dz� j 	CB � 1 	 i

1

δ � n�D�D�D�D D D�D�DED � � δ � n����	 1

1

u � n�F�F�F�F F�F�F�FEF � � u � n���+	 1
1 � z* 1

1

x � n��	 anu � n�G�G�G�G G G G G G � � anu � n����	 1
1 � az* 1

1.4 Lastnosti < -transformacije

1. linearnost:

X1 � z�-	 ( ∞

∑
n)+* ∞

x1 � n� z* n

X2 � z�-	H( ∞

∑
n)+* ∞

x2 � n� z* n� � ax1 � bx2 ��	 aX1 � z��� bX2 � z�
6



2. premik: � � x1 � n � k���,	 z* kX1 � z�
3. konvolucija:

y � n��	 ( ∞

∑
m)+* ∞

x � m� h � n � m�
Y � z�I	 ( ∞

∑
n)+* ∞

( ∞

∑
m)+* ∞

x � m� h � n � m� z* n 	
	 X J zKL M&N O( ∞

∑
m),* ∞

x � m� z* m

H J zKL M&N O( ∞

∑
n)+* ∞

h � n � m� z*,J n * mK 		 X � z��3 H � z�
H � z��	 Y � z�

X � z� – prevajalnafunkcija

4. produkt:
y � n��	 x � n� h � n�

1
2π j @ X � u� H P z

u Q u* 1du

1.5 Frekvenčni odziv diskretnegasistema

x � n��	 Acos� ω0n � Φ � h � n� y � n��	 AR cos� ω0n � Φ RS�
y � n��	E( ∞

∑
k)+* ∞

h � k � x � n � k �
x � n��	 Acos� ω0n � Φ �+	 A

2
ejΦejω0n � A

2
e* jΦe* jω0n

y � n��	 A
2

ejω0nejΦ ( ∞

∑
k)+* ∞

h � k � e* jω0k � A
2

e* jω0ne* jΦ ( ∞

∑
k),* ∞

h � k� ejω0k

H � ejω ���E( ∞

∑
k)+* ∞

h � k� ejωk 	 4H � ejω � 4 ejΘ J ejω K – frekveňcni odziv sistema

Dokaz,daje sinusoidalnafunkcija lastnafunkcija diskretnih,linearnih,časovno-inva-
riantnihsistemov:

y � n��	 A 4H � ejω0 � 4 cos� ω0n � Φ � Θ � ejω0 ���
Frekveňcni odziv:

�
-transformacijaizračunananakroguenote(naenotskikrožnici):

X � z� 4 z) ejω 	 X � ejω ��	H( ∞

∑
k ),* ∞

x � k� e* jωk

7



1

ejω �

krog
enote

x � n� h � n� y � n�
Y � z��	 H � z� X � z�

Y � ejω ��	 H � ejω � X � ejω ��� H � ejω ��	 Y � ejω �
X � ejω �

1.6 Fourierove “transf ormacije”

1. zveznisignali� periodǐcni: x � t ��	 x � t � nT ��� n 	 0 ��
 1 �.
 2 � �����
ak 	 1

T

TT
0

x � t � e* jk2π
T dt

x � t ��	E( ∞

∑
k)+* ∞

ake
jk2π

T t

0 UUUU1UUUU2 Fourierovavrsta

� neperiodǐcni:

X � Ω ��	 ( ∞T* ∞

x � t � e* jΩt dt

x � t ��	 1
2π
( ∞T* ∞

X � Ω � ejΩt dΩ

0 UUUUU1UUUUU2 Fourierov integralali
Fourierovatransformacija

2. diskretnisignali� periodǐcni: x � t ��	 x � t � nN��� n 	 0 ��
 1 �.
 2 � �����
an 	 1

N

N * 1

∑
n) 0

x � k� e* jk2π
N n

x � k�-	 N * 1

∑
n) 0

anejk2π
N n

0 UUU1UUU2 diskretno-̌casovnaFourierovatransf.

X � n��	 N * 1

∑
k) 0

x � k� e* jk2π
N n

x � k�$	 1
N

N * 1

∑
n) 0

X � n� ejk2π
N n

0 UUU1UUU2 DFT – diskretnaFourierovatransf.
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� neperiodǐcni:

X � ejω ��	 ( ∞

∑
k)+* ∞

x � k� e* jωk

x � k��	 1
2π

2πT
0

X � ejω � ejωk dω 	 T
2π

2π
TT

0

X � ejωT � ejωTk dω

1.7 Vzorčenje

1

xA � t �V V V V V V V V V V V V V V V V VT 1

XA � Ω �
1

x � n�W W W W W W W W W W W W W W W W W 1

X � ejωT �
� 2 3 2π

T � 2π
T

2π
T 2 3 2π

T

XA � Ω ��	 ( ∞T* ∞

xA � t � e* jΩt dt

xA � t ��	 1
2π
( ∞T* ∞

XA � Ω � ejΩt dΩ

0 UUUUU1UUUUU2 zaanalogne

X � ejωT ��	=( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� e* jωTn

x � n�-	 T
2π

2π
TT

0

X � ejωT � ejωTndω

0 UUUUU1UUUUU2 zadiskretne

x � n�I	 xA � nT ��	 1
2π
( ∞T* ∞

XA � Ω � ejΩnT dΩ

	 1
2π

( ∞

∑
m)+* ∞

2 X mY 1Z π
TT

2mπ
T

XA � Ω � ejΩnT dΩ

	 T
2π

2π
TT

0

[
1
T
( ∞

∑
m),* ∞

XA \ ω � 2π
T
3 m]_^ ejωnT dω

� ∞ � ∞� 3 � 2 � 1 m 	 0 1 2 3

2π
T

Ω 	 ω � 2π
T
3 m

9



Iz primerjavesledi: X � ejωT ��	 1
T
( ∞

∑
m)+* ∞

XA \ ω � 2π
T
3 m]

Torej: spektervzorčenegasignalaje enakneskončni vsoti spektrov zamaknjenihsig-
nalov.

1.8 Izr ek o jemanju vzorcev

1

XA � Ω �
� π

T
π
T

XA � Ω ��	 0 za 4Ω 4a` π
T

X � ejωT ��	 1
T

X � ω � veljasamo,̌cevelja � π
T 6 ω 6 π

T

xA � t ��	 1
2π
( ∞T* ∞

XA � ω � ejωt dω 	 1
2π
( π

TT* π
T

XA � ω � ejωt dω 	 T
2π
( π

TT* π
T

X � ejωT � ejωt dω

X � ejωT ��	=( ∞

∑
n),* ∞

x � n� e* jωTn 	=( ∞

∑
n),* ∞

xA � nT � e* jωTn

xA � t �;	 T
2π
( π

TT* π
T

[ ( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� e* jωnT ^ ejωt dω 	b( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� T
2π

π
TT* π
T

ejω J t * nT K dω � x � n�;	 xA � nT �
xA � t ��	 ( ∞

∑
n)+* ∞

xA � nT � sin c π
T � t � nT ��d

π
T � t � nT �N O&L M – interpolacijskaformula

sinc P t
T
� nQ

sinc� x��� sin� πx�
πx

1

sinc� x�
1

Pogojzaobratnostvzorčenja:

π
T
� najvišjafrekvenca(Ω) vzorčenegasignala

oziroma
1
T
	 fT ` 2 e najvišjafrekvencavzorčenegasignala

10



2 e fmax– Nyquistovafrekvenca

1

XA � Ω �
1

X � ejωT �
spektralnoprekrivanje(aliasing)

Antialiasing filtri

Transformacijskiparzapredstavitev zveznegasignalanadiskretennǎcin:

xA � t ��	 ( ∞

∑
n),* ∞

cnΦn � t �
cn 	 xA � nT �
Φn � t ��	 sinc P t

T
� nQ

1.9 Predstavitev signalov z ortogonalnimi funkcijami

Množicafunkcij f Φk � t �hgi	jf Φ * ∞ � t ��� ����� � Φ * 1 � t �&� Φ0 � t ��� Φ1 � t �&� ����� � Φ∞ � t �&g je ortogo-
nalnanaintervalu t0 do t0 � τ, čevelja:

t0 ( τT
t0

Φm � t � Φn � t � dt 	 � a � m 	 n
0 � m �	 n

x � t ��	 ( ∞

∑
k ),* ∞

ck � t � Φk � t �
ck 	 1

a

t0 ( τT
t0

x � t � Φk � t � dt

Dokaz:

t0 ( τT
t0

x � t � Φm � t � dt 	 t0 ( τT
t0

[ ( ∞

∑
k)+* ∞

ckΦk � t � ^ Φm � t � dt 	E( ∞

∑
k)+* ∞

ck

t0 ( τT
t0

Φk � t � Φm � t � dt 	 cm 3 a
Q.E.D.

Drugedružineortogonalnihfunkcij:� Kaihunen-Loewe� Fourier� Walsh-Maclainard� valčki (wavelet)� Haav� Legendre
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Parsevalov izrek

Podajazvezomedenergijo (močjo) v časovnemin frekveňcnemprostoruin velja za
vseortogonalnefunkcije.

x2 � t �-	 ( ∞

∑
k),* ∞

c2
kΦk � t ��� ( ∞

∑
p)+* ∞

( ∞

∑
q),* ∞
q k) p

cpcqΦp � t � Φq � t �
t0 ( τT
t0

x2 � t � dt 	 ( ∞

∑
k)+* ∞

c2
k

t0 ( τT
t0

Φ2
k � t � dtN O&L M
a

� ( ∞

∑
p),* ∞

( ∞

∑
q),* ∞
q k) p

cpcq

t0 ( τT
t0

Φp � t � Φq � t � dtN O&L M
0

1
τ

t0 ( τT
t0

x2 � t � dt 	 a
τ
( ∞

∑
k)+* ∞

c2
k – Parsevalov izrek

Parsevalov izrekgovori o tem,kako je moč signalarazporejenapokoeficientihdiskret-
nepredstavitve funkcije (oz. po spektru).

1.10 Struktur e za realizacijodiskretnih sistemov

ZavsakLDČIS velja: x � n� h � n� y � n�
y � n��	E( ∞

∑
k)+* ∞

x � k� h � n � k��	H( ∞

∑
k ),* ∞

h � k� x � n � k�
Y � z�$	 H � z��3 X � z�

H � z�-	 ∑M
l ) 0al z* l

1 � ∑N
l ) 1blz* l

	 A
∏M

l ) 1 � 1 � zlz* 1 �
∏N

l ) 1 � 1 � plz* 1 � � zl � pl – ničle,poli

H � z��	 Y � z�
X � z� 	 ∑M

l ) 0alz* l

1 � ∑N
l ) 1bl z* l

– prevajalnafunkcija (1)

Navzkrižnopomnožimo:

M

∑
l ) 0

al z
* l X � z�-	 Y � z� [ 1 � N

∑
l ) 1

bl z
* l ^

M

∑
l ) 0

al x � n � l �+	 y � n��� N

∑
l ) 1

bl y � n � l � – inverzna
�

-transformacijagornjefunkcije

y � n��	 M

∑
l ) 0

al x � n � l ��� N

∑
l ) 1

bl y � n � l � – difereňcnaenǎcbaza(1)

Opisanoje zeloenostavenpostopekpretvorbeprevajalnefunkcijev difereňcnoenǎcbo.
Prikazz diagramom,direktnaforma1:
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x � n� a0

z* 1

+ +

z* 1

a1

+ +

z* 1

a2

z* 1

+

aM

+
y � n�

z* 1

� b0

z* 1

� bN * 1

z* 1

� bN

Česovsi bi 	 0, potemje enǎcbanerekurzivna.

H � z��	 Y � z�
X � z� 	 \ 1

1 � ∑N
l ) 1bl z* l

]N O�L M
H1 J zK

[
M

∑
l ) 0

al z
* l ^N O�L M

H2 J zK 	 H1 � z� H2 � z�
H1 � z�-	 W � z�

X � z� 	 1

1 � ∑N
l ) 1bl z* l

H2 � z��	 Y � z�
W � z� 	 M

∑
l ) 0

al z
* l

w � n��	 x � n��� N

∑
l ) 1

bl w � n � l �
y � n��	 M

∑
l ) 0

al w � n � l �

13



Dobimoenostavnejšodirektnoformo 2 (kanonǐcnaoblika):

x � n�
+

+

+

+

lw � n�
z* 1m
z* 1n
z* 1o
z* 1

p

� b1

� b2

� b3

� bN

a0

a1

a2

a3

aM

+

+

+

+

y � n�

Težave:� pri kvantizacijial � bl hočemoporabitičim manjbitov zareprezentacijofunkcije,� žemajhnenapake pri koeficientihdirektneformezelo spremenijopotekpreva-
jalnefunkcije– občutljivostdirektneformenanapake.

Občutljivostdirektneformenakvantizacijokoeficientov al � bl :

al � bl – neskončnonataňcni koeficienti
aql � bql – kvantiziranikoeficienti(končnoštevilo bitov)

aql 	 al � ∆al

bql 	 bl � ∆bl

∆al � ∆bl – kvantizacijskanapaka

P � z��	 1 � N

∑
l ) 1

bl z
* l 	 N

∏
l ) 1

� 1 � plz
* l �&� pl – poli

pql 	 pl � ∆pl � ∆pl – napakav legi pola

Čeje majhnaspremembabl � velikaspremembalegepolov � občutljivost

pl 	 pl � b1 � b2 � ����� � bN �
P � z�-	 P � b1 � b2 � ����� � bN ��	 P � p1 � p2 � ����� � pN �

14



∆pl 	 N

∑
k) 1

∂pl

∂pk
∆bk

∂P � z�
∂pl

	 ∂pl

∂bk
	 ∂P � z�

∂bk

∂pl

∂bk
	 ∂P J zK

∂bk

∂P J zK
∂pl

	 pN * k
l

∏N
i ) 1
i k) l
� pl � pi �

∆pl 	 N

∑
k ) 1

pN * k
l

∏N
i ) 1
i k) l
� pl � pi � 3 ∆bk

To je dokaz,damajhnespremembebi povzročijo velikespremembepl .
Čestadva (ali več) polablizu skupaj,potemje faktorv vsoti velik.

Kaskadna forma

H � z�-	 a0

k1

∏
l ) 1

H1l � z��3 k2

∏
l ) 1

H2l � z�
H1l � z��	 1 � a1lz* 1

1 � b1lz* 1

H2l � z��	 1 � a1lz* 1 � a2lz* 2

1 � b1lz* 1 � b2lz* 2

Realizacija:

x H1 � z� H2 � z� Hk1 ( k2 � z� y

Skupnaobčutljivostnakvantizacijskenapake je bistvenomanjša,kersole-teomejene
naposamezneH-je.

Paralelna forma

H � z��	 c � k

∑
l ) 1

Hl � z�
x r

c

H1

H2

Hk

+
y
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2 Metode za načrtovanje digitalnih filtr ov s končnim
enotinim odzivom (KEO)

Čeh � n��	 0, n � N, potempravimo, daimah � n� končnodolžino.

1

h � n�s�s�s s�s s�s s�s s�s�s
N � 1

– KEO sistem

Negativni indeksisonič zaradikavzalnostisistema!Pri nerekurzivnihfunkcijahimamo
KEO sistem.
Lastnosti:

1. H � z� nimapolov (razenpri z 	 0)

H � z��	 N * 1

∑
k) 0

h � k � z* k

2. sistemje vednostabilen:
N * 1

∑
k ) 0 4 h � k� 4 	 končno

Kaj je to načrtovanje digitalnegafiltra?

1. podanimamoželenifrekveňcni potekHd � ejω �
2. podanoimamodolžinoN

3. iščemotak odziv na enotin impulz h � n� , da bo razlika H � ejω ��� Hd � ejω � čim
manjša(z večanjemN manjšamole-to)

KoeficientiKEO filtra: h � 0�&� h � 1�&� ����� � h � N � 1� .
Štiri osnovnevrstefiltrov (poleg tehštirih ševeliko drugih):� nizkopropustnifilter (Low-Pass) LP

1

H � ejω �
ω1

Primer:antialiasingfiltri.� visokopropustnifilter (High-Pass) HP

1

H � ejω �
ω1

16



� pasovnopropustnifilter (Band-Pass) BP

1

H � ejω �
ω1 ω2

Primer:radioin televizija; širinapasuzaradio:AM: 4.5kHz,FM: 50KHz (EU),
100kHz (USA).� pasovnozapornifilter (Band-Stop) BS

1

H � ejω �
ω1 ω2

Obstajajotransformacijezapreslikavo: LP

HP

BP

BS
Hd � ejω � je odsekomakonstantnafunkcija.
ZaKEO digitalnefiltre veljah � k�+	 0 zak � N, N 	 dolžinafiltra. KEO filter je vedno
stabilen,ker ∑∞

k ) 0 4 h � k� 4 	 končen.

H � ejω ��	 N * 1

∑
k) 0

h � k� e* jωk 	 4H � ejω � 4 3 ejΘ J ejω K
frekveňcni odziv amplitudniodziv fazniodziv (zakasnitev)

x � k� h � k� y � k� , x � k ��	 Acos� ωk�
y � k�I	 A 3 4H � ejω � 4 3 cos� ωk � Θ � ejω ���	 A 3 4H � ejω � 4 3 cos\ ω \ k � Θ � ejω �

ωN O&L M
∆k

]t]
� Θ � ejω �

ω
	 zakasnitev

Linearnafaza:Θ � ω ��	 α � βω

Θ � ω �
ω

	 α
ω
� β

1. Filtri z linearnofazo

2. Filtri z nelinearnofazo

KEO filtri

linearnafaza

17



2.1 KEO digitalni filtri z linearno fazo

H � ejω ��	 N * 1

∑
k ) 0

h � k� e* jωk def	 G � ejω � ej J α * βω K
realnafunkcija (lahko tudi negativna)

Za realneh � k� : konjugiranokompleksen

H u%� ejω ��	 H � e* jω �
4H � ejω � 4 	 4H � e* jω � 44G � ejω � 4 	 4G � q * jω � 4

Iz tegasledi,daje funkcijaG � ejω � :
1. ali soda,

2. ali liha.

Primer:

1. G � ejω ��	 G � e* jω � sodafunkcija
H q8� ejω ��	 G � ejω �;3 e* j J α * βω K
H � e* jω ��	 G � e* jω ��3 ej J α ( βω K
ZaradiH qa� ejω ��	 H � e* jω � sledi

G � ejω �N O&L M e* j J α * βω K 	 G � e* jω �N O�L M ej J α ( βω K
isto

e* j J α * βω K 	 ej J α ( βω K
e* jα 3 ejβω 	 ejα 3 ejβω

α 	 0

2. G � ejω ��	v� G � e* jω � liha funkcija

e* jα 	v� ejα

α 	 π
2

Kakšenje β?� Zasodofunkcijo G � ejω �&� α 	 0�
G � ejω ��	 H qa� ejω ��3 ejβω – po definiciji
G � e* jω ��	 H � e* jω ��3 e* jβω

H � ejβω � ejβω 	 H � e* jω � e* jβω

18



[
N * 1

∑
k) 0

h � k� e* jωk ^ ejβω 	 [
N * 1

∑
k ) 0

h � k� ejωk ^ e* jβω 		 ej J N * 1 * 2β K ω [ N * 1

∑
k) 0

h � N � 1 � k� e* jωk ^ ejβω

β 	 N � 1
2

α 	 0

h � k ��	 h � N � 1 � k � – pozitivnasimetrija� Za liho funkcijo G � ejω ��	v� G � e* jω �
β 	 N � 1

2
α 	 π

2

h � k��	v� h � N � 1 � k� – negativnasimetrija

Posledicalinearnefaze:pozitivnaali negativnasimetrijah � k �
1

N 	 9w w w w w w w w w
0

1 2 3 4 5 6 7 8

1

N 	 8x x x x�x x x x
0

1 2 3 4 5 6 7

Sledi: polovicah � k� je vnaprejdoločena,prostostnastopnjasezmanjša.
4 osnovni tipi KEO filtrov z linearnofazo:

1. pozitivnasimetrija(G � ejω �-	 G ��� ejω � ), N 	 liho število

H � ejω �I	 e* jω N y 1
2 z{ h \ N � 1

2
]|� N y 1

2

∑
k) 1

2h \ N � 1
2

� k] cos� ωk�5}~�	
	 e* jω N y 1

2

N y 1
2

∑
k) 0

a � k � cos� ωk �N O�L M
kosinusnipolinom

a � 0��	 h \ N � 1
2
]

a � k�I	 2h \ N � 1
2

� k]?� k 	 1 � 2 � ����� � N � 1
2

Kosinusnipolinom:

cos� ωk�$	 k

∑
l ) 1

αl cosl ω 	 k

∑
l ) 1

αl x
l

19



2. pozitivnasimetrija,N 	 sodoštevilo

H � ejω �I	 e* jω N y 1
2

N y 1
2 * 1

∑
k) 0

2h \ N
2
� 1 � k] 3 cos \ ω \ k � 1

2
]t] 		 e* jω N y 1

2 cos
ω
2

N
2 * 1

∑
k) 0

b � k� cos� ωk�
1 �
0 π

cos
ω
2
	 0

pri ω 	 π imamovednoH � ejω ��	 0

3. negativnasimetrija,N 	 liho število (α 	 π
2)

H � ejω �I	 e* jω N y 1
2 ej π

2

[
e* j π

2 h \ N � 1
2
]N O�L M

0, sicerG � ejω � ni liha

� N y 1
2

∑
k) 1

2h

[
N � 1

2
^ sin� ωk�.^�	

	 e* jω N y 1
2 ej π

2 sinω
N y 3

2

∑
k) 0

c � k � cos� ωk�
1

0 π

4. negativnasimetrija,N 	 sodoštevilo

H � ejω �I	 e* jω N y 1
2 ej π

2 z{ N
2 * 1

∑
k) 0

2h \ N
2
� 1 � h] sinω \ k � 1

2
]_}~�	

	 e* jω N y 1
2 ej π

2 sin
ω
2

N
2 * 1

∑
k) 0

d � k � cos� ωk�
1

0 π

Q � ω � P � ω �
1 �

cosω
2 �

sinω �
sin ω

2

n

∑
k) 0

d � k � cos� ωk�
20



2.2 Načrtovanje z uporabo okenskih funkcij

Hd � ejω � želenifrekveňcni potek

Hd � ejω ��	 ( ∞

∑
k)+* ∞

hd � k � e* jωk

hd � k��	 1
2π

2πT
0

Hd � ejω � ejωk dω

1 4Hd � ejω � 4
0 ω1 π

Problem:hd � k� je neskončnodolg, čevsebujeHd � ejω � nezveznosti.Rešitev:

h � k��	 � hd � k� k 	 0 � 1 � ����� � N � 1
0 drugod

(2)

filter skončnimenotinimodzivom

2.2.1 Gibbsov pojav

1898,Albert Michelsonsharmonǐcnimanalizatorjemugotovil poslediceenǎcbe(2):

1

N 	 21� � 1

N 	 80� �
Gibbsov pojav: v točkah nezveznostije vedno(za vsak končen N) 9% odstopanja
(funkcijagreskozi sredinostopnice).
Kako razložimo?

h � k ��	 hd � k��3 w � k�
w � k ��	 � 1 k 	 0 � 1 � ����� � N � 1

0 drugod
– pravokotnookno

H � ejω ��	 1
2π

2πT
0

Hd � ejΘ � W � ej J ω * Θ K � dΘ – konvolucijski integral

W � ejω ��	E( ∞

∑
k)+* ∞

w � k� e* jωk 	 e* jω N y 1
2

sin ωN
2

sin ω
2N O�L M

digitalni sinc
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Pravokotnookno:

1

w � k�� �������i� �i��� 1

W � ejω �4π
N

stranskivalovi

Stranskivalovi povzročijo Gibbsov pojav. Funkcijabrezvalov je δ, vendarjo povzroči
neskončnopravokotnookno.Torej iščemofunkcijes čim manjšimivalovi.

2.2.2 Okenske funkcije

1. vonHannovo okno:

w � k ��	 0 � 5 � 0 � 5 3 cos \ 2πk
N � 1

]
1

w � k�� � � � � � � 1

W � ejω �
8π
N

Valovi somanjši,vendarje oknoširše.

2. Hammingovo okno:

w � k�$	 0 � 54 � 0 � 46 3 cos \ 2πk
N � 1

]
Podobnoje von Hannovemuoknu.

3. Kaiserjevaokna(optimalna):v stranskihvalovih imajo najmanjenergije.

4. Dulph-Čebiševo okno

5. Bartlettovo okno

6. Trikotnookno

2.3 Načrtovanje z uporabo fr ekvenčnegavzorčenja

1 4Hd � ejω � 4
1 2 3 4 5

���;�;��� �%�;���;�
0 π 2π 3π

N � 1

Interval � 0 ����� 2π � razdelimonaN ekvidistaňcnih točk.

Hd � ejωk ��� ωk 	 2π
N
3 k � k 	 0 � 1 ����� � N � 1
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Hd � ejω ��	 N * 1

∑
n) 0

h � n� e* jωn

Zanimajonastočkeω 	 ωk:

Hd � ej 2π
N k �-	 N * 1

∑
n) 0

h � n� e y 2π jnk
N � � DFT: Hd � k��	 N * 1

∑
n) 0

h � n� e y 2π jnk
N

h � n��	 1
N

N * 1

∑
k) 0

Hd � k� e2π jkn
N � � inverznaDFT (IDFT)

H � z��	 N * 1

∑
n) 0

h � n� z* n 	 N * 1

∑
n) 0

[
1
N

N * 1

∑
k ) 0

Hd � k� e2π jkn
N ^ z* n 		 N * 1

∑
k) 0

Hd � k�
N

N * 1

∑
n) 0

P e2π jk
N 3 z* 1 Q n 	

	 N * 1

∑
k) 0

Hd � k�
N

3 1 � ) 1L M&N O
e2π jk 3 z* N

1 � e
2π jk

N 3 z* 1
		 1 � z* N

N

N * 1

∑
k) 0

Hd � k�
1 � z* 1e

2π jk
N

H � ejω ��	 H � z� 4 z) ejω

H � ejω ��	 e
y jω X N y 1Z

2

N * 1

∑
k ) 0

Hd � ejωk � ej2πkN y 1
2N 3 digitalni sinc: sinX NxZ

NsinxL M�N O
sin c N c ω

2 � πk
N d�d

N 3 sin c ω
2 � πk

N d
Pri linearnifazi:

Hd � ejωk ��	 4Hd � ejωk � 4 e* j2πkN y 1
2N

H � ejω �-	 e
y jω X N y 1Z

2

N * 1

∑
k) 0 4Hd � ejωk � 4 sin c N c ω

2 � πk
N d8d

N 3 sin c ω
2 � πk

N dN O�L M
povzroča“valove” � slabfilter

1 4Hd � ejω � 4���;�;��� � � �%�;�T1
T2

prehodnopodrǒcje
(transitionband)

T1, T2 stafrekvenciv prehodnempodrǒcju.
Idejametode: položajH � ejω � zaω 	 ωT1 � ωT2 ni pomem-
ben. Imamo: 1,2 ali 3 točke, v katerih 4H � ejω � 4 lahko
spreminjamo. Pametna izbira 4H � ejω � 4 ω ) ωT1 � ωT2 � ωT3
močnozmanjšavalove.
Kje dobimopametnoizbiro? Obstajajotabele.

2.4 Načrtovanje optimalnih KEO filtr ov z linearno fazo

H � ejω ��	 e
y jω X N y 1Z

2 ejL π
2 G � ejω �

L 	 0 pri pozitivni simetriji
L 	 1 pri negativni simetriji
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kosinusnipolinom

G � ejω ��	 Q � ejω �;3 P � ejω ��	 Q � ejω ��3 r * 1

∑
k) 0

α � k � cos� kω �
1 � Q � ejω ��	 1
2 � Q � ejω ��	 cosω

2
3 � Q � ejω ��	 sinω
4 � Q � ejω ��	 sinω

2

1

0 ω π

Hd � ejω ��3 faza	 D � ejω � � � želenipotek(brezfaze)
G � ejω �

D � ejω ��	 Hd � ejω ��3 e jω X N y 1Z
2 3 e* jL π

2

funkcijanapake

E � ejω ��	 W � ejω � c D � ejω ��� G � ejω � d � W � ejω � ` 0

utežnostnafunkcija

E � ejω ��	 W � ejω �;3 Q � ejω �N O&L M
W �9J ejω K [

D � ejω �
Q � ejω �N O�L M
D � J ejω K � P � ejω �.^

E � ejω ��	 W R � ejω �+c D R � ejω ��� P � ejω ��d (3)

Enǎcba(3) je poenotenještirih tipov filtrov naisti aproksimacijskiproblem.

2.4.1 Kriterij optimalnosti

aproksimacijskiproblem�� E � ejω � �� ∞ 	 min�
α � \ max

ω � Ω ��W R � ejω � c D R � ejω ��� P � ejω � d �� ] � Ω �C� 0 � π �
– Čebiševanorma(mat.),minimax(teh.),L∞ norma,enakomernaaproksimacija

2.4.2 Alter nacijski izrek

Naj boP � ejω � kosinusnipolinom:

P � ejω ��	 r * 1

∑
k) 0

α � k� cos� k 3 ω �
Potrebenin zadostenpogoj za optimalnoaproksimacijoje, da ima funkcija napake
E � ejω � :
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1. najmanjr � 1 ekstremov:
1

E � ejω �� � � � � �
ekstremi

2. česo0 6 ω0 � ω1 � ω2 � ����� � ωr 6 π točke,v katerihje ekstrem(ekstremalne
frekvence),potemvelja:

E � ejωi ��	�� E � ejωi Y 1 �&� i 	 0 � 1 � ����� � r � 1

1

E � ejω �
ω0

ω1

ω2

ω3

ω4

ω5

equiripple 4Emax4 	 4E � ejωi � 4 � i 	 0 � 1 � ����� � r � 1

Funkcijanapake:

E � ejω ��	 W R � ejω ��c D R � ejω ��� P � ejω ��d�� P � ejω ��	 r * 1

∑
k ) 0

α � k � cos� kω �
2.4.3 Algoritem za določanjekoeficientov α � k�
Remezov algoritem;leta1972stagauporabilaParks& McClellan

1. Predpostavimo, dapoznamoekstremalnefrekvenceω0 � ω1 � ����� � ωr . Potemvelja
sistemenǎcb:

W R � ejωk � c D R � ejωk �;� P � ejωk � d 	��5� 1� kδ � k 	 0 � 1 � ����� � r
(drugǎcezapisanalternacijskiizrek)

D R � ejωk ��	 ��� 1� k
W R � ejωk � 3 δ � r * 1

∑
i ) 0

α � i � cos� iωk �&� k 	 0 � 1 � ����� � r������� 1 cosω0 cos� 2ω0 �E3�3�3 cos��� r � 1� ω0 � 1
W � J ejω0 K

1 cosω1 cos� 2ω1 �E3�3�3 cos��� r � 1� ω1 � * 1
W �9J ejω1 K

...
...

...
. . .

...
...

1 cosωr cos� 2ωr � 3�3�3 cos��� r � 1� ωr � J:* 1K r
W �:J ejωr K

¡S¢¢¢¢¢£
������� α � 0�

α � 1�
...

α � r � 1�
δ

¡S¢¢¢¢¢£ 	
����� D R � ejω0 �
D R � ejω1 �

...
D R � ejωr �

¡ ¢¢¢£
Če poznamoω0 � ω1 � ����� � ωr , lahko izračunamoα � 0�&� α � 1�&� ����� � α � r � 1� in δ.
Problem:nepoznamojih. Uporabimotrik:

2. δ je mogǒceizračunati,ker imamoVanderModejevo determinanto:�������
1 x0 x2

0 x3
0 3�3�3

1 x1 x2
1 x3

1 3�3�3
...

...
...

...
. . .

�������
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δ 	 γ0D R � ejω0 ��� γ1D R � ejω1 ���¤3�3�3�� γrD R � ejωr �
γ0

W � J ejω0 K � γ1
W �:J ejω1 K �¤3�3�3�� J:* 1K rγr

W �SJ ejωr K � γk 	 1

∏r
n) 0
n k) k
� cosωk � cosωn �

3. Uporabimointerpolacijskipolinom,ki greskozi točke

D R � ejωk ��� �5� 1� kδ
W R � ejωk �

2.4.4 Remezov algoritem

1. Izberemoekstremalnefrekvenceω0 � ω1 � ����� � ωr . Najboljšaizbira je ekvidistan-
čna.

1

ω0ω1ω2ω3 π¥:¥S¥
2. Izračunamoδ.

3. Potegnemointerpolacijskipolinomskozi δ
+

+

¦ ¦
ωi ωi ( 1 – izbraneekstremnetočke

resnǐcneekstremnetočke

4. Poiš̌cemoresnǐcneekstremalnefrekvenceω R0 � ω R1 � ����� � ω Rr (iz polinoma).

5. Česoresnǐcneekstremalnefrekvenceenakeprejšnjim,imamorešitev; sicervza-
memoωk 	 ω Rk in sevrnemonakorak2.

1

0 ω1 ω2 π
prehodnipas

Izpustimo v optimizacijskem procesu
(poteknasnezanima).Metodazagotavlja,
dabo napakanajmanjša.

Ω 	�� 0 � ω1 ��§¨� ω2 � π �
Izberemogostodiskretnomnožicotočk (tipično10 3 r).
2.4.5 Splošenpostopeknačrtovanja filtr ov

1. PotrebujemoD � ω � (želenipotek),po potrebitudi W � ω � (utežnostnafunkcija).

2. Izberemodolžinofiltra N (stopnjapolinoma).

3. Izračunamokoeficientefiltra (npr. optimalne).

4. Preverimonapako (razlikamedželenimD � ω � in resnǐcnimG � ω � .
5. Popotrebipopravimo N in ponovimo postopekod 3. korakanaprej.
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PribližnaformulazaN:

D∞ � δ1 � δ2 ��	v� N � 1� ∆F � f � δ1 � δ2 � ∆F2

f � δ1 � δ2 ��	 b1 � b2 � log10δ1 � log10δ2 �
D∞ � δ1 � δ2 ��	v� a1 log2

10δ1 � a2 log10δ1 � a3 � log10δ2 �©� a4 log2
10δ1 � a5 log10δ1 � a6 �

a1 � ����� � a6

b1 � b2 ª v knjigi

1

0
∆F

δ2
δ1

D � ejω �

3 Metodezanačrtovanjedigitalnih filtr ov zneskončnim
enotinim odzivom (NEO filtri, IIR)

H � z��	 ∑M
l ) 0alz* l

1 � ∑N
l ) 1bl z* l

Čenisovsi bl 	 0 " neskončni enotinodziv h � n�
Pogojzalinearnofazo:h � n��	«
 h � N � n�

H � z�-	 N * 1

∑
n) 0

h � n� z* n 		 h � 0��� h � 1� z* 1 � ����� � h � 2� z*+J N * 3K � h � 1� zJ N * 2K � h � 0� z*,J N * 1K 		 z* N y 1
2 P h � 0�¬� zN y 1

2 � z* N y 1
2 ��� h � 1��� zN y 3

2 � z* N y 3
2 ��� ����� QN O&L M

enako

H � z* 1 ��	 z
M y 1

2

L M&N OP h � 0��� zN y 1
2 � z* N y 1

2 ��� h � 1�¬� zN y 3
2 � z* N y 3

2 ��� ����� Q
H � z* 1 ��	 zJ N * 1K H � z� pozitivnasimetrija
H � z* 1 ��	�� zJ N * 1K H � z� negativnasimetrija

Vzemimo,daje zi 	 r iejΘi pol od H � z��" z* 1
i je tudi pol: 1

zi
	 1

r i
e* jΘi .

Čeje r i � 0 " 1
r i ` 1.

Čeimamopole(razenpri 0), je sistempri linearnifazi vednonestabilen.
Optimiziramo:

1. Močnostniodziv ��H � ejω � �� 2 	 ��H � z� H � z* 1 � �� ���� z) ejω
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2. Fazniodziv, v dvehoblikah:

(a)
H � ejω ��	 ��H � ejω �� ejβ J ejω K

H � e* jω ��	 ��H � ejω � �� e* jβ J ejω K
β � ejω ��	 1

2 j
ln \ H � z�

H � z* 1 � ] – fazniodziv pri z 	 ejω

(b) grupnazakasnitev

τg � ejω ��	�� dβ � ejω �
dω

	v� jz
dβ
dz
����� z) ejω

slednjeprideiz
dβ � ejω �

dω
	 dβ � ejω �

d � ejω � 3 j 3 ejω

1

� β � ejω �
∆ω

grupafrekvenc

τg � ejω ��	v� Re

[
z

dH J zK
dz

H � z� ^
z) ejω

1. močnostniodziv – najbolj pogost(90%)

2. močnostniodziv � β

3. močnostniodziv � τg

3.1 Načrtovanje z uporabo preslikaveanalognih filtr ov

Tri najpogostejševrsteanalognihfiltrov:

1. Butterworthovi filtri4Ha � s� 4 2 	 1

1 � P s
jΩc Q 2N

N 	 log10 � A2 � 1�
2log10

Ωt
Ωc

1

1
A

Ωc Ωt

1
2
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� ima samopole(nimaničel)� monotonopadajǒcafunkcija� poli sonakrožnici spolmeromΩc

Ωc

N 	 3 s

H � s��	 ∑M
l ) 0al s* l

1 � ∑N
l ) 1bl s* l

– splošenanalogenfilter, s 	 Laplaceov operator

2. Čebiševi filtri

Tip 1 4Ha � s� 4 2 	 1

1 � ε2TN P s
jΩc Q

TN � x��	¯® cos� N 3 arccosx� za 4 x 4°6 1

cosh� N 3 Archx� za 4 x 4°` 1

Čebiševi polinomi:

T0 � x��	 1

T1 � x��	 x�����
TN ( 1 � x��	 2xTN � x��� TN * 1 � x�

1

g 	v± A2 � 1
ε2

N 	 log10 P g �³² g2 � 1Q
log10

[
Ωt
Ωc
� ± P Ωt

Ωc Q 2 � 1̂

1

1
A

Ωc Ωt

1B 1( ε2 ´ 1 � ε

Tip 2 (inverzniČebišev filter)

4Ha � s� 4 2 	 1

1 � ε2

[
TN µ ΩT

Ωc ¶
TN µ jΩT

s ¶ ^ 2

1

1
A

Ωc Ωt

1B 1( ε2 ´ 1 � ε

3. Cauerjevi ali eliptični filtri
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4Ha � s� 4 2 	 1

1 � ε2R2
N P s

jΩc
� L Q

RN 	 Jacobijevaeliptičnafunkcija1. vrste

1

L 	 1
A

ΩcΩt

1B 1( ε2 ´ 1 � ε

Ta filter je vednoboljši od Čebiševih filtrov in veliko boljši od Butterworthovih
filtrov.

3.2 Preslikava z bilinearno transformacijo

s 	 2
T
3 1 � z* 1

1 � z* 1 � z 	 2
T � s
2
T � s

H � z�-	 H � s� ��� s) 2
T · 1 y zy 1

1Y zy 1

s 	�" z

1

Transformacijazagotavlja (ohranja)stabilnost.
Problem:pridedo izkrivljenja (warp):

Ω 	 2
T

tan \ ωT
2
] 1

Ω

π
T

ω

1

Ha � Ω �
Ω1

Ω2
Ω3

Ω4
Ω5

	�" 1

H � ω �
ω1

ω2
ω3

ω4
ω5 π

T

Rešitev: predizkrivljanje(pre-warping)
S pomǒcjo Ω 	 2

T tan c ωT
2 d preslikamoω1 � ω2 � ����� v Ω1 � Ω2 � �����

To je uspešnosamo,̌ceje želenpotekodsekomakonstantnafunkcija.
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3.3 Filtrsk e transformacije

H � zR ��	 H � z� ��� z) f J z� K
f � zR � je filtrska transformacija(Constantinidesovetransformacije).

1. LP � LP

1

ωc

��� 1

ω Rc
z 	 zR � α

1 � αzR � α 	 sin P ωc * ω �c
2 3 T Q

sin P ωc ( ω �c
2 3 T Q

2. LP � HP

1

ωc π
T

��� 1

ω Rc π
T

z 	�� zR � α
1 � αzR � α 	 cos P ωc * ω �c

2 3 T Q
cos P ωc ( ω �c

2 3 T Q
3. LP � BP

1

ωc π
T

��� 1

ω Rc1
ω Rc2

π
T

z 	�� zR 2 � 2αk
k( 1 � k * 1

k( 1

1 � 2αk
k ( 1zR � k * 1

k( 1zR 2
α 	 cos \ ω �c2 ( ω �c1

2 3 T ]
cos P ω �c2

* ω �c1
2 3 T Q

k 	 tan \ ωcT
2
] 3 cot \ ω Rc2

� ω Rc1

2
3 T ]
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3.4 Načrtovanje sPadejevo aproksimacijo� aproksimacijaracionalnefunkcijespoteňcnofunkcijo

H � z�-	 ∑M
l ) 0al z* l

1 � ∑N
l ) 1bl z* l

	 ∞

∑
k) 0

h � k� z* k� iz želenegafrekveňcnegapotekaHd � ejω � lahko vednoizračunamohd � k��
P 	 N � M � 1 � h � k ��	 hd � k� zak 	 0 � 1 � ����� � P � 1 � P enǎcb

h � k ���	 hd � k� zak � P

y � n��	 M

∑
l ) 0

alx � n � l �;� N

∑
l ) 1

bl y � n � l �
h � 0�+	 a0

h � 1�+	�� b1h � 0��� a1

h � 2�+	�� b1h � 1�;� b2h � 0��� a2

...

h � M ��	�� b1h � M � 1��� b2h � M � 2��� ����� � bNh � M � N ��� aM

h � M � 1�+	�� b1h � M �;� b2h � M � 1��� ����� � bNh � M � 1 � N �
...

h � M � N � 1�+	�� b1h � M � N ��� b2h � M � N � 1��� ����� � bNh � M � 1�
N neznankb1 � b2 ����� � bN

M enǎcb ª izračunamobl

natoizračunamošeal

3.5 Načrtovanje z uporabo nelineraneoptimizacije

Uporabljajosegradientnemetode;primer: Fletcher-Powell.
x2

x1

Q � x1 � x2 �
20

30
40

50

¸
gradQ 	 \ ∂Q

x1
� ∂Q

x2
]

H � z��	 A
K

∏
k) 1

1 � akz* 1 � bkz* 2

1 � ckz* 1 � dkz* 2
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Q �&¹Θ ��	 M

∑
l ) 1

c ��Hd � ejωl � �� � ��H � ejωl � �� d 2p

p � ∞ : max
l ) 1 � 2 � º º º»�M �� ��Hd � ejωl � �� � ��H � ejωl � �� �� � L∞ norma

Padejevaaproksimacijadazǎcetnotočko.

3.6 Načrtovanje z uporabo lineranegaprogramiranja (simplex al-
goritem)

H � z��	 ∑M
l ) 0al z* l

1 � ∑N
l ) 1bl z* l

	 ∑M
l ) 0al z* l

∑N
l ) 0bl z* l

� b0 	 1

��H � ejω � �� 2 	 H � z� H � z* 1 � ��� z) ejω
	 c0 � 2∑M

l ) 1cl cosωl

d0 � 2∑N
l ) 1dl cosωl

cl 	 M * l

∑
k) 0

akak( l � dl 	 M * l

∑
k) 0

bkbk( l

pogoj:��� ��H � ejω � �� 2 � ��Hd � ejω � �� 2 ��� � δ

problem:minimiziraj δ

"
pogoja:��� ��H � ejω � �� 2 � ��Hd � ejω � �� 2 ��� � δ 6 0� ��� ��H � ejω � �� 2 � ��Hd � ejω � �� 2 ��� � δ 6 0

problem:minimiziraj δ

c0 � 2∑M
l ) 1cl cosωl

d0 � 2∑N
l ) 1dl cosωl

� ��Hd � ejω � �� 2 � δ 6 0 ne gre, ker se pojavijo pro-
dukti δ 3 d

Drugǎce:δ spremenimov konstanto,vpeljemoε in prevedemonalinearniproblem.
problem:minimiziraj ε
pogoj: ���� c0 � 2∑M

l ) 1cl cosωl

d0 � 2∑N
l ) 1dl cosωl

� ��Hd � ejω � �� 2 ���� 6 δ � ε
d0 � 2∑N

l ) 1dl cosωl

Izberemoδ; če je ε ` 0, potemrešitev zadaniδ obstaja.Ponavljamo,doklerni ε ´ 0,
kjer imamooptimalnorešitev.
Minimiziramo ε pri pogojih:

ε � c0 � 2
M

∑
l ) 1

cl cosωl � [ d0 � 2
N

∑
l ) 1

dl cosωl ^ P ��Hd � ejω � �� 2 � δ Q 6 0

ε � c0 � 2
M

∑
l ) 1

cl cosωl � [ d0 � 2
N

∑
l ) 1

dl cosωl ^ P ��Hd � ejω � �� 2 � δ Q 6 0

� c0 � 2
M

∑
l ) 1

cl cosωl 6 0� d0 � 2
N

∑
l ) 1

dl cosωl 6 0

0 UUU1UUU2 izhajaiz ��H � ejω � �� 2 	 c0 � 2∑M
l ) 1cl cosωl

d0 � 2∑N
l ) 1dl cosωl
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4 Decimacija in interpolacija� decimacija(reďcenje)je zmanjševanjevzorčevalnefrekvence� interpolacijaje povečevanjevzorčevalnefrekvence

4.1 Decimacija

x � n� – signal;frekvencovzorčenjaželimozmanjšatizafaktorD, D '!¼ .

v � n��	 x � Dn�
1
��X � ejω � ��

� 2π
T
� π

T
π
T

2π
T

f 	 1
T

T R 	 DT�,�
1

D 	 2

� 2π
T

� π
T

π
T

2π
T

dobimo
aliasing

Izhodiš̌ce:spekterostanenespremenjen.Potrebujemo(antialiasing)decimacijskifilter:

HD � ejω ��	¯® 1 � 4ω 4°6 π
DT

0 � drugod

1

Recept:

x � n�
T

HD

antialiasingfilter

vzamemosamo
vsakD-ti vzorec

v � n� y � n�
T R 	 T 3 D

y � m��	 v � mD��	 ∞

∑
k) 0

hD � k � x � mD � k�
v � n��	 ∞

∑
k ) 0

hD � k� x � n � k�
4.2 Inter polacija

x � n� – signal;frekvencovzorčenjaželimopovečatizafaktorI , I '!¼ .

f 	 1
T
� T R 	 T

I
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1

x � n�
½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½T

T R
v � n��	 ® x c nI d zan 	 0 �.
 I ��
 2I � �����

0 drugod

Izhodiš̌ce: spekterostanenespremenjen,signalmorabiti tak, kot bi bil, čebi prvotni
analognisignalvzorčili sT R .

V � z��	 ( ∞

∑
n),* ∞

v � n� z* n 	 ( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� z* nI 	 X � zI �
T R 	 T

I

V � ejω ��	 X � ejωI ��" V � ejωT � ��	 X � ejωT � · I ��	 X � ejωT �
��X � ejω � ��

0 π
T

2π
T

3π
T

4π
T

��V � ejω � ��I 	 2

0 2π
T 	 π

T � 4π
T 	 2π

T �
odpravimo sfiltrom

interpolacija

Četakoj vzorčimoanalognisignalz novo frekvenco(brezinterpolacije),dobimo:��V � ejω � �� � I 	 2

0 π
T � 2π

T �
Potrebujemointerpolacijskifilter:

HI � ejω ��	 ® I � 4ω 476 π
IT �

0 � drugod

x � n�
T

povečamovzorčevalno
frekvencoI -krat

HI
v � n�

T R 	 T
I

y � n�
T R

y � n��	 ∞

∑
k) 0

hI � k� v � n � k��	E( ∞

∑
k)+* ∞

hI � n � k� v � k��	E( ∞

∑
k)+* ∞

hI � n � kI � x � k�
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Boljšeje vzetiKEO filter, kerzmanjšamoštevilo računskihoperacij.
Skombinacijodecimacijein interpolacijelahko spremenimovzorčevalnofrekvencoza
poljubenracionalnifaktor I

D :

x � n�
T

povečamo
vzorčevalno
frekvenco
I -krat

HI
T R 	 T

I

HD
T R 	 T

I

zmanjšamo
vzorčevalno
frekvenco
D-krat

T R 	 T
I

T R R 		 T R 3 D 	 T D
I

f R R 	 f 3 I
D

HI in HD združimov enfilter:

H 	¯® I � 4ω 4a6 c π
D � πI d

0 � drugod

5 FFT algoritem in njegova uporaba� Leta1965FFTponovnoodkrijetaCooley in Tukey.� FFT(FastFourier Transform) je algoritemzaračunanjeDFT (diskretnaFourier-
jeva transformacija).

xp � k � mN��	 xp � k��� m 	 0 ��
 1 �.
 2 � �����
Xp � k� def	 N * 1

∑
n) 0

xp � n� e* 2π jk n
N � k 	 0 � 1 � ����� � N � 1

xp � n��	 1
N

N * 1

∑
k ) 0

Xp � k� e2π jk n
N � n 	 0 � 1 � ����� � N � 1

primitivni N-ti korenod1: wN 	 e* 2π j
N � wr

N �	 1 za0 � r � N

N * 1

∑
k) 0

wkm
N w* kl

N 	 ® N � n � l 	 0 � modN �
0 � drugod

ZahtevnostDFT: N2 operacij.
ZvezamedDFT in Fourierovim integralom(oz. kdaj smemoDFT uporabitiza raču-
nanjespektra):

1

xA � t �
L

t

1

XA � Ω �

XA � Ω ��	 ( ∞T* ∞

xa � t � e* jΩt dt

Predpostavka: ni aliasinga.
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1

x � n��	 xA � nT �
N 	 L

T vzorcev N

1

X � ejω �
� 2π

T
2π
TX � n�

X � ejω ��	 N * 1

∑
n) 0

x � n� e* jωn

ploš̌cina 	 1

k k ¾ 1

XA � Ω ��	 LT
0

xA � t � e* jΩt dt 	 N * 1

∑
k) 0

J k( 1K TT
kT

xA � t � e* jΩt dt 	 N * 1

∑
k) 0

xA � kT � e* jΩkT

DFT: X � n��	 N * 1

∑
k ) 0

x � k� e* 2π jk n
N � x � k�-	 xA � kT �

X � n��	 XA � Ω � ��� Ω ) 2π
T · nN

FFT algoritmi: N2 � N logN, dobrosedajoparalelizirati� decimacijav času� decimacijav frekvenci� radix2, 4, 8 in praštevilski (N 	 2n � 4n � 8n � p)� Winogradov FFT algoritem– najboljšimožen

5.1 Radix 2 algoritem, decimacijav času

N 	 2n, razdelimonasodeter lihe indekse,upoštevajoč w2
N 	 wN ¿ 2:

X � l ��	 N
2 * 1

∑
r ) 0

x � 2r � w2rl
N � N

2 * 1

∑
r ) 0

x � 2r � 1� w J 2r ( 1K l
N 	

	 N
2 * 1

∑
r ) 0

x � 2r � wrl
N ¿ 2 � wl

N

N
2 * 1

∑
r ) 0

x � 2r � 1� wrl
N ¿ 2

Dobimoparenǎcb, imenovanmetulǰcek:
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X � l ��	 G � l ��� wl
NF � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N

2
� 1

X \ l � N
2
] 	 G � l ��� wl

NF � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N
2
� 1

F � L � , G � l � – DFT dolžine N
2 ; število operacij:2 c N2 d 2 � N

2

G � l ��	 N
2 * 1

∑
r ) 0

x � 2r � wrl
N ¿ 2 	 N

4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � wrl
N ¿ 4N O&L M

A J l K � wl
N ¿ 2 N

4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � 2� wrl
N ¿ 4N O&L M

B J l K 	 A � l ��� wl
N ¿ 2B � l �

G � l ��	 A � l ��� wl
N ¿ 2B � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N

4
� 1

G \ l � N
4
]«	 A � l �;� wl

N ¿ 2B � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N
4
� 1

F � l �-	 N
2 * 1

∑
r ) 0

x � 2r � 1� wrl
N ¿ 2 	 N

4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � 1� wrl
N ¿ 4 � wl

N ¿ 2 N
4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � 3� wrl
N ¿ 4 		 C � l ��� wl

N ¿ 2D � l �
F � l �-	 C � l ��� wl

N ¿ 2D � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N
4
� 1

F \ l � N
4
]«	 C � l �;� wl

N ¿ 2D � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N
4
� 1

Število operacij:2 P 2 3°c N4 d 2 � N
4 Q � N

2 	 4 3°c N4 d 2 � N
2 � N

2 .

Splošnaformulazaštevilo operacij: N
2 log2N.

Odkod imemetulǰcek:
metulǰcekje parenǎcb

c 	 a � wr
Nb

d 	 a � wr
Nb

vhodnipodatki:a, b

a

b

� �ÀÀ c

d

w
r
N

a

b

c

d

w
r
N

¾ �
metulǰcek

vpeljemoposebenoperator

Uporabljasebit-reverznomešanjeindeksov (velja samoza radix-2algoritem): index
x � i � ; i 	 bn * 1bn * 2 ����� b1b0 � i 	 b0b1 ����� bn * 2bn * 1
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PrimerzaN 	 8 	 23:

x � 7�
x � 3�
x � 5�
x � 1�
x � 6�
x � 2�
x � 4�
x � 0�

korak1
D � 1�
D � 0�

w
0
2

¾ �
C � 1�
C � 0�

w
0
2

¾ �
B � 1�
B � 0�

w
0
2

¾ �
A � 1�
A � 0�

w
0
2

¾ �

korak2
F � 3�

F � 1�

w
1

4

¾ � F � 2�

F � 0�
w

0
4

¾ �
G � 3�

G � 1�
w

1
4

¾ � G � 2�

G � 0�
w
0

4

¾ �

korak3

X � 7�

X � 3�
w

3 8

¾ �
X � 6�

X � 2�

w
2 8

¾ �
X � 5�

X � 1�

w
1 8

¾ �
X � 4�

X � 0�

w
0 8

¾ �

n korakov, v vsakemkoraku N
2 metulǰckov.

5.2 Radix 4 algoritem

Približno30%prihranekpri prehoduiz radix2 naradix 4 algoritem.
N 	 4n, razdelimočlenegledenaostanekpri deljenjus4:

X � l ��	 N
4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � wrl
N ¿ 4 � wl

N

N
4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � 1� wrl
N ¿ 4 �� w2l

N

N
4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � 2� wrl
N ¿ 4 � w3l

N

N
4 * 1

∑
r ) 0

x � 4r � 3� wrl
N ¿ 4 		 A � l ��� wl

NB � l ��� w2l
NC � l ��� w3l

ND � l �
Upoštevamozveze:

wN ¿ 4
N 	v� j � wN ¿ 2

N 	v� 1 � w3N ¿ 4
N 	 j
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X � l ��	 A � l ��� wl
NB � l ��� w2l

NC � l ��� w3l
ND � l �

X \ l � N
4
]«	 A � l ��� jwl

NB � l ��� w2l
NC � l ��� jw3l

N D � l �
X \ l � N

2
] 	 A � l ��� wl

NB � l ��� w2l
NC � l ��� w3l

ND � l �
X \ l � 3N

4
]«	 A � l ��� jwl

NB � l ��� w2l
NC � l �;� jw3l

N D � l �
Zahtevnostalgoritma:3 3 N4 log4N 	 3

8N log2N

5.3 Računanje inverzneDFT

x � k��	 1
N

N * 1

∑
l ) 0

X � l � w* lk
N

Nxq � k �-	 N * 1

∑
l ) 0

X q � l � wlk
N

Trik:

x � k�-	 1
N

[
N * 1

∑
l ) 0

X q � l � wN l k̂
q

5.4 RačunanjeDFT za realnazaporedja

x � k� – realnozaporedjedolžine2N; tvorimokompleksnozaporedjedolžineN:

y � k��	 x � 2k ��� jx � 2k � 1�,	 y1 � k�N O�L M
sodi

� j y2 � k�N O�L M
lihi

� k 	 0 � 1 � ����� � N � 1

Y � l �-	 N * 1

∑
k) 0

y � k� wkl
N 	 N * 1

∑
k) 0

� y1 � k��� jy2 � k��� wkl
N 	 Y1 � l ��� jY2 � l �

Y q � N � l ��	 N * 1

∑
k) 0

yq � k� w*,J N * l K k
N 	 N * 1

∑
k ) 0

� y1 � k �;� jy2 � k ��� wkl
N 	 Y1 � l ��� jY2 � l �

Y1 � l ��	 1
2
� Y q � N � l ��� Y � l ���

Y2 � l ��	 j
2
� Y q � N � l ��� Y � l ���

DFT odrealnegazaporedjax � k� dolžine2N:

X � l ��	 2N * 1

∑
k) 0

x � k� wkl
2N 	 N * 1

∑
k) 0

x � 2k� w2lk
2N � N * 1

∑
k) 0

x � 2k � 1� w2k( 1
2N 	

velja: w2
2N 	 wN	 N * 1

∑
k) 0

x � 2k� wkl
N � wl

2N

N * 1

∑
k) 0

x � 2k � 1� wkl
N 	 Y1 � l ��� wl

2NY2 � l �
40



X � l ��	 1
2
P Y q � N � l ��� Y � l ��� jwl

2N � Y q � N � l ��� Y � l ��� Q � l 	 0 � 1 � ����� � N � 1

X � l � N ��	 1
2
P Y q � N � l ��� Y � l ��� jwl

N � Y q � N � L ��� Y � l ��� Q � l 	 0 � 1 � ����� � N � 1

Prihranek:namestoDFT dolžine2N potrebujemoDFT dolžineN ter N množenj.Za
kompleksnozaporedjedolžine2N:

2N
2

log2 � 2N ��	 N � 1 � log2N ���
z upoštevanjemrealnosti:

N
2

log2N � N

5.5 Hitr o računanjekonvolucije

5.5.1 Periodičnazaporedja

Danistazaporedjixp, hp

yp � n� def	 N * 1

∑
l ) 0

xp � l � hp � n � l �+	 N * 1

∑
l ) 0

hp � l � xp � n � l �
Dokazzazadnjoenǎcboizpelji sam.

Yp � l ��	 Hp � l � Xp � l �&� l 	 0 � 1 � ����� � N � 1

Hp � l ��	 N * 1

∑
k) 0

hp � k� wkl
N

Xp � l ��	 N * 1

∑
k) 0

xp � k� wkl
N

DFT konvolucije= produktDFT-jev
Hitro računanjekonvolucije:

1. izračunamoDFT od xp in hp: 2 e N
2 log2N množenj

2. pomnožimotransformaHp 3 Xp: N množenj

3. izračunamoinverznoDFT od HpXp: N
2 log2N množenj

Zahtevnost:

3 3 N
2

log2N � N
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5.5.2 Neperiodičnazaporedja

x � n� je zaporedjedolžineN1: x � n��	 0 zan ® � N1� 0

h � n� je zaporedjedolžineN2: h � n�+	 0 zan ® � N2� 0

y � n��	 ∞

∑
l ) 0

h � l � x � n � l ��	 ∞

∑
l ) 0

h � l � x � n � l �
y � n� je zaporedjedolžineN1 � N2 � 1: y � n��	 0 zan ® n � N1 � N2 � 1� 0
Pri periodǐcni konvoluciji imajo vsatri zaporedja� x � h � y� enako periodo.

xp � n��	¯® x � n� zan 	 0 � 1 � ����� � N1 � 1

0 zan 	 N1 � N1 � 1 � ����� � N1 � N2 � 2
periodǐcno zaporedje
speriodoN1 � N2 � 1

hp � n��	 ® h � n� zan 	 0 � 1 � ����� � N2 � 1

0 zan 	 N2 � N2 � 1 � ����� � N2 � N1 � 2
periodǐcno zaporedje
speriodoN1 � N2 � 1

yp � n��	 N1 ( N2 * 2

∑
l ) 0

hp � l � xp � n � l �+	 n

∑
l ) 0

h � l � x � n � l �+	 y � n��� n 	 0 � 1 � ����� � N1 � N2 � 2

Algoritem:� izberemoštevilo L (L 	 2n) tako, daje L � N1 � N2 � 1� če je x � n� neskončnodolgozaporedje,potemuporabimotrik: hitro konvolucijo
poodsekih

5.5.3 Hitra konvolucija po odsekih

x � n� h � n� y � n��	 ∞

∑
l ) 0

h � l � x � n � l ��	 N2 * 1

∑
l ) 0

h � l � x � n � l �
h � n� – dolžinaN2

x � n� – dolžina∞
1

x � n�Á Á Á Á Á Á Á ����� �����N3 N3

trik: izberemoštevilo N3

x � n��	 ∞

∑
k) 0

xk � n�&� xk � n� def	 ® x � n� kN3 6 n 6 � k � 1� N3 � 1

0 drugod
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y � n��	 ∞

∑
l ) 0

h � l � x � n � l ��	 n

∑
l ) 0

h � l � x � n � l �+	 n

∑
l ) 0

h � l � in f ty

∑
k) 0

xk � n � l �,		 ∞

∑
k) 0

n

∑
l ) 0

h � l � xk � n � l �N O�L M
yk � n� 	 ∞

∑
k) 0

yk � n�
odsekkonvolucije

yk � n��	 n

∑
l ) 0

h � l �NaO&L8M
N2

xk � n � l �N O&L M
N3

� N2 � N3 � 1

� �
y0 � n���	 0zan 	 0 � 1 � ����� � N3 � n2 � 2

y1 � n���	 0zan 	 N3 � N3 � 1 � ����� � 2N3 � N2 � 2

y2 � n���	 0zan 	 2N3 � 2N3 � 1 � ����� � 3N3 � N2 � 2

prekrivanjepri indeksihN3 � N3 � 1 � ����� � N3 � N2 � 2
prekrivanjepri indeksih2N3 � 2N3 � 1 � ����� � 2N3 � N2 � 2

0 y0 � n� N3 N3 � N2 � 2

y1 � n� 2N3 2N3 � N2 � 2

y2 � n�
AlgoritemOVERLAP-ADD:

1. IzberemoN3 (L 	 N3 � N2 � 1 	 2n)

2. Tvorimohp � n� dolžineL (dodamoN3 � 1 ničel)

3. IzračunamoDFT od hp � n��� Hp � l �
4. k 	 0

5. Tvorimoxkp � n� dolžineL (dodamoN2 � 1 ničel k xk � n� )
6. IzračunamoDFT od xkp � n��� Xkp � l �
7. Ykp � l �-	 Hp 3 Xkp � l � , l 	 0 � 1 � ����� � L � 1

8. IzračunamoinverznoDFT – dobimoyk � n� zan 	 kN3 � kN3 � 1 � ����� � kN3 � N2 � 1

9. Tvorimoy � n� :
(a) k 	 0: y � n��	 yk � n� zan 	 0 � 1 � ����� � N3 � N2 � 2

(b)

k � 1 :y � n��	 yk � n��� y � n� zan 	 kN3 � kN3 � 1 � ����� � kN3 � N2 � 2

y � n��	 yk � n� zan 	 kN3 � N2 � 1 � kN3 � N2 � ����� �Â� k � 1� N3 � N2 � 2

10. k 	 k � 1

Večji L � večjahitrost.

43



6 Križna korelacija in avtokorelacija

rxy � n� def	 ( ∞

∑
l )+* ∞

x � l � y � l � n�+	b( ∞

∑
l )+* ∞

x � l � n� y � l ��� n 	 0 �.
 1 �.
 2 � �����
rxy � n��	 ryx �5� n� � ni komutativno!

1

rxy � n�
n

6.1 Avtokorelacija

rxx � n� def	 ( ∞

∑
l )+* ∞

x � l � x � l � n�
rxx � n�-	 rxx ��� n�

rxx � 0�Ã� rxx � n��� zan �	 0

6.2 Hitr o računanjekorelacije

6.2.1 Periodičnazaporedja

xp � n�&� yp � n� :

rpxy � n� def	 N * 1

∑
l ) 0

xp � l � yp � l � n�&� n 	 0 � 1 � ����� � N � 1

Rpxy � k��	 N * 1

∑
n) 0

rpxy � n� wkn
N 	 N * 1

∑
n) 0

N * 1

∑
l ) 0

xp � l � yp � l � n� wkn
N 		 N * 1

∑
l ) 0

xp � l � w* kl
N

N * 1

∑
n) 0

yp � l � n� wk J l ( nK
N

N * 1

∑
n) 0

yp � ) uL M&N O
l � n� wk J l ( nK

N 	 N * 1( l

∑
n) l

yp � n� wkn
N 	 N * 1

∑
u) l

yp � u� wkn
N � N * 1( l

∑
u) N

yp � u� wkn
N 	

uR 	 u � N	 N * 1

∑
u) l

yp � u� wkn
N � l * 1

∑
u� ) 0

yp � uR � wku�
N 	 N * 1

∑
u) 0

yp � u� wku
N

Rpxy 	 N * 1

∑
l ) 0

xp � l � w* kl
N

N * 1

∑
u) 0

yp � u� wku
N 	 Xp ��� k� Yp � k�

Rpxy � k��	 Xp ��� k� Yp � k�-	 Xp � N � k � Yp � k�
Za realnazaporedja:Rpxy � k�$	 X qp � k� Yp � k� , ker: Xp �5� k��	 X qp � k� zarealnazaporedja
x � n� .
Hitro računanje:
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� izračunamoDFT od xp, yp� izračunamoRpxy � k��	 X qp � k � Yp � k �� izračunamoIDFT od Rpxy � k��� rpxy � n�&� n 	 0 � 1 � ����� � N � 1

6.2.2 Končnodolgi neperiodični zaporedji x, y

x � n� dolžinaN1

y � n� dolžinaN2

rxy � n� dolžinaN1 � N2 � 1

rxy � n��	�( ∞

∑
l ),* ∞

x � l � y � l � n�+	 N2 * 1 * n

∑
l ) 0

x � l � y � l � n�
rxy � n�-	 0 za ® l � n � 0 " n �«�Ä� N1 � 1�

l � n ` N2 � 1 " n ` � N2 � 1�
rxy � n�Å�	 0 v N1 � 1 � N2 � 1 � 1 	 N1 � N2 � 1 točkah

6.3 Detekcija signalav šumu

x � n� oddajnik kanal sprejemnik ?
x � n� x � n��� w � n�šum

y � n��	 x � n��� w � n�
rxy � n�;	 1

K

K * 1

∑
l ) 0

x � l � y � l � n�;	 1
K

K * 1

∑
l ) 0

x � l �Æ� x � l � n��� w � l � n���Æ	 rxx � n�a� rxw � n� ´ rxx � n�
Ker: rxw � n� ´ 0; velja, čex � n� in w � n� nistakorelirana(aditivni šum).

K Ç n

1

rxy

prag

ryy � n��	 1
K

K * 1

∑
l ) 0

y � l � y � l � n�+	 1
K

K * 1

∑
l ) 0

� x � l ��� w � n���Æ� x � l � n��� w � l � n����		 rxx � n��� rxw � n��� rwx � n��� rww � n�
vrhovi pri n 	 0 � n 	 N � n 	 2N � �����
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7 Spektralna analiza� Določanjemočnostnegaspektra

Xa � ω ��	 ( ∞T* ∞

xa � t � e* jωt dt

( ∞T* ∞ 4 xa � t � 4 2 dt 	 1
2π
( ∞T* ∞ 4Xa � ω � 4 2 dω – Parsevalov izrek� Spekterje Fourierov (harmonǐcni) spekter,

obstajajotudi drugi spektri� Nedeterministǐcni signali: poznamosamoavtokorelacijorxx, xa pane:

rxx � τ �-	 ( ∞T* ∞

xqa � t � xa � t � τ � dt

( ∞T* ∞

rxx � τ � e* jωt dτ 	 ( ∞T* ∞

z{ ( ∞T* ∞

xqa � t � xa � t � τ � dt }~ ejωτ dτ 	
	 ( ∞T* ∞

xqa � t � z{ ( ∞T* ∞

xa � t � τ � e* jω J t ( τ K dτ }~ ejωt dt 	
	 ( ∞T* ∞

xqa � t � Xa � ω � ejωt dt 	 X qa � ω � Xa � ω ��	 4Xa � ω � 4 2
Izhodiš̌ce:xa � t � ali rxx � τ � .
Zaradienostavnostivzamemoxa � t � .

Xa � ω ��	 ( ∞T* ∞

xa � t � e* jωt dt

Xa � ω � bomodoločali nadigitalni nǎcin.

x � n� def	 Xa � nT �&� n 	 0 �.
 1 �.
 2 � �����
Če ni aliasinga(najmanj 2 e višja frekvencavzorčenjaod največje frekvencesig-
nala)(antialiasingfilter):

X � ωT ��	 ( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� e* jωTn 	 q
T

Xa � ω �&� 4ω 476 π
T

Xa � ω ��	 T 3 X � ωT �&� 4ω 4°6 π
T

Spekterlahko izračunamonadigitalennǎcin, čeni aliasinga.
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X � ω ��	 ( ∞

∑
n),* ∞

x � n� e* jωn

Problem:n od � ∞ do � ∞.
Rešitev: namestoneskončnegasignalauporabimokončendel signala.

xw � n�-	 x � n� w � n��� w � n��	¯® 1 0 6 n 6 N � 1

0 drugod
� pravokotnookno

Xw � ω ��	 1
2π

2πT
0

X � ΘW � ω � Θ � dΘ

W � ω ��	 N * 1

∑
n) 0

w � n� e* jωn

NamestoX � ω � izračunamoXw � ω � .
Vprašanje:Xw � ω � ´ X � ω � ? � Problemokna(windowingproblem).

7.1 Problem okna

X � ω ��	 ( ∞

∑
n),* ∞

x � n� e* jωn

oknodolžineNw

xw � n��	 x � n� w � n�
Xw � ω �-	 1

2π

2πT
0

X � Θ � W � ω � Θ � dΘ

W � ω ��	 Nw * 1

∑
n) 0

w � n� e* jωn

Pravokotnookno: 4W � ω � 4 	 ����� sin ωNw
2

sin ω
2

�����
1. razmazanje(spreading)

2. puš̌canje(leaking)

1
4X � ω � 4

ωc π

1
4Xw � ω � 4

ωc

4π
Nw razmazanje

puš̌canje

pravokotnookno

Drugaokna:Hann,Hamming,...: zmanjšasepuš̌canje,ampaksepovečarazmazanje.
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7.2 Neparametričnemetodezadoločanjespektra

UporabaFourierovetransformacije
računamoz DFT in FFT algoritmom

Xw � ω ��	 ( ∞

∑
n)+* ∞

x � n� w � n� e* jωn 	 Nw * 1

∑
n) 0

x � n� w � n� e* jωn � Xw � k��	 Nw * 1

∑
n) 0

x � n� w � n� e* j 2πnk
Nw

Predpostavka: X � ω � ´ Xw � ω �
Pri analognih(zveznih)signalihje šeenapredpostavka:

Xa � ωk � ´ TX � k��� ωk 	 2π
Nw
3 k
T
� k 	 0 � 1 � ����� � Nw � 1 � velja, čeni aliasinga

NamestoDFT lahko uporabimomnožicofiltrov:

x � n� H0

H1

HL * 1

X � ω0 �
X � ω1 �
X � ωL * 1 �

y0

y1

yL * 1

... ω0 ω1 ω2 ωL * 13�3�33�3�3
L filtrov

Kakšnaje zvezamednatanǎcin izmerjenimspektromin tistim z DFT?
DFT:

Xw � k��	 Nw * 1

∑
l ) 0

x � l � w � l � e* 2π jkl
Nw

Filtri: x � n� Hk yk � n� (KEO filtri dolžineNw)

yk � n��	 Nw * 1

∑
l ) 0

x � l � hk � n � l �
n 	 Nw � 1 : yk � Nw � 1�+	 Nw * 1

∑
l ) 0

x � l � hk � Nw � 1 � l �
primerjava

Da je enako: morabiti hk � Nw � 1 � l �,	 w � l � e* 2π jkl
Nw

Hk � ω ��	 Nw * 1

∑
n) 0

hk � n� e* jωn

hk � n��	 w � Nw � 1 � n� e2π jk X nY 1 Z
Nw

Hk � ω ��	 Nw * 1

∑
n) 0

hk � n� e* jωn 	 Nw * 1

∑
n) 0

w � Nw � 1 � n� e* jn � ω * 2π
Nw · k � e2π j k

Nw 		 e* j J Nw * 1K ω Nw * 1

∑
n) 0

w � n� e* jn � 2πk
Nw
* ω �
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W � ω ��	 Nw * 1

∑
n) 0

w � n� e* jωn

Hk � ω ��	 e* j J Nw * 1K ωW \ 2πk
Nw

� ω ]
Pri realnihoknihw � n� : 4W � ω � 4 	 4W ��� ω � 44Hk � ω � 4 	 ����W \ ω � 2π

Nw
3 k] ����

H0 H1 H2

pravokotnookno

H0 H1 H2

2π
Nw

Hannovo okno

Ugotovitev: DFT je množicaKEO filtrov, katerihfrekveňcniodziv je enakodzivuokna
(W � ω � ).
razmazanje� širinafiltra
puš̌canje � slabfilter, sprisluhom

7.3 Parametri čnemetodezadoločanjespektra

Model procesa,ki generirasignal:

u � n� H � z� x � n�
X � ω ��	 H � ω ��3 U � ω �� čepoznamoparamtreod H � z��" poznamospekter� določevanjeparametrov È določevanjespektra

H � z��	 ∑q
l ) 0alz* l

1 � ∑p
l ) 1bl z* l

x � n��	 q

∑
l ) 0

alu � n � l ��� p

∑
l ) 1

bl x � n � l �
1. pri danemzaporedjux � n��� n 	 0 � 1 � ����� � Nw � 1 izračunamoparametreal � bl

2. iz parametrov al � bl izračunamoH � ω � in naredimopredpostavkoX � ω �;	 H � ω �É�53 c� �
konstanta

Posebenprimermodelaje modelssamimipoli:

H � z��	 a0

1 � ∑p
l ) 1bl z* l

Drugaimenazata model:
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1. linearnapredikcija

2. avtoregresivni model

Ta modelustrezaenǎcbi

x � n��	 p

∑
l ) 1

bl x � n � l �N O&L M
x̃ J nK � a0u � n�

x̃ � n��	 p

∑
l ) 1

bl x � n � l �
linearnapredikcijaali avtoregresijskametoda

x � n��	 x̃ � n��� a0u � n�N O&L M
lahko damo0

e� n��	 x � n�;� x̃ � n� – napaka

E 	 L * 1

∑
n) 0

e2 � n��� min�
b1 � b2 � º º º:� bp � E; optimizacijskipostopek:

E 	 L * 1

∑
n) 0

� x � n�;� x̃ � n��� 2 	 L * 1

∑
n) 0

[
x � n�;� p

∑
l ) 1

bl x � n � l �.^ 2

∂E
∂bl

	 0 � l 	 1 � 2 � ����� � p
p enǎcb:

L * 1

∑
n) 0

x � n� x � n � l �+	 p

∑
i ) 1

bi

L * 1

∑
n) 0

x � n � 1� x � n � l �&� l 	 1 � 2 � ����� � p
Vprašanje:koliko je L?

1. avtokorelacijskametoda(LP(linearno-prediktivni) oz. AR (avtoregresijski)spek-
ter)� postopamopodobno,kot pri neparametrǐcni metodi� x � n��	 ® 0 zan � Nw in n � 0 (oknodolžineNw)�	 0 za0 � n 6 Nw � 1� e� n�Å�	 0 zan 	 0 � 1 � ����� � Nw � 1 � Nw � ����� � Nw � p � 1 " L 	 Nw � p� potrebnoje uporabitiokensko funkcijo (Hann,Hamming,...)

Nw ( p * 1

∑
n) 0

x � n� x � n � l �+	 p

∑
i ) 1

bi

Nw ( p * 1

∑
n) 0

x � n � i � x � n � l ��� l 	 1 � 2 � ����� � p
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rxx � l �$	 ( ∞

∑
n),* ∞

x � n� x � n � l �+	 Nw * 1 * l

∑
n) 0

x � n� x � n � l �+	 Nw * 1

∑
n) 0

x � n� x � n � l ��		 Nw ( p * 1

∑
n) 0

x � n� x � n � l �
rxx � 4 i � l 4 ��	H( ∞

∑
n)+* ∞

x � n � i � x � n � l �,	 Nw ( p * 1

∑
n) 0

x � n � i � x � n � l �
rxx � l ��	 p

∑
i ) 1

birxx � 4 i � l 4 �&� l 	 1 � 2 � ����� � p � Toeplitzmatrika

Obstajazeloenostavenalgoritemzaračunanjeb1 � b2 � ����� � bp

2. kovariaňcnametoda(veljazaLP oz. AR spekter)– bolj zapletenaod prejšnje� nepredpostavljamo,daje x � n��	 0 izvenokna!� množenjez okensko funkcijo ni potrebno

Nw vzorcev od x � n�
L 	 Nw� pri računanjusopotrebnevrednostix � n� zan 	Ê� p ��� p � 1 � ����� � 0 � 1 � ����� � Nw �

1

Φ � i � l �+	 Nw * 1

∑
n) 0

x � n � i � x � n � l �+	 Nw * i * 1

∑
n),* i

x � n� x � n � i � l ��	 Nw * l * 1

∑
n),* l

x � N � x � n � l � i �
Φ � 0 � l ��	 p

∑
i ) 1

biΦ � i � l ��� l 	 1 � 2 � ����� � p simetrǐcnamatrika(ni Toeplitzova)

E 	 L * 1

∑
n) 0

e2 � n��	 a0

L * 1

∑
n) 0

u2 � n�I" a0 	 B E

Vednolahko izberemovzbujanje,davelja:
L * 1

∑
n) 0

u2 � n��	 1

X � ω ��	 H � ω � U � ω �
U � ω ��	 1

X � ω ��	 H � ω �
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7.4 Primerja va LP spektra z neparametričnim spektrom

E 	 L * 1

∑
n) 0

e� n� 2 	 L * 1

∑
n) 0

[
x � n��� p

∑
l ) 1

bl x � n � l � ^ 2

Parsevalov izrek

E 	 1
2π

2πT
0
4Xw � ω � 4 2 ����� 1 � p

∑
l ) 1

bl e
* jωl �����

2

dω

Xw � ω ��	 L * 1

∑
n) 0

x � n� e* jωn

PomenioknodolžineL

4H � ω � 4 2 	 a2
0�� 1 � ∑p

l ) 1bl e* jωl �� 2
E 	 a0

2π

2πT
0

4Xw � ω � 4 24H � ω � 4 2 dω p � ∞ : H � ω ��� Xw � ω �
H � ω � dobimoz minimizacijoE.
Z minimizacijoE povzročimo,dastaXw in H zelopodobnav “vrhovih” spektra,manj
podobnastav “dolinah” spektra.

X � ω �
H � ω �
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