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2. PREKLOPNA ALI BOOLEOVA ALGEBRA

2. 1 Osnove matemati¢ne logike

2. 1. 1 Razred

Osnovna in hkrati neodvisna spremenljivka matematicne logike je razred. Razred zapiSemo
takole:

X eX

Elementi, ki imajo vsaj eno skupno lastnost oziroma znacilnost tvorijo razred.

Posamezen element razreda lahko pripada ve¢ razredom hkrati, ¢e ima lastnosti oziroma
znacilnosti teh posameznih razredov.

Med razredi obstojajo relacije in operacije:

Relacija Y < X ; pomeni, da je Y vsebovan v X
Operacija Z =X (1'Y; pomeni nov razred, ki se imenuje presek
Operacija Z = X |J Y; tudi to je nov razred, ki se imenuje unija

Relacija Z = ~ X; pomeni, da elementi, ki ne spadajo v razred X tvorijo svoj novi
razred, ki mu pravimo dopolnilni razred

Dopolnilni razred:

~X je povsem opredeljen glede na razred X Sele ko poznamo tudi univerzalni razred U
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Elemente dopolnilnega razreda doloCamo na osnovi relacije z univerzalnim razredom U:

XU~X=U in XN~X=0
Posebna razreda sta univerzalni razred 1 in razred O

XU~X=1 in XU1=1
Za razred 0 pa velja :

XN0=0

U = 1 je eksistenCnega pomena za Booleovo algebro in s tem tudi teorijo preklopnih funkcij, ker
omogoca njihovo obravnavo z matematicno logiko.

Univerzalni razred naj ima samo dva elementa: 0,1.

Taksnih univerzalnih razredov U je lahko vec, vsi pa so medsebojno neodvisni.

Z njimi lahko tvorimo zopet nov razred, v katerem so vsebovani posamezni razredi.

Ny U=t U=1

2

E 0 00

(@)

o ! 10 o . .
Na ta naCin zajamemo stanja vecC razredov hkrati.
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Vzemimo n takSnih univerzalnih razredov. Z njimi lahko tvorimo skupni univerzalni razred U = 1.

S po dvema elementoma v vsakem univerzalnem razredu bomo imeli v skupnem univerzalnem
razredu 2" elementov

2. 1. 2 Ponazarjanje Booleovih spremenljivk z Vennovimi diagrami

Koristno graficno ponazoritev Booleovih spremenljivk omogoc€a Vennov diagram, ki je sestavljen
iz pravokotnika, v katerega zacCrtamo prekrivajoCe se kroge. Vsak krog predstavlja eno Booleovo
spremenljivko.

~ X

Vse toCke znotraj kroga X spadajo v razred X, vse toCke izven tega kroga pa spadajo v
dopolnilni razred ~X.

Z oznakami iz teorije mnozic smo prej pisali:
x.e X,

kar simbolicno pomeni, da je x; element ali Clan mnozice X.

Vse toCke , ki so izven kroga X, pripadajo mnozici "ne X" ali ~X

Xi’ e ~X stran: 3
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Ce obstaja skupina tock Y, ki so elementi mnozice Y: Y, € Y.

in imajo tudi lastnosti, ki so zahtevane za pripadnost k X, smo rekli, da je mnoZzica Y vsebovana v
mnozici X, kar smo oznacili takole: y c X.

V takSnem primeru je seveda mozno tudi to, da je le del mnozice Y vsebovan v X. To so torej
toCke, ki imajo lastnosti mnozice X in lastnosti mnozice Y. Taki mnozici pravimo presek in jo
oznacimo z: Z=XNY

Z=XY

Ce imajo vse toCke v X in vse toCke v Y neko skupno lastnost, lahko toCke, ki imajo to lastnost,
zopet povezemo v mnozico Z.
Tej mnozici smo rekli unija in smo jo simboli¢no oznacili kot:

Z = XUY

Z=XUY

stran: 4
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Z upostevanjem gornjih definicij moremo nazorno pokazati tudi meSane operacije.

Tako na primer iz naslednje slike

vidimo, da je: X U(Y N Z) = (X U Y) N (X U Z)

Kot bomo kasneje videli, je to ponazoritev postulata 3 Booleove algebre, ki pravi:
X+yz=(x+y)(x+2)

Podobno je iz Vennovega diagrama razvidno, da zavzameta iste toCke izraza:

XN(YUZ) in (XNY)U(XNZ)

Tako smo dobili graficno ponazoritev za postulat 37, ki pravi: x(y + z) = xy + xz

stran: 5



Zgled: Ponazorite v Vennovem diagramu izraz:

(XN~YN~Z)U(~XNYN~Z)U(XN~YNZ)U(XNYN~2)

~XNYN~Z

X~YN~Z

XN~YNZ XOYN~Z

Poenostaviienoje to: (YN ~Z) U (XN~Y)

Digitalna tehnika Poglavje 02
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2. 1. 3 lzjava
V matematicni logiki je poznana tudi logika izjav. V njej lahko raCunamo in temu racunu pravimo

izjavni racun.

2. 1. 3. 1 Definicija izjave

Namesto razreda, kot mozne logiCne spremenljivke imamo sedaj izjavo.
logiCna spremenljivka = izjava

|zjava je v matematicni logiki lahko samo pravilna ali nepravilna.
pravilna izjava = 1
nepravilna izjava =0

|zjave oznacCujemo s Crkami na primer X, vy, z.

Vsaka izjava ima v matematicni logiki lahko le dve vrednosti:
x € {0,1}

Zato je mozno uvesti zelo preprosto oznacbo, ki prevede originalno spremenljivko v negirano
spremenljivko s tem, da izjavo preprosto zanikamo.

Zanikanje izjave:
x zanikano je x

Dvojno zanikanje izjave:
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Xl

=X
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2. 1. 3. 2 Operacije nad izjavami

V izjavnem racunu imamo lahko mnozico razliCnih operacij; vendar obiCajno zajemamo probleme
in podajamo resitve z elementarnimi grupami operacij.

Najbolj razSirjena grupa operacij je:

- disjunkcija, logi¢no ALI (angl. OR), simbol V,+
- konjunkcija, logi¢no IN (angl. AND), simbol &,e,
- negacija, logi¢no NE (angl. NO), simbol -

Dve izjavi oziroma spremenljivki, x in y, sta torej disjunktivho povezani takole:
xVy oziroma x +vy.

Konjuktivha povezava pa je:

X &y oziroma X -y oziromaXx Ay

Za konjunkcijo bomo pripadajoC simbol v sploSnem izpuscali: - dogovor!
V primerih, kjer bi opustitev znaka povzrocCila dvoumnost, pa bomo uporabili znak ""

Pravilnost oziroma nepravilnost izjav izkazujemo v izjavnostnih tabelah.
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V njih lahko prikazemo tudi operacije nad posameznimi izjavami ali med njimi

Operacija disjunkcije nad dvema izjavama:

X+y=2z
X (fizika) y (matematika) Z (vpis)
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
Konjunkcija nad izjavama:
Xey=2z
X (fizika) y (matematika) Z (vpis)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Skupina operacij +, °, - (V, &, -) ni edina skupina, iz katere moremo izpeljati vsa pravila Booleove
algebre.

Prav gotovo pa je to najenostavnejSa skupina.

Pozneje bomo videli, da obstajajo Se druge operacije, ki so logi€no ekvivalentne operacijam +, -,
-(V, &, -).
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2. 1. 4 Osnovni zakoni matematicne logike

V matematicni logiki veljajo naslednji osnovni zakoni:

1. Zakon komutativnosti: xUy=yUx
xNy=yNx

2. Zakon asociativnosti: xUy)Uz=xU(yU2
xNy)Nz=xN(yNz

3. Zakon distributivnosti xU(ynNz)=xUy)N((xUz)

xN(yUz)=(xNy)U(xNz)
S tem pa so dani pogoji za algebro! Matematicna logika je torej algebra.

Pravimo ji tudi algebra logike, logiCna algebra ali Booleova algebra.

2. 2 Booleova algebra

Booleova algebra temelji na aksiomih (postulatin), ki so med seboj neodvisni in dosledni
(konsistentni).

Pogoj doslednosti zahteva, da en postulat ne izkljuCuje drugega.

Postulate predpostavimo in jih ne dokazujemo.
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Postulate, ki jih najpogosteje sreCujemo v literaturi, je leta 1904 predlagal Huntington.
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Prvi Stirje, ki izrazajo dualnost Booleove algebre glede na opreraciji + ,* in so potrebni za
izpeljavo teoremov, so sledeci:

p,: X+0=x }

nevtralnost
p,: Xe1=x
P, 1 XtYy=y+X
P, - Xey=yeX
P; 1 X+(y e 2)=(x+y) e (x+2)
Py Xe(y+2z)=(xey)t(xez)

p,: X+x=1

} komutativnost

} distributivnost

_ komplementarnost
p,: Xxex=0

Na osnovi teh postulatov je sedaj potrebno dokazati teoreme Boole-ove algebre.
a) Teoremi z eno spremenljivko
Teorem T,: x+1=1
Dokaz: X +1=(x+1)e1<« zaradi postulata p,
= (X +1) e (x + X) <= zaradi postulata p,
= X + (1e X) <= zaradi postulata p;
= X + X <= zaradi postulata p,

=1
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Teorem T,: X+X=X
Dokaz: X+X=(X+X)e1<p,

=(X+X)®o(X+X)<=p,

=X+(XeX)<=p,

=X+0<p,
=X

Teorem T,: XeX=X

Dokaz: Xex=xex+0<p,

=XeX+XeX<=p;
=Xeo(X+X)<=p,

=Xel«<p]

=X
Teorem T,: ):( =X Tega teorema ni potrebno dokazovati
TeoremT,: xe0=0
Dokaz: Xe0=xe0+0«<p,

=Xe0+XxXeX<p,
=Xe(0+X)<=p,
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=XeX <P,
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b) Teoremi z dvema spremenljivkama

Teorem Tg X + Xy = X

Dokaz: X+Xy=Xel+Xey<=p,
=xe(1+y)<=T,
=Xel<p,
= X

Teorem T-: X.(x+y):x

Dokaz: Xe(X+y)=Xex+Xey<=T,
=X+Xxoy<T;
=X

Teorem Ty:  (X+Y)ey=Xey
Dokaz: (X+Y)ey=yeo(x+¥)<=p;

=yeX+yey<&=p,
=yex+0<=p,;
:X.y
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Teorem Tg:

Dokaz:

Teorem T,,:

Dokaz:

Teorem T,,:

Dokaz:

(Xey)+y=x+y

(Xey)+y=Yy+(XxeYy)<p;
=(y+Xx)e(y+Yy)<p,
=(y+x)el<=p,
=y+X

(X+y)+x=1
(X+Yy)+X=X+(X+Y)< zaradi asociativnosti
=(X+Xx)+y <p,
=(X+X)+y<=p,
=1+y<T,
=1

(Xey)ex=0
(Xey)ex =xe(Xey) zaradi asociativnosti
=(XeXx)ey<=p,
=0sy <=p,
=ye0&T,
=0

stran: 14



Teorem T,: X+y=Xey = 1. De Morganov teorem

Dokaz:
Da dokazemo gorniji, t. i. 1. De Morganov teorem, bomo najprej dokazali, da velja:

(X+Yy)+Xoy="1
in da je: (X+y)exey=0
Zaradi 3. postulata moremo prvo enacbo razSiriti takole:

(X+y)+Xey=[(Xx+y)+X]e[(x+y)+Y]="1

1 1

Za desni del enacbe je oCitno, da je enak 1, kar je bilo treba dokazati.
Za drugo enacbo velja razSiritev:

(X+Yy)oeXey= [X0ioy]+[y0ioy]20

—

Tudi tu zlahka spoznamo, da je desni del enak 0. Ce privzamemo:

X+y=A in Xey=DB, smo torej ugotovili, da je:
A+B=1inAB=0

Kadar za dve spremenljivki A in B veljata gornji enacbi, pravimo, da sta si komplementarni. Tedaj
velja:

A =B oziroma A=B
Z upoStevanjem dogovora oznak za A in B sledi 1. De Morganov teorem:

Digitalna tehnika Poglavje 02

X+y=Xeoy ki smo ga s tem dokazali !!!
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Teorem 7,50 Xey=X+Yy

To je 2, t. i. dualni De Morganov teorem

Dokaz:
V T,, smo ugotovili, da velja splosSno:

a+b=aeb
Naj bo:

X=a,y=Db; oziromax=a,y=Db

Tedaj iz prejsSnjega teorema sledi:

X+y=Xey

Ce negiramo obe strani enacébe, dobimo:

X+y=Xeoy

Ker pa je negacija negacije prvotna spremenljivka, dobimo:

X+y=Xey

Kar je bilo potrebno dokazati !!!

De Morganova teorema lahko dokazemo tudi neposredno z izjavnostno tabelo.
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Prav tako lahko oba De Morganova teorema dokazemo tudi v Vennovih diagramih
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2. 3 Funkcija Booleovih spremenljivk ali preklopna funkcija

Definicija preklopne funkcije

Predstavljajmo si mnozico Booleovih spremenljivk, ki jo sestavljajo spremenljivke:

X1y Xyenes X

n

TaksSna neodvisna spremenljivka lahko zavzame v naSem primeru samo dve vrednosti in z “n”
neodvisnimi spremenljivkami lahko naredimo zato 2" razlicninh kombinacij.

Ce vsaki od teh moznih kombinacij pripisemo oziroma dodelimo le eno od obeh vrednosti, smo
ustvarili neko funkcijo teh spremenljivk.

Ali povedano drugace, izraz v Booleovi algebri, ki vsebuje neodvisne spremenljivke in njihove
negacije ali komplementarne spremenljivke ter operaciji konjunkcije in disjunkcije, se imenuje
Booleova ali preklopna funkcija.

Preklopne funkcije bomo pisali v nasledniji obliki:

Preklopne funkcije so funkcije algebre logike, zato jih imenujemo tudi logicne funkcije. Ker je
algebra logike Booleova algebra, jih bomo imenovali tudi Booleove funkcije.

S

_% (X4 X5 eeeenen X))

[l ki zavzamejo le vrednosti ali 0 ali 1. Veljata torej podrod;ji:
o

< O<x, =<1, i=1,2,.... n
=

i in

[

@ 0 <f(x{,X5,. e X)) < 1.

g

[

=
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Ker lahko preklopne funkcije zavzamejo le dve razliéni vrednosti, pravimo, da sodijo v
takoimenovano mnozico dvovrednostnih funkcij, kar zapiSemo z izrazom:

(X4, %50 enee X,) €P, - odvisne spremeljnivke ali funkcije
in X4, Xo,..., X, — Neodvisne spremenljivke
V mnozici P, so torej prav vse dvojiske preklopne funkcije.

f, (Xqs Xgyeees X)), Ty (X5 Xoeeny X0), T3 (Xg, X0y X0 )yenen

V algebri logike pa obstojajo Se druge preklopne funkcije, ki lahko zavzamejo veC razlicnih
vrednosti. Tem funkcijam pravimo vecCvrednostne logiCne funkcije in jih zapisujemo s sploSnim
izrazom:

) € Py pri Cemer je k > 2

L O ST X

Vendar je potrebno ze na tem mestu poudariti, da so zaenkrat raCunalniSke strukture in vsi drugi
digitalni sistemi grajeni na osnovi dvojiskih preklopnih funkcij.

Podobno kot smo Booleove spremenljivke predstavili v Vennovem diagramu, lahko storimo tudi s
funkcijami Booleovih spremenljivk.

~ f

fle~f

stran: 18
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Poljubno preklopno funkcijo:

lahko podamo tudi tabelari¢no; na ta nacCin pridemo do pravilnostne tabele, ki smo jo spoznali pri
izjavanh.

Neodvisna spremenljivka x. naj zavzame samo vrednost 0 ali 1
"n" spremenljivk na vhodu z dvema vrednostima da 2" razli¢nih vhodnih kombinacij.

Vsako teh kombinacij lahko predstavimo kot vektor! Tako imamo na vhodu

lahko 2" razlicnih vektorjev.
W, = W, Wo,..., W, ; Kjer je:

in?

Wi

J i-ta vrednost spremenljivke X;; j=12,.,n

Funkcijo f (x,, X,,..., X,) lahko sedaj zapiSemo kot:

fw) e {01}

stran: 19



Z vektorskim zapisom je pravilnostna tabela taksSna:

S tem je univerzalni razred U = 1 razdeljen na dva dela. Preklopna funkcija je torej "odlocCila" kaj
spada v razred funkcijskih vrednosti 1 in kaj v razred funkcijskih vrednosti O.

X1, X2,..., Xn f(X4, X2,..., Xn)
Wo f(Wo)
W1 f(Wl)
Wo f(Wz)
o wo", f(wz".2)
1
& n n
o W2 f(wo 1)
o \/ sploSnem zavzame funkcija pri k vektorjih vrednost 1 in pri | vektorjih vrednost 0.
©
= f(wk) =1
e
2 f(w) =0
@©
=
=
o
=

stran: 20



U=1

f(w)=1

f(W)=0 5 PREKLOPNO VEZJE |——o0 f(XiXz..X;)

S pomocjo De Morganovih teoremov lahko dokazemo, da iz vsake funkcije f dobimo njej
pripadajoco funkcijo f tako, da namesto originalnih neodvisnih spremenljivk vzamemo

komplementarne, operatorje konjunkcije in disjunkcije pa medsebojno zamenjamo.

K vsaki Booleovi funkciji lahko doloCimo tudi njeno dualno funkcijo, ki je definirana takole:

fd (X1,X2,...,Xn) — ?(Y1,Y2,...,Xn)

To funkcijo dobimo preprosto tako, da v prvotni funkciji f medsebojno zamenjamo operatorja
konjunkcije in disjunkcije.

Pripomnimo Se to, da sta tudi obe mozni vrednosti funkcije druga drugi dualni. Torej: O je dualna
vrednost k vrednosti 1 in 1 je dualna vrednost k vrednosti 0.
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2. 4 Kanonicne ali popolne normalne oblike Booleovih funkcij, mintermi in makstermi
2.4.1 Definicija minterma in maksterma
Definicija
o :{x, Cejew =1
X, Cejew=0
Definicija:
Minterm “n” spremenljivk je Booleov produkt ali konjunkcija maksimalne dolzine teh n

spremenljivk, ki zavzame vrednost 1 samo pri “i — ti” kombinaciji vhodnih spremenljivk oziroma “i
— tem” vhodnem vektorju.

Pri tem se vsaka spremenljivka lahko pojavi v resniCni ali negirani obliki.

m =X," eX)? eeex" i=0,1,..2" -1
Definicija:
Maksterm “n” spremenljivk je Booleova vsota ali disjunkcija maksimalne dolzine teh “n”

spremenljivk, ki zavzame vrednost 0 samo pri “i — ti” kombinaciji vhodnih spremenljlvk oziroma ‘i
— tem” vhodnem vektorju.

Pri tem se vsaka spremenljivka lahko pojavi v svoji resnicni ali negirani obliki.

Minterme oznacCujemo z "m.", maksterme pa z "M.". Vrednost indeksa piSemo kot dekadno
Stevilo, ki izraza dvojiSko vrednost vektorja, kateremu pripada m; ali M.

x X, %, [1,1,1] i=1x2° +1x2" +1x2° = 7 = m,; oziroma M,

%%,%,; [000] i=0x2Y+0x2"+0x2% =0=M,; oziromam,
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Z “n” spremenljivkami dobimo “2" mintermov in “2"”" makstermov !!!
Vendar njihovi indeksi teCejo od “0” do “2" — 1" Il

Za tri spremenljivke X4,X,,X3 imamo naslednje mi, Mi:

spremenljivke mintermi makstermi

000 X1 Xp X3 X1+ Xp+ X3
001 X1 Xy Xg X1+ Xo+ Xz
111 X1 Xo Xz X1+ X+ X3

Za Booleove funkcije, ki so izrazene z vsoto mintermov ali produktom makstermov, pravimo, da

so v popolni normalni ali kanoniCni obliki.

Minterme lahko nazorno pokazemo v Vennovih diagramih :
X1)(2
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2. 4. 2 Kanonicna ali popolna disjunktivha normalna oblika

Ta oblika Booleove funkcije je vsota mintermov v konjunkciji s funkcijsko vrednostjo:

2"_4

f(XXg..Xn) = D fm,
i=0
Simbol predstavlja disjunkcije (oziroma logi€no vsoto), f; pa je lahko O ali 1.

2. 4. 3 Kanoni€na ali popolna konjuktivha normalna oblika

Analogno definiramo kanoni¢no ali popolno konjuktivnho normalno obliko Booleove funkcije. To je
produkt makstermov v disjunkciji s funkcijsko vrednostjo:

2N 4

f(xXg.. ) =] | (f+M).
i=0
Simbol predstavlja konjunkcije (logicni produkt), f, pa funkcijsko vrednost, ki je lahko O ali 1. Ce je
funkcija v disjunktivni obliki, se v vsoti pojavljajo le Cleni, ki imajo:

f. =1, Ce pa je v konjunktivni obliki, pa le Cleni z f. = 0.

Zgled

Kaksni so f; pri gornji disjunktivni kanonicni obliki?

Prvi Clen vsebuje m,, drugi m,, tretji pa m,, torej so f, =f, =f;, =1, ostali f, pa so 0.
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Funkcijo moremo torej izpisati:
f (X4,X5,X3) = 1My + Om, + Om, + Om3 + 1m, + Omgz + Omg +1m, =my + m, + m,

Zadniji zapis je dogovor, ki se ga moramo zavedati, kadar funkcijo piSemo v tej obliki.

2.5 Veitchev diagram

Posebna vrsta Vennovega diagrama je Veitchev diagram. Iz Vennovega diagrama nastane
Veitchev diagram, Ce kroge spremenimo v pravokotnike, Ki jih sistemati¢no razporedimo.

XX, | XX,
—
XXy | XiX
X4
Y N ™ N
. Xy XoXa| Xy XoXs| X XX [ X XX
2 Xl mg [ m | mg | m,
\ A — -+ 72
ST m,| mg| m | m,
A/

Na robove diagrama napiSemo spremenljivke, ki se v ustreznem stolpcu ali vrstici pojavijo v svoji
originalni vrednosti.

Zlahka opazimo, da predstavlja vsak kvadrat en minterm.
Minterm moremo torej tolmaciti kot najmanjSo povrsino Veitchevega diagrama.
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Maksterm pa je (razen celotne povrsine) najvecja povrsina, ki jo lo€imo v Veitchevem diagramu.

X, X, X, X
Xz Xz Xz Xz
My m, m, ms
X, X, X, X,
X; Xy X, X,
(9N
& My M, M, M,
= M, =X, +X, M, =X, +X, M, =X, +X, M, =X, + X,
[=
M 1z gornjih prikazov mintermov zlahka ugotovimo, da veljajo naslednje enakosti:
(U —
X M, =m
<
S M, =m,
@© -
= M, =m
< 2 1
B M,=m
3 3 0

stran: 26



Pri treh spremenljivkah je na primer:
X, + X, + X3 = Mg; kar ostane je minterm:
Xy Xy Xy=m,
X1

X,

Xs

XXoX3 + X XoX3 + XyXoX3 + XX5X5 + X X5X5 + X XoX5 + X XoX5 = XX + XqX3 + X4X5 + XX, X5 =

Zadnji dve poenostavitvi smo izvrSili zaradi 9. teorema Booleove algebre.

|z tega sledi, da je komplementarni (to je negirani) del vsakega minterma en maksterm in
obratno.

Enakosti med negacijami makstermov in mintermi lahko dokazemo med drugim tudi s pomocjo
De Morganovih teoremov.
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Veitchev diagram za vecC spremenljivk dobimo tako, da za vsako novo spremenljivko podvojimo
povrsino diagrama.

X, X,
X Me | Mz | My | My My | My | Mg | My
X,
m, [ Ms | My | Mg Mz | M5 | Mz | Mg
Xy
X3 my | My | My m,
Mg | My | My m,
X3
X4 X,
X, Xz
N
o
3
= My [ Mgy | My [ My My, | My | Mg m,
3
o
o
o My [ Mgy | My [ My My | My | My ms
© X5
4
% Mys | My, | Myg | My Mgy | My, ms m;
©
[
c_j My, My Mg Mg Mg My, m, m
=)
a X4 X4
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Veitchevem diagramu podoben je Karnaughjev diagram, ki uporablja drugo razporeditev
neodvisnih spremenljivk, kar je prikazano na spodniji sliki.

X, XoX3
X, 0 1 s\ 00 01 11 10
0 0
1 1
XX,
X3
XX\ 00 01 11 10
y oo
Q
>
= 01
g X
M 11
[
© X4
g 10
!
Fe)
S

X4 stran: 29



2. 6 Povezave med mintermi in makstermi

Kar smo videli Ze na konkretnih zgledih iz Veitchevega diagrama, velja tudi sploSno: negacija
minterma m; je enaka :

m =M
! 2N 1
ali mi = Mj
Podobno je negacija makstermov enaka:

M. =m
! 2N _1j

Ob negaciji mintermov se osnovne vrednosti spremenljivke pretvorijo v svoje negacije.
Vsota indeksov je splosno 2" —1, zato velja:
i+j=2"-1 in iz tega je:
j=2"-1-i.
Prav tako lahko pokazemo, da je vsota vseh mintermov enaka 1.

2N _1
Z mi :1
i=0

Dokazemo ga s posploSevanjem:
X+ X =1

X1+ Xq) (Xo +X5)=X4Xo +X1Xo +X4Xo + X4X, =1
17X 2 T2 182 T AqA2 T X X2 2

(X1+i1) (X2 +i2) (X3+i3)=X1X2X3+X1X2i3 + ... =1
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|zraz:
2N _1
z mi :1
i=0
Imenujemo tudi preklopna konstanta 1
Ce poid&emo komplementarno vrednost gornje enaébe, dobimo:
2N 1
H Mi = O
i=0
Ta izraz pravi, da je produkt vseh makstermov enak nic.

Dokaz: Mg +Mq+Mp...+M, = 1

Negirajmo obe strani enacbe :

m0+m1+m2...+m2n1=7
ﬁ]o'ﬁ]»]'mz'... °m 120

2n
Mzm_1 -Mzn_z °M2”-3 *...*My =0, torej:

2" 1
[T M; =0,
i=0
Podobno imenujemo izraz:
21
H Mi =0
i=0
Preklopna konstanta 0

stran: 31
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|z Veitchevega diagrama pa lahko razberemo Se naslednje zveze:

mimj=0 zai#j; Mi+Mj=1 zai#]j

Ekvivalentna tema dvema sta izraza:

M. =1 M. =0
M Mon 1

2.7. Dodatni naCini predstavitve Booleove funkcije

Ze doslej smo spoznali, da preklopno funkcijo lahko podamo na razliéne nadine:

- analitiéni zapis,

- izjavnostna tabela,

- grafiéni prikaz v Vennovem oziroma Veitchevem diagramu,

Poleg teh poznamo Se nekatere druge nacine, ki prispevajo k nazornosti ali

prakticnosti pri fizikalni realizaciji preklopne funkcije.
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2. 7. 1 Ponazarjanje Booleovih funkcij s kontakti

I
o—» l
U ‘ 5 \ X X Naj ponazarja sklenjen kontakt 1,
odprt pa 0.

o

Ce oznagimo z X = 1 dejstvo, da tede skozi navitje releja tok, pri X = 0 pa toka ni, moremo
delovne kontakte oznaciti z X, mirovne paz X.

Pri vseh kontaktnih shemah velja, da so vsi kontakti risani v polozaju, ko je spremenljivka X
enaka niC in negirana spremenljivka enaka 1.

-  0— 00— - o5
delovni kontakt mirovni kontakt
(VN
(@]
ED X1 X2 X1
o
— Oo— o0— o
®
£ X,
2
S
T
::D:m o f(X1%2) = XX, o O fXeX) =xi+%, 4

stran: 33



Xy
X, f(X,, X,) = X, + XX, = X, + X, X, X,
o)
X
o
o
Gornja poenostavitev sledi iz 9. teorema Boolove algebre.
Naslednja poenostavitev pa sledi iz 8. teorema Boolove algebre.
o0——o0 ©
(9N
o X4
2
8
D — N7 —
2 f(x1, %) = X1(Xq + X5) = X%,
g
= X5
=
0
g T
5 o o)
.‘DP V logi¢énem smislu x, torej niesar ne prispeva h kontaktni kombinaciji.
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Zgled:
Realizirati je treba vezje, ki naj zakljuCi tokokrog za X, Ce pritegneta dva ali pa eden izmed
relejev X, X, X, nasprotno pa naj ostane tokokrog odprt, Ce ne pritegne nobeden ali pa vsi trije
releji.
Kontakti so x,, X,, X5. Pogoji za sklenjen tokokrog pa so:
X1X2X3,  XqXpX3,  X{XpX3,  XqXpX3, = X4XpX3,  X{XpX3
Rele bo pritegnil, Ce bo izpolnjen katerikoli zgornji pogoj, kar moremo izraziti z disjunkcijo:
F(X1,X0X5 ) = Xg = XX, X5 + X XpX5 + XXX, + XXXy + XX, X5 + XXX,
Z uporabo teoremov in postulatov Booleove algebre lahko gorniji izraz znatno poenostavimo.

Tako lahko vezje:

- U
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1
UL LEL
X ix?,
o
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z izpostavitvijo spremenljivke x, in uporabo teorema T, poenostavimo v:

S =U

Mg ms;
o}
(9N
o
‘;i 2. 7. 2 Predstavitev preklopne funkcije s prostorsko krivuljo
S m, m;
[@)) X1 ’ {
O
o
©
~ Y m m m m
= 2 6 7 3 2 my m;
e
=
e m, | Mz [ My [ Mg
g )
=2
&) X5 My my

stran: 36



X, 110 111

010

000 001

2. 7. 3 Numericne sheme preklopnih funkcij

Preklopno funkcijo lahko predstavimo z numeriéno shemo. Ceprav v principu lahko za to

Vzemimo preklopno funkcijo, ki ima naslednjo PDNO:
F(Xqs X5 X3, X)) =My + Mg+ Mg+ myp+my, +my, +my

To funkcijo lahko zapiSemo zgolj z indeksi, ki pomenijo indekse mintermov pri katerih ima
funkcija vernost 1 ali makstermov pri katerih ima funkcija vrednost 0, kadar gre za PKNO.
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f(X,, X0 X3, X,) = 4V (2, 3, 6, 10, 11, 14, 15)

uporabimo katerokoli Stevilsko osnovo, uporabljamo v praksi v ta namen le osnovi 2 in 10.
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To isto funkcijo pa lahko zapiSemo tudi takole:

0010
0011
0110
f(X;,X5,X3,%X,)= 1 1010
1011
1110
11111

V vrstici nastopajo vhodni vektorji pri katerih zavzame funkcija vrednost
"1", zapis pa je dvojiski.
TakSnemu zapisu pravimo tudi pokritje (cover) preklopne funkcije.

Vsaka vrstica predstavlja eno ogljisCe (cub) preklopne funkcije.

2. 7. 4 Simbolne sheme preklopnih funkcij
2. 7. 4.1 Standardi na podrocju preklopnih vezij

Za graficno podajanje strukture preklopnih vezij se uporabljajo posebni simboli.

V literaturi lahko najdemo zelo razli¢ne vrste teh simbolov, kar pogosto povzrocCa tezave pri
analizi in sintezi vezij.
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Uporabljeni standardni simboli so:
|EEE — standard,
MIL — standard,
DIN — standard,
IEC — mednarodni standard, ki ga izdaja mednarodni komite za elektrotehniko

IEEE standard je standard ameriSkega elektrotehniSkega druStva. Ta standard ima za podrocje
preklopnih vezij oznako: ANSI Y32, Vol. 14 iz leta 1973.

MIL standard je amerisSki vojaski standard, ki ima za to podroc¢je oznako 806B.
Pri nas se je v preteklosti uporabljalo tudi nemske standarde DIN.

Poenotenje, ki je na tem podrocju nujno, sicer poteka, vendar zelo poc€asi. To poenotenje je
omogoceno s sprejetjiem IEC standardov za podrodje digitalne tehnike.

Obstojata dva loCena standarda za to podrocje:

IEC -Publication 617-12, ki dolo€a simbole in
IEC -Publication 113-7, ki doloCa sheme, diagrame in tabele.

Standard IEC —Publication 617-12 je nastal na osnovi osnutka IEC —Publication 117-15, izdan je
bil leta 1983

standard IEC —Publication 113-7 pa na osnovi osnutkov IEC —Publication 113-3 in IEC —
Publication 113-4, izdan pa je bil leta 1981.

Glede na to, da je k tem standardom pristopila Ze bivSa drzava, Republika Slovenija pa to
prevzela kot nasledstvo, sta ta dva standarda pri nas obvezna !!!
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2.7.4. 2 Standardni simboli

Na spodniji sliki so podani ti simboli za nekaj vezij, ki opravljajo elementarne operacije.

&
X; —
Xy —
X3 __|

— T = X, XX,

Xy —
Xy, —
Xy —

— f= X, + X, + X5

b— x

O-f = XXX,

— T = X,®X,®X;,

Xy, —

Xy —

O- =X, ¥ X, T X5

Xy —
Xy, —

Xy —

— f = X, ®X,@X,
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2. 8 Pretvarjanje Booleovih funkcij iz disjunktivnhe v konjuktivno obliko
Denimo, da imamo Booleovo funkcijo podano v obliki:

Zanima nas, kako lahko tako funkcijo izrazimo z ustreznimi makstermi. Negacijo gornje enacbe
lahko plsemo takole:

kaijti mintermi, ki se pojavijo v f, se ne morejo pojaviti v f. Ce namre& neki minterm povzrodi f, = 1,
ne more povzrociti f,= 0.
Ce negirano funkcijo izpiSemo, dobimo:
f=fomg+fim;+fam,+famg+
Negacija te enacbe nam da prvotno funkcuo.

?=f=f0m0 +fim, +fam, +fam, +

S

-% f=|fo moj (ﬂ m1j (fz mzj (f3 msj ( j

(@)

= (f,+m,) (f+m,) (R, +m,) (f;+m3)(...)

.—g Ze prej pa smo ugotovili, da je:

g M =M

c_g zato lahko izrazimo naSo funkcijo v konjunktivni obliki takole:
g on-1

a

f=TI (f ¥ Mzn_1_i)
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Zgled:
Za podano Booleovo funkcija treh spremenljivk x,, X,, X5 poisc¢i fin f!

X1 X2 X3 f f
0 0 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 1 1 0

f =X X5X5 + X XoXg + X4X5X5

f =X4XoX3 + X4XoX3 + X XoX3 + X1XoX3 + X4X5X3

Ce pidemo splo3no , je ta za na$ zgled:

(9N

o

L f=0mgy +1my+0m, + Om3 + Om, + 1mg + Omg + 1m-,
% Analogno sledi iz izjavnostne tabele:

O

o £ -

3} f =1mg+0m;+1m, +1m3 +1my + Omg + 1mg + Omy,
= Ta izraz bi dobili tudi iz obrazca:

S _

[ i=0

=2

o

Negacija funkcije, izrazena z vsoto mintermov, je enaka vsoti mintermov, ki so manjkali v prvotni
funkciji. stran: 42




Zgled:

Za spodnjo izjavnostno tabelo poiscite (x4, X5, X5 ) v disjunktivni in konjunktivni obliki!

X1 X2 f f_ fi I
mg |O 0 1 0 fo =1 0
mj 0 1 0 1 f1 =0 1
mo 1 0 1 0 fo =1 2
ms 1 1 0 1 f3 =0 3
21
f= 2> fm =1XXy +0XX5 +1XX5 + 0X4Xs
i=0
= XiXp XXy =X,
Mgy + M,
2N-1
= _1:([) (f| + Mzn_1_i) = (fo +My) (i + M) (f, +My) (5 + M)

f=(1+My) (0+M,) (1+M,) (0 +M,) = MM,

f= (x1+i2) (Y1 X, ) = X4 XX X5 +X X, +X, X,

f=XX, + XX, +X, = X, (XX, )X, = X, + X, =X,
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2. 9 Pretvarjanje Booleovih funkcij iz konjunktivne v disjunktivno obliko
Denimo, da je Booleova funkcija izrazena z makstermi, pa bi jo Zeleli dobiti v disjunktivni obliki,
izrazeno z mintermi.

N4

f=T1(f+M)

i=0
Po negaciji konjunktivne oblike dobimo:

_ 24 A
f=T1I (fi"‘ M.
i=0 )

(fo+ Moj (f1+ MJ (f2+ MZJ (..

Ponovna negacija prinese:

?=f=(fo+Moj(f1+M1j(fz+M2j( j

f

o

2

g f=(f0+|\/|oj+[f1+ |\/|1j+(f2+ M2J+___

g B _ _

: =5 'tW

£ =l N _1

S Zaradi I\_/Ii =m_, . dobimokonéno: f= 3 fm_
_CD_D 2 -1-i i=0 2" -1-i
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Zgled:
f=(A+B+C) (A+§+(_3)

Poiscite f v popolni disjunktivni normalni obliki!
V gornji enacbije f,=0inf, =0 Zato bo:

f=0em, +1em;+1em; +1em, +1em; +1em, +1em, +0em,
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2. 10 Pregled binarnih operatorjev

2. 10.1 Elementarni in psevdo-elementarni operator;i

Doslej smo postulate Booleove algebre definirali z operatorji disjunkcije, konjunkcije in negacije,
ker so to tudi v vsakdanjem Zzivljenju najbolj obiCajne logiCne izjave.

Mimo tega je bilo s Huntingtonovimi postulati mozno razmeroma nazorno prikazati dualno
naravo operatorjev OR in AND.

Ze v za&etku poglavja pa smo omenili, da postulati in operatorji V, & in - niso edini, s katerimi je
mogoce definirati Booleovo algebro.

Ti operatorji predstavljajo resda naraven in logiCen - vendarle samo posebni primer iz vecje
skupine operatorjev, ki lahko povezujejo dve spremenljivki
2 spremenljivki = 4kombinacije = za vsako kombinacijo 2 vrednosti

Tako dobimo 24 razli¢nih moznosti, ki jim pravimo elementarni oziroma psevdo-elementarni
operator;ji.
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X, 1100

SIMBOL OPIS OPERATORJA
X, 1010
fo 0000 0 konstanta 0
f, 0001 X, ¥ X, Pierceova funkcija - NOR
f, 0010 Xy = X, negacija implikacije x, v X,
f, 0011 Xi negacija x,
f, 0100 X; = X, negacija implikacije x, v X,
fs 0101 X2 negacija x,
A 0110 X; @ X, vsota po modulu 2 - EXOR
f, 0111 X X, Schefferjeva funkcija -NAND
fg 1000 XX, konjunkcija - AND
fq 1001 X, = X, ekvivalenca - EQU
fio 1010 X, spremenljivka x,
fiq 1011 X, = X, implikacija x, v X,
f,, 1100 X, spremenljivka x,
fia 1101 X, = X, implikacija x, v X,
fi4 17110 X, + X, disjunkcija - OR
f 1111 1 konstanta 1

N
()]
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Definicije za te tri funkcije izhajajo iz prejSnje tabele:
f, =X X,.

Ta funkcija je po De Morganovem teoremu tudi

fi =X, +X,,
in od tod tudi kratica: NO - OR = NOR, oziroma negirana ALI funkcija.

fs = XX, +X,X, =X, ® X,

Zaradi te lastnosti jo imenujemo izkljuéna ALI funkcija — EX — OR, EXOR

f, =X X, + XX, + X, X, = X, + X, X, =X, +X,

1
Z upostevanjem De Morganovega teorema je:

f7 = i1 +i2 = X1X2’
in zato tudi kratica NO - AND = NAND.
Zgled:

Dolocite Booleovo funkcijo za priziganje Zarnice z dvema stikaloma A in B!

L =1 Zarnica sveti

Najprej po logi€nem premisleku napiSemo izjavnostno tabelo:
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stikalo stikalo zarnica
A B L
0 0 0
0 1 1
1 1 0
1 0 1

L=AB+AB=A®B

0O ™~ O0———

pd
>

ol

B%T

Vidimo torej, da je reSitev zastavljene naloge funkcija izklju€na ALI funkcija oziroma EX-OR.
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2. 10. 2 Povezava med Pierceovim in Schefferjevim operatorjem

Pogosto se sreCujemo s problemom, da je treba neko Booleovo funkcijo, ki je definirana s
povezavami +, & in -, pretvoriti v funkcijo, ki je logi¢no sicer ekvivalentna, izrazena pa je z
drugacnimi funkcijami —oziroma operatorji.

Vsaki mnozici funkcij, ki zmore opisati poljubno Booleovo funkcijo, pravimo, da je funkcijsko
polna.

Tako moremo ugotoviti, da sta za opis poljubne Booleove funkcije zadostna Ze samo operatoja
X1X, in negacija. ManjkajocCo disjunkcijo dobimo lahko z negacijo in konjunkcijo:

Prav tako predstavljata poln sistem disjunkcija in negacija, saj dobimo "manjkajoCo" konjunkcijo
ponovno z negacijo in tokrat disjunkcijo.

Se veckrat pa potrebujemo povezave med +, & in - operatorji in Schefferjevo oziroma Pierceovo
funkcijo.

Po definiciji je Schefferjeva funkcija oziroma Schefferjev operator:

XX = X4X, = Xq + X,
Ce sta: x, = X, = X, dobimo s to operacijo negacijo xIx= x + X = X

Disjunkcijo dobimo z naslednjo Scheffer operacijo:

| (X dx ) 1(X,IX,) =X, 1X, =X, +X, = X, +X, stran: 50



Po podobni poti dobimo konjunkcijo:
(X X)) (X IX5) = XX, I XX, = XX, =X, X,

Povezave Pierceove funkcije z operatorji +, & in - pa so take:

X4 X=X+X=XX=X

(%0 4% ) 4 (X4 4 %, ) = (%4 +%,) 4 (X%, ) = (X, +X,) =X, + X,

(x1 \! x1) \J (x2 \! x2) =X, ¥ X, =X, + X, = XX,

VCasih potrebujemo tudi povezave med Pierceovo in Schefferjevo funkcijo.
(X1 ¢X2)=ﬁ=x1 +X2

Prav tako pa velja:

X11X2 = XX, =X, +X,

N Torej mora veljati tudi:

) -1 _ y—

B X4 X, = XX,

é” Podobno dobimo za dualno povezavo:

o XX, =X, Xy =X, X,

H X, L X, =X+ Xy = XXy = XX . ) L )

[ 1Y 722 AR T AR Poznavanje funkcijsko polnih sistemov ter gornjih

e |z Cesar sledi: povezav je pri prakticnem delu izredno koristno, saj

g omogoca konstrukcijo doloCenega sistema z razlicnimi
= X4X, =X, \! X5 vezji oziroma komponentami.
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2. 11 Funkcijsko polni sistemi preklopnih funkcij

2. 11. 1 Zaprti razredi in polni sistemi
M - mnozica preklopnih funkcij
element te mnozice:

f(x4, X5, oooy X)) € M

f(X4, X5, ..., X)) vstavimo namesto x

Ce pade rezultat vedno v mnozico M je ta mnozica »zaprt razred« — ne moremo priti iz razreda z
nobeno funkcijo.

Matematiki so dokazali, da obstaja v matematicni logiki le 5 zaprtih razredowv.
Tirazredi so oznaceni z: R, R, R, R, Ry,
2.11.2  Razred ohranjanja konstante "0" — R,

feR, f(0,0,0,..0)=0.

m, ¢ f, M, ef.

2.11.3 Razred ohranjanja konstante "1" - R,.

feR: f(1,1,1,...1)=1.
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mzn_1 € f, Mzn_1 ¢ f
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2. 11.4 Razred sebi-dualnih preklopnih funkcij:

feR:  T( X Xppeory X) =T (Xy, Xgpern X))
2.11.5 Razred linearnih preklopnih funkcij:

feR: f(X,Xy..., X)) =a,® a,x,@a,x,®....0a X
2.11.6 Razred popolnoma monotonih preklopnih funkcij:

fe Ryt Xip Xigs-os Xin < Xjq5 Xis--5 X, POtem tudi:

F (Xigs Xigo-os Xin) <F (Xig5 Xigs-oes Xip)
Sistem preklopnih funkcij je funkcijsko poln, ¢e velja naslednje:
F={f,f,..,f}

2 je funkcijsko poln sistem preklopnih funkcij, e ne pripada nobenemu zaprtemu razredu:
1

8 feF

(@)

O

5 1.f¢ R,
g

= 2.f¢ R,
5 3.f¢ Ry
g 4.f¢ R
©

5 S5.feg Ry
g
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S funkcijsko polnim sistemom "odpremo" vse funkcijske zaprtosti, kar pomeni da z:
feF

lahko realiziramo katerokoli preklopno strukturo v okviru“Cloveske logike” oziroma matematiCne
logike. V njej torej ni mogocCe naijti postopka, ki ga ne bi mogli realizirati z f € F.

To je izredno pomembna ugotovitev.

{+’ & ) '} =F
2. 11. 7 Pregled tipi¢nih funkcijsko polnih sistemov preklopnih funkcij

F X, + X, X, ®X, X

v, X, + X, X; + X, X
%_ ., X, ®X, X, ®X, X
:?L:S Vol xop) b (g vx,) | dx) 4 dx,) | xdox
IS I (XX I(X,1X) (XX, )I(X41X) XIx
H [©01]| x, 00,0001 X, o, XD 1
o |=+0 X, +X, (X, =0)+(x,=0)=0 |x=0
5
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2. 12 Nenormalne oblike preklopnih funkcij
Splosna preklopna funkcija v PDNO je:

+ f, X, Xoo. X4 X, oLt

f(Xq5 Xo0eee Xqy X)) = o X Xooo X X+ f X X5 XX 0

X Xy oo X 4 X+ pr1 Xy oo Xoq X+ + fzp_1x1x2...xn_1x

+ f n-1"n n-1 n

p-1 n

p=2"/2
Pri prvi polovici mintermov lahko izpostavimo §1, pri drugi polovici pa x,, kar da:
f(Xy, X oo X ) = Xy(F) Xy Xg oo X+ i Xy Xg oo X+ o+

FE o XXg o Xy XXy X)) +

+ %, Xy Xg o X

n T Xo Xgx o

t fp o XoXg o Xyt fop 1 XoXg X))

Funkcija f (x4, X,,... X,,) tako razpade v dva dela:

f (0, X,, X3,... X)) = 9y (X5, X5,... X))

f(1, Xy, Xg5... X)) = 9y (X5, Xg,... X))

Obe zgorniji funkciji sta v PDNO z n-1 spremenljivk.

Prvotno funkcijo lahko sedaj zapiSemo takole:

(X Xp0 X)) = X490 (Xo, X3,-0.X) + X494 (Xg Xs,000 X))
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Funkciji g, in g, dobimo torej tako, da vstavimo za x, vrednosti 0 oziroma 1.
g, > %x,=0
g, > %, =1

Prikazano delitev funkcije v dva dela imenujemo Shannonov teorem o preklopni funkciji.

Postopek lahko po tem vzorcu nadaljujemo s spremenljivko x, itd. Kot osnovo vzamemo sedaj
funkcijo g, 0z. g;.

9o (Xo) Xgpeeey X)) = X5Ggg (X35 Xgs-ees X))+ X5001 (X35 Xy,--.X)

Oy (Xp Xgoeeey Xp) = XoG4g (X, Xgoewey Xp) + XoGpq (Xg Xgreons X)
Prvotna funkcija se sedaj izraza takole:

f(Xq, Xo,eee X)) = X4 X5 Gpp (X3, Xgpeee X))+ XX, Ggq (X35 Xy, X))+

+ Xy Xy G40 (X35 Xgseee X)) + X XoQ4q (X3, Xgeen X))

Postopek lahko nadaljujemo na primer do k-te spremenljivke.

V ta namen vpeljimo naslednjo oznacbo:
f(wy, X5, X3,... X)) = g, (Xg, Xg..n X))

w, € {0,1}; j=0,1

oziroma za vec izloCenih spremenljivk:
Wy, Wo,..., W; € {0,1} j=0,1,2,... - dvojisko
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k
-1

Wjly wj2 wijk
X MIx e Lox W f(wj1, Wig, oWy, Xprqs X0 X))
0

M

f (X4 Xpee X)) =

j

Ce je k=n pridemo zopet do PDNO, kjer ustavljamo le $e konstante, ki so sedaj funkcijske
vrednosti preklopne funkcije.

Na podoben nacin pridemo tudi do dualnega izraza v konjunktivni obliki:

k
2 -1

f(Xp, Xgy oo X)) = & [XPMT 4 XM2 + xR+ (wyy, W

v W, Xigqree-Xn)]
j=0

Za izpeljavo tega obrazca moramo izhajati iz PKNO. Prikazani postopek imenujemo loCenje
preklopne funkcije po spremenljivkah; v€asih pa tudi razsirjanje (expansion).

LocCenje preklopne funkcije po spremenljivkah nam da posebno topolosko strukturo pri realizaciji
taksSne funkcije.

Ne glede na to katero izmed obeh oblik vzamemo za izhodiSCe, se vedno pojavlja eden izmed
obeh operatorjev kot osnovni, drugi pa kot dualni operator.

V primeru, da vzamemo za osnovni operator disjunkcijo, bo topoloSka struktura predstavljala
popolno disjunktivnho normalno obliko funkcije.
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