Matematika 1
11. november 2009

Gregor Dolinar Matematika 1, 11. predavanje

Najbof: D —- R, D CR.
o Funkcija f je navzgor omejena, €e obstaja tak
M € R, da je f(x) < M za vsak x € D.

o Funkcija f je navzdol omejena, &e obstaja tak
m € R, da je f(x) > m za vsak x € D.

o Funkcija f je omejena, Ce obstaja tak M € R,
da je |f(x)| < M za vsak x € D.
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Podobno kot pri zaporedjih lahko definiramo
natan¢no spodnjo in natanéno zgornjo mejo
funkcije.
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Funkcija f je narad¢ajola, &e je f(x) < f(y) za
poljubna x,y € D, za katera velja x < y. Ce je
f(x) < f(y), je f strogo naras¢ajoca.

Funkcija f je padajoca, e je f(x) > f(y) za
poljubna x,y € D, za katera velja x < y. Ce je
f(x) > f(y), je f strogo padajola.
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Funkcija f je monotona, ¢e je bodisi naras¢ajoca,
bodisi padajoca.

Funkcija f je strogo monotona, &e je bodisi strogo
narasc¢ajoca bodisi strogo padajoca.

Strogo monotone funkcije so injektivne, zato lahko
definiramo njihov inverz.

f(x)=x>+1.
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Nic¢la funkcije f je vsako tako Stevilo x5 € D, za
katero velja, da je f(xp) = 0.
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Definicija
Funkcija f: D — R, D C R, je soda, ¢e je

f(=x) = f(x)

za vsak x € D.

Graf sode funkcije je simetri¢en glede na ordinatno
0S.
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Definicija
Funkcija f: D — R, D C R, je liha, e je

f(=x) = —f(x)

za vsak x € D.

v

Graf lihe funkcije je simetri¢en glede na koordinatno
izhodisce.

f(x) = —x> + 2x
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Opomba
Velina funkcij ni ne lihih in ne sodih.
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Naj bosta f: D - Ring: D — R, D CR,
funkciji, definirani na istem definicijskem obmodju.
Potem lahko definiramo funkcije

o (f+g)(x) = f(x) +g(x)

o (f —g)x) = f(x) — &(x)
o (f-g)(x) =f(x)-&g(x)

(x) 8 kjer je g(x) # 0 za vsak x € D.
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Pregled elementarnih funkcij

Polinom je funkcija oblike
f(x) = a,x"+ a,_1x" ...+ apx + ag.

an7é0, aieR,1=0,...,n
Polinome ponavadi oznacimo s ¢rko p, torej f = p.
Stevilo n imenujemo stopnja polinoma p.
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Polinom stopnje n ima najvec n realnih nicel.
Ce ima polinom p to¢no n realnih nicel xq, ..., Xy,
potem lahko polinom p zapiSemo v obliki

p(x) = an(x — xn) ... (x — x1).

Nekatere ni¢le polinoma so lahko velkratne.
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Nic¢le polinoma lahko poskusimo poiskati s
Hornerjevim algoritmom.
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Primer
Narisimo polinom

p(x) = —x> + 3x + 2.

Polinom najprej razstavimo. Hitro lahko s
Hornerjevim algoritmom ugotovimo, da so nicle
polinoma x; = x» = —1 In x3 = 2.
Torej je

p(x) = —(x + 1)2(x — 2).

Ker je p(0) = 2, seka graf polinoma ordinatno os v
tocki (0, 2).
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Graf polinoma p je
10
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Racionalna funkcija f je funkcija oblike

kjer sta p in g polinoma.

Racionalna funkcija je definirana za vsako realno
Stevilo, razen za tista realna Stevila, ki so nicle
polinoma g. Teh Stevil je najvec toliko, kot je
stopnja polinoma q.

Ce polinom g nima realnih nicel (npr.

g(x) = x*> + 1), potem je racionalna funkcija
definirana povsod.
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Ce za racionalno funkcijo f = g velja, da polinoma
p in g nimata skupnih nicel, potem:
o nicle polinoma p so tudi ni¢le racionalne funkcije
f,

o ni¢le polinoma g so poli racionalne funkcije f,
torej je f v okolici ni¢el polinoma g neomejena.
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Denimo, da polinoma p in g nimata skupnih nicel in
da ima polinom g niclo xy reda k, tore;

g(x) = (x — x0)*r(x), kjer je r(xo) # 0.

Potem je graf racionalne funkcija f = g v okolici
ni¢le xo polinoma g podobne oblike kot graf funkcije

C
(x — x0)K’

kjer je ¢ # 0.
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Oglejmo si graf racionalne funkcije

x(x — 2)?
(x —1)%(x+1)

f(x) =

15~

100
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Ce je stopnja polinoma p manj%a od stopnje
polinoma g, potem se vrednosti racionalne funkcije
f = g blizajo 0, ko gre x proti F=c0.

Racionalna funkcija ima vodoravno asimptoto y = 0.

. _ x+1
Na primer, f(x) = 5.
12}

10
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Ce sta stopnji polinoma p in g enaki, potem ima
racionalna funkcija vodoravno asimptoto.

: _ 2x°—x—1
Na primer, f(x) = =257
s a4 2 Ve

-1.0%
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Ce je stopnja polinoma p za ena ve¢ja od stopnje
polinoma g, potem ima racionalna funkcija za
asimptoto premico.

V sploSnem, &e je stopnja polinoma p za m vedja od
stopnje polinoma g, potem delimo polinoma p s
polinomom ¢ in dobimo

p(x) = k(x)q(x) + r(x),

kjer je stopnja polinoma k enaka m, stopnja
polinoma r pa manj3a od stopnje polinoma q.
Racionalna funkcija f = g = k + 7 ima potem za
asimptoto polinom k.
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Primer

Narisimo graf racionalne funkcije

F(x) = D),

x2—4
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Algebrai¢na funkcija y = f(x) je reSitev enacbe
Ar(X)y"+ A1 (X)y" 4 Al(X)y + Ag(x) = 0,

kjer so A; dani polinomi.
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o Ce je Ai(x) =0 zavsak i > 1in Ai(x) =1,
potem je f(x) = —Ap(x) polinom.

o Ce je Ai(x) =0 za vsak i > 1, potem je
f(x) = —2283 racionalna funkcija.

o Ce je Ai(x) =0 za vsak i > 2, Ay(x) =1,
A1(x) =0 in Ayp(x) = —x, potem sta med
reditvami enalbe y? — x = 0 tudi iracionalni

funkciji f(x) = /x in f(x) = —y/x.
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Med algebrai¢ne funkcije spadajo tudi vse funkcije,
katerih grafi tvorijo krivulje drugega reda, na primer:

o
2 2
X° y .
o) + i 1, elipsa
° 2 2
X
2 % = 1, hiperbola
o

y® = 2px, parabola
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Opomba

/ nekaterimi enac¢bami ni definirana nobena realna
funkcija.
Na primer, y* + x%> +1 = 0.
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