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Integral racionalne funkcije

|zra¢unati Zelimo integral

/ %dx,

kjer sta p in g polinoma.
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1. Ce je polinom g oblike g(x) = (ax + b)™, a # 0,

potem integral
/ P(X)
(ax + b)™

izracunamo tako, da uvedemo novo spremenljivko
t = ax + b.

Gregor Dolinar Matematika 1, 18. predavanje

2. Ce je stopnja polinoma p vegja ali enaka stopnji
polinoma g, potem polinom p delimo s polinomom
g in dobimo p(x) = k(x)q(x) + r(x), torej je

[t o+ 1)

pri emer je stopnja polinoma r manjsa od stopnje
polinoma gq.
Integral | k(x)dx znamo izra&unati, v integralu

f %dx pa je stopnja polinoma v $tevcu manjsa od

stopnje polinoma v imenovalcu.
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Za polinom g pois¢emo vse njegove nicle, tako
realne kot tudi kompleksne, in nato polinom
razstavimo do oblike
g(x) = (x — x1)"(x — x2)2 ... (x — xpp) ™

(x> + ayx + b)) ... (x* + apx + b,)"".
Pri tem so polinomi v drugi vrstici nerazcepni, saj so
produkt izrazov oblike (x — xx)(x — Xx), kjer sta x
in X, konjugirani par kompleksnih nicel.
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Kvocient % se da vedno razcepiti na parcialne

q

)4

ulomke. Ce ima imenovalec ni¢lo x; reda «;, potem

v razcepu na parcialne ulomke nastopajo ¢&leni
(o] (8] Co;

+ 5 ... -

x—x (x—x) (x — x;)™

Ce pa ima imenovalec konjugirani kompleksni nicli y;
in y; reda (3;, torej je v produkt &len
(x> + ajx + b;)”i, potem v razcepu na parcialne
ulomke nastopajo ¢leni

dix + e dgx + e,

x2—|—ajx+bj+'“+(x2—|—ajx+bj)5j'
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Integral racionalne funkcije razpade na vsoto
integralov, vsak od dobljenih integralov pa je ene
izmed oblik

’ / (x —CX1)”dX

/ d-x+e
o dX
(x2+ ax + b)™
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Primer

x2+1
/x—4 —x2dX
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Primer

/ 2x3 J
X
x2 +2x + 2
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Opomba

Rezultat integriranja racionalne funkcije je vsota
polinoma, racionalne funkcije, logaritma linearne
funkcije, logaritma kvadratne funkcije in arkus

tangensa.
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Integral trigonometri¢nih funkcij

Naj bo R racionalna funkcija sinusov in kosinusov,
torej v Stevcu in imenovalcu nastopata polinoma

e
- : : - sin” x cos X —4 cos x
sinusov in kosinusov (na primer 32 2082200 ),

Potem znamo integral /R(sin X, cos x)dx z

univerzalno substitucijo pretvoriti v integral
racionalne funkcije, ki se ga da vedno resiti.
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Uvedemo univerzalno substitucijo

t=1t ~
= tan —.
2

Funkciji sinus in kosinus moramo izraziti s t.

_ . X X 2sin 5 cos 5 2t
SinX = 2sIN ~COS = = —— =
2 2 sin“3 +cos?y 1+t
S X . ,x  cos?E—sin®E 1
COSX = COS” = —sin” — = ——- = T
2 2 sin“3+cos?y 14t
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Dolo&iti moramo Se zvezo med dx in dt.

Ker je t = tan 5 in zato x = 2arctant, je
2dt
dx = .
T it
Dobimo
_ 2t 1—t* 2dt
/R(smx,cosx)dx = / R(l 21 t2)1 2

kar pa je integral racionalne funkcije spremenljivke
t, ki se ga da izracunati.
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Primer

1
——dx

sin X
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Opomba

Veckrat pridemo pri ra¢unanju integralov
trigonometri¢nih funkcij s kak3no drugo substitucijo,
ki ni univerzalna, hitreje do reSitve.
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Integral funkcij oblike sin™ x cos” x.

Ce je m ali n liho Stevilo, potem izra¢unamo integral
/sinmxcos”xdx

v enem koraku.

o Ce je m liho $tevilo, torej m = 2k + 1, potem za
novo spremenljivko vzamemo t = cos x.
Potem je dt = — sin xdX,
sin?* x = (sin® x)% = (1 — cos? x)* in dobimo
integral polinoma v spremenljivki t.
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Primer

/ sin3 x cos? xdx
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o Ce je n liho Stevilo, torej n = 2k + 1, potem za
novo spremenljivko vzamemo t = sin x.
Potem je dt = cos xdXx,
cos® x = (cos® x)¥ = (1 — sin® x)¥ in dobimo

integral polinoma v spremenljivki t.
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Primer

/ cos’ xdx
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