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Stevilske vrste

Definicija
Vrsta > >, a; je absolutno konvergentna, ¢e je

konvergentna vrsta

0.9
2_lail
i=1

Vrsta ) ", a; je pogojno konvergentna, e je
konvergentna, ni pa absolutno konvergentna. Tore]
je vrsta > =, a; konvergentna, vrsta » . |a;| pa

divergentna.
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Stevilske vrste

Visaka absolutno konvergentna vrsta je
konvergentna vrsta.

Skica dokaza

Virsta > 2, a; je po Cauchyevem kriteriju
konvergentna, Ce je

lan+ ...+ ank| < e

To pa je res, saj je

lan+ ...+ anik| < l|an|+ ...+ |ansk| < &, pri Cemer
smo pri drugi oceni upostevali, da je vrsta absolutno
konvergentna.
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Stevilske vrste

Definicija

Vrsta Z?il a; je alternirajoda, Ce je ajai1 < 0 za
vsak i1 € N.

Izrek (Leibnitzev kriterij)

©.9) o

Ce pri alternirajo&i vrsti > i1 ai njeni &leni po
absolutni vrednosti padajo proti ni¢ in je
o

lim,—~ @, = 0, potem je vrsta > ", a;
konvergentna.
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Stevilske vrste

Primer
Preverimo konvergentnost vrste
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Stevilske vrste

Opomba

‘ ‘ |

Ce sedtejemo n-Elenov alternirajote vrste, katere
¢leni gredo po absolutni vrednosti proti ni¢, potem
se vsota vrste od vsote n ¢lenov razlikuje za manj
kot a,1.
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Funkcije

Funkcije

Definicija
Preslikava f: A — B je predpis, ki vsakemu
elementu a iz mnoZice A priredi natanko dolocen
element f(a) iz mnoZice B. Pravimo, da je f(a)
slika elementa a.

Mnozico A imenujemo definicijsko obmogje ali
domena preslikave f, mnoZico

f(A) ={f(a): a € A} pa zaloga vrednosti
preslikave f.
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Funkcije

Definicija
Graf preslikave f je mnoZica

[(f)={(a,f(a)):a€ A}
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Funkcije

Primer

Naj bo A C R3 in B = R3 mno#Zica vseh vektorjev.
Preslikava f naj bo predpis, ki v nekem trenutku
vsaki toc¢ki iz obmoc&ja A priredi vektor hitrosti, ki jo
ima posamezna toc¢ka v tistem trenutku.
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Funkcije

Preslikava f: A — B je injektivna, &e razli¢ne
elemente a1, a» € A, a1 # ay, preslika v razli¢ne
elemente mnoZice B, torej f(a1) # f(a2).
Preslikava f: A — B je surjektivna, ¢e za vsak
element b € B obstaja tak element a € A, da je b
slika elementa a, torej f(a) = b.

Preslikava f je bijektivna, e je injektivna in
surjektivna.
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Definicija
Najbo f: A— Bin g: B — (. Preslikavo
gof:A— C, definirano s predpisom

(gof)(a) =g(f(a)),

imenujemo kompozitum preslikav g in f.
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Definicija
Preslikavo f: D — R, kjer je D C R, imenujemo
realna funkcija ene spremenljivke.
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Funkcijo lahko podamo na ve¢ nacinov:
e opisno z besedilom
o s tabelo
o grafi¢no

o analiti¢no
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Analiti¢no lahko podamo funkcijo:
o eksplictno, torej y = f(x)
o implicitno, torej F(x,y) =0
o parametriéno, torej x = x(t), y = y(t)
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Funkcije

Primer
Zapisimo funkcijo, katere graf je zgornja polovica
kroZnice s polmerom a:

oy = VA=

o X% + y2 —a°=0

@ X =acost, y =asint
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Funkcije

Graf funkcije f: D — R, D C R, je tore;
podmnoZica ravnine R?.

Neka podmnoZica ravnine je lahko graf neke
funkcije, &e vsaka premica, vzporedna z ordinatno
0sjo, seka to podmnoZico v najvec eni tocki.
Grafi funkcij, ki jih bomo obravnavali, bodo
najveckrat krivulje v ravnini.
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Trditev

Funkcija f: D — R, D C R, je injektivna, e vsaka
premica, vzporedna z abscisno osjo, seka graf
funkcije f najvel enkrat.

Funkcija f: D — R, D C R, je surjektivna, e vsaka
premica, vzporedna z abscisno osjo, seka graf
funkcije f vsaj enkrat.
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Definicija

Naj bo f: D — R, D C R, injektivna funkcija.
Potem funkcijo 1, ki slika iz mnoZice f(D) v
mnoZico D, in za katero velja f}(f(x)) = x za

vsak x € D, imenujemo inverzna funkcija funkcije f./

Inverzno funkcijo f ! eksplicitno podane funkcije f
izracunamo tako, da zamenjamo vlogi spremenljivk
y = f(x), torej x = f(y), in nato izrazimo y kot
funkcijo x.

Graf inverzne funkcije f ! dobimo tako, da
prezrcalimo graf funkcije f prek simetrale lihih
kvadrantov.
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Naj bo funkcija f podana s predpisom
f(x) = Zx + 2. Izratunajmo inverzno funkcijo 2.
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Za funkciji f: R — R in g: R — R lahko
izratunamo kompozitum f o g in gof.

V sploSnem ta dva kompozituma nista enaka, torej
kompozitum funkcij ni komutativna relacija:

fog#gof.
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Naj bo f(x) = x* — 2x, g(x) = 21x — 2.

|zra€unajmo f o g in go f.
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Najbo f: D — R, D CR.
o Funkcija f je navzgor omejena, Ce obstaja tak
M € R, da je f(x) < M za vsak x € D.

o Funkcija f je navzdol omejena, &e obstaja tak
m € R, da je f(x) > m za vsak x € D.

o Funkcija f je omejena, Ce obstaja tak M € R,
da je |f(x)| < M za vsak x € D.
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Podobno kot pri zaporedjih lahko definiramo
natan¢no spodnjo in natanéno zgornjo mejo
funkcije.
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Funkcija f je naras¢ajola, ¢e je f(x) < f(y) za
poljubna x,y € D, za katera velja x < y. Ce je
f(x) < f(y), je f strogo narasajoca.

Funkcija f je padajoca, &e je f(x) > f(y) za
poljubna x,y € D, za katera velja x < y. Ce je
f(x) > f(y), je f strogo narasajoca.
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Funkcija f je monotona, ¢e je bodisi naras¢ajoca,
bodisi padajoca.

Funkcija f je strogo monotona, &e je bodisi strogo
narasc¢ajoca bodisi strogo padajoda.

Strogo monotone funkcije so injektivne, zato lahko
definiramo njihov inverz.
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Nic¢la funkcije f je vsako tako Stevilo xp € D, za
katero velja, da je f(xp) = 0.
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Definicija
Funkcija f: D — R, D C R, je soda, ¢e je

f(—x) = f(x)

za vsak x € D.

Graf sode funkcije je simetri¢en glede na ordinatno
0S.

f(x)=x*+1
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Funkcija f: D — R, D C R, je liha, e je
f(—x) = —f(x)

za vsak x € D.

v

Graf lihe funkcije je simetri¢en glede na koordinatno
izhodisce.

f(x) = —x° + 2x
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Opomba
Vecina funkcij ni ne lihih in ne sodih.
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Najbosta f: D - Ring: D — R, D CR,
funkciji, definirani na istem definicijskem obmodju.
Potem lahko definiramo funkcije

o (f +g)(x) = f(x) + &(x)
o (f—g)(x) =f(x) —gx)
o (f-g)(x) =1(x) g(x)
og( X) = (—g kjer je g(x) # 0 za vsak x € D.
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Funkcije

Pregled elementarnih funkcij

Potence so funkcije oblike

f(x)=x", neN.
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Polinom je funkcija oblike
f(x) = apx" + a-xT . ayx + ag.

an#0,a €eR,i=0,...,n.
Polinome ponavadi ozna¢imo s ¢rko p, torej f = p.
Stevilo n imenujemo stopnja polinoma p.
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Polinom stopnje n ima najvec n realnih nicel.
Ce ima polinom p to¢no n realnih nicel xy, ..., X,
potem lahko polinom p zapiSemo v obliki

p(x) = an(x — xu) ... (x — x1).

Nekatere ni¢le polinoma so lahko velkratne.
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Nic¢le polinoma lahko poskusimo poiskati s
Hornerjevim algoritmom.
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NariSimo polinom

p(x) = 2x> — 4x* — 2x + 4.
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