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Zaporedja

Primer
Zaporedje a, = n(—1)" ni omejeno navzdol in

navzgor.
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Zaporedja

Definicija

Ce se ¢lenom zaporedja izmenoma menja predznak,
torej apan,+1 < 0 za vsak n € N, je zaporedje
alternirajoce.

Primer

ap, = cos(% + nr)

A\
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Zaporedja

Definicija

Stevilo A je stekaliste zaporedja {a,}, & je za vsak
e > 0 neskon¢no ¢lenov zaporedja, za katere velja
A—a,| <e.

Torej je za vsak € > 0 na intervalu (A —¢, A+ ¢)
neskonéno ¢lenov zaporedja {a,}.

A\

Naj bo € > 0. Interval (A — ¢, A+ ¢) imenujemo
tudi e-okolica stevila A.
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Zaporedja
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Zaporedja

‘ ‘ |

Definicija
Stevilo A je limita zaporedja {a,}, ¢e za vsak € > 0
obstaja tak ng € N, da je |A — a,| < € za vsak
n > ng.
Torej so za poljuben € > 0 na intervalu
(A—e, A+ ¢) vsi ¢leni zaporedja od nekega ¢lena
zaporedja ap, dalje.
Ce tako Stevilo A obstaja, ga imenujemo limita
zaporedja {a,}, pravimo, da je zaporedje {a,}
konvergentno, in pisemo

im a, = A.

n—:oo
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Zaporedja

Definicija

Ce tako &tevilo A ne obstaja, potem pravimo, da je
zaporedje {a,} divergentno.

Naj bo A limita zaporedja {a,}. Potem je za vsak
e > 0 zunaj intervala (A — e, A+ ¢€) najvec konéno
mnogo ¢&lenov zaporedja {a,}.
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Zaporedja

Visaka limita je tudi stekalis¢e zaporedja. Ni pa
vsako stekaliS¢e nujno limita zaporeda.

Naj bo {a,} konvergentno zaporedje, torej obstaja
limita zaporedja A = lim,_. a,.

Naj bo € > 0 poljuben. Ker je A limita zapored|a,
obstaja tak indeks ny € N, da velja

a, € (A—¢e,A+¢) za vsak n > ny. Takih n je
neskoncno, torej je v vsaki e-okolici Stevila A
neskoncno Clenov zaporedja in A je zato stekalisc¢e
zaporedja {a,}.
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Zaporedja

Primer

Ce ima zaporedje vet stekalig¢, potem nobeno
izmed stekaliS¢ ni limita zaporedja.
e T
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Zaporedja

Primer
Tudi, &e ima zaporedje eno samo stekalis¢e, to ni

nujno limita zaporedja.
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Zaporedja

Ce je {a,} konvergentno zaporedje, potem je
omejeno in ima natanko eno stekalisce.

Naj bo {a,} konvergentno zaporedje, torej obstaja
limita zaporedja A = lim,_, a,.

Pokazali smo Ze, da je limita tudi stekalis¢e
zaporedja.

Denimo, da bi obstajalo $e eno stekalis¢e B # A
zaporedja {a,}.
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Zaporedja

Naj bo e = |A — B|/3.

Ker je A limita zaporedja, obstaja tak indeks

ng € N, da velja a, € (A—¢,A+¢) za vsak n > ny.
Torej so na intervalu (B — ¢, B + ¢€) lahko samo tisti
¢leni zaporedja a,, za katere je n < ng, torej je v
e-okolici Stevila B najve¢ kon¢no ¢lenov zaporedja in
B ni stekalis¢e zaporedja {a,}.

Pokazali smo, da ima konvergentno zaporedje
natanko eno stekalisce.
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Zaporedja

PokaZimo Se, da je konvergentno zaporedje omejeno.
Naj bo € > 0 in ng tak indeks, da je

a, € (A—e,A+¢) za vsak n > ny.

Najmanjsi in najvecji element mnoZice s koncno
elementi vedno obstaja, torej lahko definiramo

my = min{ai, a, ..., an, A—¢}
n
Mo = max{ai, ap, ..., an,A+c}.

Potem je
mg < a, < My

za vsak n € N, torej je zaporedje {a,} res omejeno.
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Zaporedja

Trditev

Ce je {a,} omejeno zaporedje in ima natanko eno
stekalis¢e, potem je to stekalisCe limita zaporedja

{an}.

Dokaz trditve opustimo.
Ce zadnji dve trditvi zdruZimo, dobimo naslednji
izrek.

Zaporedje {a,} je konvergentno natanko tedaj, ko je
omejeno in ima natanko eno stekalisce.
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Zaporedja

|zrek

Ce je narasajote zaporedje {a,} omejeno, potem je
konvergentno in njegova limita je enaka natancni
zgornji meji zaporedja, torej

lim a, = sup a,.
=9 neN

Ce je padajoce zaporedje {a,} omejeno, potem je
konvergentno in njegova limita je enaka natancni
spodnji meji zaporedja, torej

lim a, = inf a,.

n—oo neN
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Zaporedja

Naj bo {a,} omejeno naras¢ajoe zaporedje, naj bo
Moy = sup,cx an In naj bo € > 0 poljuben.

Ker je My natanéna zgornja meja zaporedja {a,},
My — € pa ni vel zgornja meja zaporedja, obstaja
tak indeks ng, da je ap, > My — €.

Zaporedje {a,} je narastajocle, torej je

an > anp, > My — € za vsak n > ny.

Hkrati pa velja a, < My za vsak n € N, saj je M
zgornja meja zaporeda.

Torej so na intervalu (My — e, My + €) vsi &leni
zaporedja a, za n > ng in My je limita zaporedja

{an}.
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Zaporedja

Kdaj je zaporedje {a,} konvergentno, smo definirali
s pomocjo limite zaporedja. Veckrat pa je dobro
vedeti, kdaj je zaporedje konvergentno, tudi e ne
poznamo limite zaporedja.

Izrek (Cauchyjev pogoj)
Zaporedje {a,} je konvergentno natanko tedaj, ko
za vsak € > 0 obstaja tak ny € N, da je

lan — anik| < e

za vsak n > ng in za vsak k € N.
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Zaporedja

Dokaz
Dokazali bomo implikacijo samo v eno smer.
Naj bo zaporedje {a,} konvergentno in naj bo

A=1lim,_ a,.
Naj bo € > 0 poljuben. Potem obstaja tak indeks
ng, da je

la, — A <§ za vsak n > ng.

Ce je n > ny in k € N poljuben, potem je tudi
n—+ k > ng in zato

5 .
]an+k—A|<§ za n>ng in keN.
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Zaporedja

Sledi
’an_an+k| — |an_A+A—an+k’ < ‘an_A|+|A_an+k‘

<8+6—5
2 2

|zrek pove, da je zaporedje konvergentno natanko
tedaj, kadar lahko za vsak € > 0 najdemo tak indeks
ng, da se poljubna ¢lena zaporedja z indeksom
ve¢jim od ng razlikujeta za manj kot ¢.
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Zaporedja

Opomba

Naj bo zaporedje {a,} konvergentno in naj bo {b,}
zaporedje, ki se od zaporedja {a,} razlikuje v
kon&no mnogo &lenih. Potem je tudi zaporedje {b,}
konvergentno in ima enako limito kot zaporedje

{an}.
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Zaporedja
Racunanje z zapored;ji

Naj bosta {a,} in {b,} konvergentni zapored;i.

Potem velja:

o lim(a,+ b,) = lim a,+ lim b,
n—oo n—oo n—oo

o lim(a, — b,) = lim a, — lim b,
n—oo n—oo n—oo

o lim(a,b,) = lim a, lim b,
n—oo n—oo n—oo

o lim(ca,) = c lim a,
n—oo n—oo
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Zaporedja

Ce dodatno velja %e, da je b, # 0 za vsak n € N in
je lim,_, b, # 0, potem velja tudi

im a,

o Iim i — 7

n—oo b, lim b,
n—oo

Navedene lastnosti ra¢unanja z zaporedji dokaZzemo
s pomoc¢jo Cauchyevega pogoja.
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Zaporedja

Gregor Dolinar Matematika 1, 6. predavanje



	Zaporedja

