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Zaporedja

Opomba

Naj bo zaporedje {a,} konvergentno in naj bo {b,}
zaporedje, ki se od zaporedja {a,} razlikuje v
kon&no mnogo &lenih. Potem je tudi zaporedje {b,}
konvergentno in ima enako limito kot zaporedje

{an}.

Gregor Dolinar Matematika 1, 7. predavanje




Zaporedja
Racunanje z zapored;ji

Naj bosta {a,} in {b,} konvergentni zapored;i.

Potem velja:
o lim(a,+ b,) = lim a,+ lim b,
n—oo n—oo n—oo
o lim(a, — b,) = lim a, — lim b,
n—oo n—oo n—oo
o lim(a,b,) = lim a, lim b,
n—oo n—oo n—oo

o lim(ca,) = c lim a,

n—oo n—oo
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Zaporedja

Ce dodatno velja %e, da je b, # 0 za vsak n € N in
je lim,_ b, # 0, potem velja tudi

lim a,

o lim 21— noo

n—oo b, lim b,
n—o0

|zmed navedenih enakosti dokazimo le, da lahko
zamenjamo limito in seStevanje. Ostale enakosti
pokazemo na podoben nacin.
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Zaporedja

Zaporedji {a,} in {b,} sta konvergetni. Oznacimo
a=Ilm,_.a,in b=Ilim,_ b,.

Naj bo € > 0 poljuben. Potem obstaja tak indeks
ny € N, da je |a, — a| < € za vsak n > ny, in tak
indeks n, € N, da je |b, — b| < €.

Naj bo n3 = max{ny, n,}. Potem je
(an+ by) —(a+b)|=|an—a+ b, — b| <

lan —a| + |bp — b| < e+¢e=2¢.

Torej za poljuben € > 0 obstaja tak indeks n3 € N,
da je |(a, + by) — (a + b)| < 2¢ za vsak n > ns.
Zaporedje a, + b, je zato konvergentno z limito
a+b.
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Zaporedja

Pri raCunanju z zaporedji moramo paziti, da sta
zaporedji {a,} in {b,} konvergentni.

Primer

Naj boan:%in b, = n.

Potem je lim, .., a, = 0, zaporedje {b,} je
neomejeno in zato ni konvergentno, zaporedje

Cc, = a, - b, =1 pa je konstantno zaporedje in zato
je lim,_. c, = 1.

Torej v tem primeru ne moremo zapisati

lim (a,b,) = lim a,- lim b,,.
n—oo n—oo n—oo
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Zaporedja

Definicija

Naj bo {a,} tako neomejeno zaporedje, da za vsak
M > 0 obstaja tak ng € N, da je a, > M za vsak
n > ng. Kljub temu, da zaporedje v tem primeru ni
konvergentno, pravimo, da ima a, limito v
neskonénosti in piSemo

lim a, = oo.

n—oo

Podobno, naj bo {a,} tako neomejeno zaporedje, da
za vsak M < 0 obstaja tak ng € N, da je a, < M za
vsak n > ng. Potem pisemo lim,_.. a, = —0.
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Zaporedja
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Zaporedja
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Zaporedja

V prejSnjem primeru smo izracunali limito eksplicitno
podanega zaporedja. Ce je konvergentno zaporedje
{a,} podano z rekurzivnim predpisom a, = f(a,_1),
kjer je f "lepa” funkcija, potem i8¢emo limito
zaporedja tako, da reSimo enatbo x = f(x).
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Zaporedja

Zaporedja
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Zaporedja

V nadaljevanju bomo s pomodjo zaporedij definirali
potenco realnega Stevila z iracionalnim
eksponentom. Pri izpeljavi bomo potrebovali
naslednji rezultat.

Izrek (Bernoullijeva neenakost)

Za vsako pozitivno Stevilo x in vsako naravno Stevilo
n > 1 velja neenakost

(1+x)" > 1+ nx.
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Zaporedja

Izrek dokaZemo z matemati¢no indukcijo. Naj bo
x > 0 poljuben.

Najprej pokaZemo bazo indukcije.

Za n = 2 je leva stran neenakosti enaka

(1 + x)? =1+ 2x + x°, desna stran neenakosti pa
1+ 2x.

Ker je x > 0, je tudi x* > 0 in zato
(1+x)%>1+2x.
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Zaporedja

PokaZimo Se indukcijski korak.

Denimo, da Bernoullijeva neenakost velja za nek n.
Potem velja tudi

(14 )" = (14 x)(1+x)" > (1 + x)(1 + nx)
=1+ nx+x+nx>>1+(n+1)x,

kjer smo pri prvi neenakosti upostevali indukcijsko

predpostavko, da je (1 + x)" > 1 + nx, pri drugi
neenakosti pa, da je nx? > 0.

Po matematicni indukciji potem sledi, da velja
Bernoullijeva neenakost za vsako naravno Stevilo
n>1.
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Zaporedja

Naj bo c poljubno realno stevilo. Definiramo
zaporedje
a,=c".

Potem je

lim a, = lim ¢" = O el =2

n—>oon_n—>oo - 1 :c=1
Za vse ostale vrednosti Stevila ¢ pa je zaporedje
{an} = {c"} divergentno.
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Zaporedja

Dokaz

Ce je ¢ > 1, potem piSemo ¢ = 1 + x, kjer je x > 0.
Potem je po Bernoullijevi neenakosti

c" = (1+x)" > 1+ nx, to pa je neomejeno
zaporedje, saj gre za vsak pozitiven x z
narasc¢ajoc¢im n stevilo 1 + nx cez vse meje. Torej je
v tem primeru lim,_ ., c" = oo.

Ce je c = 1, je zaporedje c" = 1 konstantno in zato
konvergentno z limito 1.

Ce je —1 < ¢ < 1, potem definiramo b = ‘H Ker
je b> 1, je zaporedje b" po prejsnjem neomejeno.
Sledi, da je lim,_ . c" = 0.
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Zaporedja

Za c < —1 je neskon&no ¢lenov vedjih ali enakih 1
in neskoncno ¢&lenov manjsih ali enakih —1. Torej v
tem primeru zaporedje ni konvergentno.
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Zaporedja

Trditev

Naj bo ¢ poljubno pozitivno Stevilo. Definiramo
zaporedje
1
a, = cn = y/c.

Potem je

. : 1 :

lim a, = lim ¢ = lim /c = 1.

n—oo n—oo n—oo
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Zaporedja

Dokaz

Naj bo c > 1. Potem pri izbranem n € N, n > 1,
definiramo x = C;nl > 0 in piSemo c = 1+ nx.
Po Bernoullijevi neenakosti velja

— —1
(1+C ) >1+n-C =c>1,
n n

torej Je

c—1
— > ve > 1.
Ker je limita levega in desnega zaporedja v
neenakosti enaka 1, je 1 tudi limita srednjega
zaporedja.

1+
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Zaporedja

Ce je ¢ = 1, je trditev oéitna.
Ce pa je 0 < ¢ < 1, potem definiramo b = % > 1.
Potem je lim,_ Vb =1 in zato

1 1
lim,_oov/c = lim — —
n—co /b lim Vb

n—oo

1.
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Zaporedja

Trditev

Naj bo c € R poljubno pozitivno Stevilo in € > Q.

Potem obstaja tak 6 > 0, da je za vsak g € QQ, za
katerega velja |q| < 0,

! —1] < e.

Gregor Dolinar Matematika 1, 7. predavanje



Zaporedja

Vemo, da je lim, .. v/c = 1. Za vsak ¢ > 0 obstaja
tak indeks ng, da je |x/c — 1| < € za vsak n > ny.
Ceje0<g< nil potem je tudi

cd —1| < |[v/c—1] <e.

Podobno za negativne q.
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Zaporedja

Naj bo sedaj r poljubno realno Stevilo in ¢ poljubno
pozitivno realno Stevilo.

Definirali bi radi Stevilo c¢”.

V ta namen si izberemo poljubno zaporedje
racionalnih Stevil {qg,}, ki konvergirajo k r.

Hitro se vidi, da je zaporedje {c%} Cauchyevo in
zato konvergentno, saj je po prejsnji trditvi

’an _ an+k| — |an

< €.

. |1 _ an+k_qn
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Zaporedja

Njegovo limito ozna¢imo s c’,
tore]

c" = lim ¢,
n—o0

kjer so g, poljubna racionalna Stevila, za katera
velja lim, .o g, = r.
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Zaporedja
Stevilo e

Definirajmo zaporedji {a,}, a, = (1 + %)n in {b,},
by=(1-1)7".

Hitro se pokaZe, da je zaporedje {a,} narai¢ajole in
navzgor omejeno, zaporedje {b,} je padajoce in
navzdol omejeno, torej sta obe zapored,|i
konvergentni in imata limito.

Ker je
1
bn+1 = dp (1 =+ _) )
n

Imata zaporedji isto limito, ki jo ozna¢imo z e.
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