IZPIT 1Z MATEMATIKE 11
VisokosSolski studij
Primer izpita 2004 - 2008 (1) z reSitvami

1. Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

3 0 0
2 -2 =5
3 =1 2

Resitev:

Lastne vrednosti izracunamo kot resitve enacbe det (A — A\I) = 0.

3—A 0 0
det (A — \) = 2 —2-X -5
3 -1 2-2)
= (B-N)(=2-MN)(2-A) =53 -\
= B-NA-3)(A+3)=0

Dobimo eno dvojno lastno vrednost A\; 2 = 3 in eno enojno lastno vrednost A3 = —3.
[zracunajmo najprej lastni vektor za lastno vrednost A3 = —3:
6 0 0 10 0
A—Xl=A+3[=|2 1 -5 |~|[0 1 =5
3 -1 5 00 O
0
Lastni vektor: xz3 = | 5
1
Sedaj Se lastni vektor za lastno vrednost A5 = 3:
0 0 0 1 00
A—XNol=A-3I=|2 -5 =5 |~|0 11
3 -1 -1 0 0O
0
Lastni vektor: z; 9 = 1
-1

2. Dane tri mnozice
{{2,-1,-1},{0,2,2},{0,—1,—-2}}

predstavljajo smerni vektor premice, eno tocko na njej in tocko izven premice. Zapisi
enacbo ravnine, ki vsebuje dano premico in dano tocko. Potem pa zapisi enacbo premice,
ki gre skozi izhodisce in je pravokotna na izracunano ravnino.



Resitev:
Normalo ravnine dobimo kot vektorski produkt smernega vektorja premice € = (2, —1, —1)
in vektorja med toc¢ko na premici in tocko izven premice 7 = (0, —3, —4):

T 7k
i=exrF=|2 -1 —1|=(1,8,-6)
0 —3 —4

Enacba ravnine je torej z + 8y — 6z = 4.
Iskana premica, ki je pravokotna na dano ravnino, ima smerni vektor enak normali rav-

nine. Ker gre skozi izhodisce, se enacba v kanonic¢ni obliki glasi z = § = =;.

. Linearna transformacija preslika bazi¢na vektorja v (—3,2) in (-2, 3).
a) Kam preslika vektor (2,2)?
b) Kaj se preslika v vektor (3,0)?
Napisi Se matriko transformacije in njeno inverzno matriko.
Resitev:
Matrika transformacije je A = 3 72 ki ima inverz A~! = L 32 =
atrika transformacije je A = | " 57 |, a inverz = 5| 9 3| =
¥y
5 .5

2 3|

5 5
Slika vektorja (2, 2):

-3 =27 [2] _[-10
2 3 2| 10

Vektor, ki se preslika v vektor (3,0):

3 _ 2 9
FiRtinEd

55 0 5
. Napisi Taylorjevo vrsto do vkljuéno tretje potence x-a pri razvoju okoli tocke 0 in s

temi ¢leni izra¢unaj priblizno vrednost integrala funkcije (f(x) — 1)/z na intervalu [0, 1].
Funkcija f(z) je cos (z).

Resitev:

"172

2

Prvih nekaj ¢lenov Taylorjeve vrste za f(x) = cos (z) = 1 —

$2
/1COS($)_1dx%/ll_7_1dx:—/1£d$=—x—21:—1
0 T 0 Z 0 2 4o 4

. Narisi graf funkcije ag 4+ aj cosx + bysinzx, ki je delna vsota Fourierove vrste funkcije
f(z) =1, za x, ki je absolutno manj kot 37 /4, in 0 drugje, s periodo 2.




Resitev:

Najprej izracunajmo koeficiente. Ker je dana funkcija soda, je by = 0.

Iskana funkcija je

Slika:

. Resi zacetni problem

1 3m/4 3
ay = —/ der = -
0

s 4
2 3m/4 \/§
a; = —/ cosrdr = —
T Jo T
2
f(:l:)%ao—i—alcosmz——{—icosx
4 s
¥
=]
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2y (x) +y"(z) =sin(z),  y(0)=0, y'(0)=1.

Resitev:

To je linearna diferencialna enacha 2. reda s konstantnimi koeficienti. Najprej resimo
homogeni del y” + 2y’ = 0 z nastavkom y = e, ki nam da karakteristicno enac¢bo
A2+ 2X = A(A+2) =0, ki ima resitvi \; = 0 in Ay = —2. Resitev homogenega dela:

Yg = A + Be_h

Partikularno reitev poistemo z nastavkom y, = Csinz + Dcosz. Odvajamo: y, =
Ccosx — Dsinz, y, = —Csinz — D cosz in vstavimo v enacbo:

—Csinz — Dcosz +2C cosx —2Dsinx = sinz

Primerjava koeficientov nam da sistem enach —C'—2D =1 in 2C' — D = 0, ki ima reSitev

C = —% in D= —%, zato je partikularna reSitev:
1. 2
= ——sinz — —cosw
=5 5

Splosna resitev je vsota resitve homogenega dela in partikularne resitve

1 2
?J(fﬂ) =Yp+yg = ——sinr — Zcosx+ A+ Be

> )

Da upostevamo Se zacetne pogoje, resitev odvajamo

1 2
y'(x) = —p cosT + R sinz — 2Be”**



in vstavimo zacetne pogoje

y(0) = —z+A+B=0
1
y'(0) = —-—2B=1
5
Ta sistem ima resitev A =11in B = _% _ tore] je resitev zacetnega problema
2 3
y(x) = —= sinz — - COST +1-— 56721

. Resi diferencialno enacbo z danimi zacetnimi pogoji
1
v =2y =1 y0) =3

Resitev:

To je linearna diferencialna enacba 1. reda. Najprej homogeni del:

y -2y = 0
dy
)
dx 4
d
Yo 2dx
Yy
lny = 2x+InC
yg = CeQm
Partikularno resitev izratunamo z variacijo konstante: y = C(z)e**, v = C'(x)e*® +
2C (x)e**. To vstavimo v enacbo in dobimo C’'(z) = e™2*, kar nam da C(z) = —3e ",
Partikularna resitev je y, = —%, splosna pa

1
y(r) =y, + yg = —= + Ce**

2
Upostevamo Se zacetni pogoj y(0) = —% +C = % in dobimo C = 1, zato
1
y(z) = -5 + e

. Dolodi radij in visino valja z najvecjim volumnom, ki ga lahko vcrtas v kroglo z radijem
1.

Resitev:

Da bo valj vértan, morata radij in visina zadoscati pogoju (Pitagorov izrek): r? + % = 1.
Volumen valja izracunamo po formuli V = 7r?v.

Opravka imamo z vezanimi ekstremi, zato zapisemo novo funkcijo

2
F(r,v,\) :7rr2v+/\<r2+vz—l>,

ki jo odvajamo po vseh treh spremenljivkah in odvode enac¢imo z 0

F. = 2mrv4+2X\r =0



10.

Dobljeni sistem ima resitev r = */Té, v = %37 kar sta dimenziji valja z najvecjim volum-
nom.

. Narisi nivojske krivulje z = 1, 2 = 4 in z = 9, kjer je z funkcija spremenljivk x in y,

podana z izrazom
2 =8 —da+ 2% + 4y + 2.
Resitev:

Pri danih vrednostih za z, dobimo:
z=1: (2—-2)°+ (y+2)°

z=4 : (z—2)%4 (y+2)?
z=9 : (2—-2)°+ (y+2)°

1
4
9

To pa so ravno koncentri¢ne kroznice s sredi¢em v tocki (2, —2) in radiji 1, 2 in 3.

a) Napisi definicijo parcialnega odvoda funkcije z(z,y) na z.
b) Kaj je totalni diferencial funkcije f(x,y)?

c) Kaj je lastni vektor matrike A?

d) Kaj je rang matrike A?

e) Kdaj so trije vektorji v prostoru linearno neodvisni?



