9. Z-transformacija

Uvod
Z-transformacija:
X(z) = i x[n]z_” (9.0.1)
Inverzna Z-transformacija 7
x[n] :%j X(z)z"dz (9.0.2)
Osnovna pravila:
e Premik:
<> X
] 2) (9.0.3)

x[n-m]e X (z)z™"

e Konvolucija:
s yln]= 2+l yln-1]

x[n]*y[n] <—>X(z)-Y(z)

(9.0.4)

1. Naloga
Skicirajte podane ¢asovno diskretne signale in izracunajte njihove Z-transforme.
a) x[n]:a” u[n] , 0<a<l

b) []_ 1 ; 0<n<N-1
e 0 ; sicer
C) x[n]:an.cos(QOn).u[n] 0<a<l
5 1
Z_ - <<
d) x[n]=x1[n]—%5[n] , xl[n]z 4 4n : 0<n<s
0 ; sicer

¢) x[n] :{%,1,—1,—1}



Resitev:
a) x[n]:a”-u[n] , 0<a<l

Skica:
i
o ‘ [ 1111
2-10 12 3 456 7p
X(z) = i x[n]z_” =Zw:a”2_" =i(az_l)n (9.1.1)
Ca-(ez) z
X(Z):}gl}o l1-az™ :l—az’lzz—a ©.12)

; sicer
Skica:

x[n]

MM—A—A—)
2 -10 1 2 N-1 n

0 N-1 N-1 n

X(z) = Z x[n]z_" =>»1.z"= (2_1) (9.1.3)
n=—o n=0 n=0
N-l . 1_(2")N N N1

1 1-z
XE)=2) =A== ey 9.14)



) x[n]=a"-cos(Qun)-u[n] ,0<a<l1

Skica:
Al

cos(Qyn) = %(ejg"” +e ) (9.1.5)

x[n]=a"-cos(Qun)-u[n]=a” %(efﬂon ) uln] = %(a”ejg"" +a'e ™) -u[n] 9.1.6)

X(2)= Sl =S A (e v ) < S et v ) 01)

K@Y Sweme S | Y (o Sans)) oa

X(2)= %(1 _ aeleOZ_l 1z ae}‘/QOZ_' J - % (i - ZZf;QzZ'l)le—_aZejzj) ©.19)

e e e = MR

X(2)- I—az'-cos(Q,) 22 z(z-arcos(Q)) oL

(1 —ae’™z™ )(1 - aeijQ“Z’l) z’ (z —ae’™ )(z —ae ™ )



~3/4-8[n]

2-101 2 3 45 6 7np

—O0—0—
2-1012 3 456 7p 3/4

x[n]/

-0—0—
2-101 2 3 456 7p

X(Z)zni:wx[n]znzé-zo+l-z1+%-zz+%-z3+%-z4
4 4 3 2
X(z):(z+i-z_l+§~z_2+z~z_3+l~z"4j~z—4=22 +4z +342 +2z+1
4 4 4 4 4 Z 4z
224 4423 4227 + 22 42z41 27 22"'22"‘1)"‘22"‘22"'1
X(Z)= 2 = 4
4z 4z
2 12z+1)(22% +1 +1) (222 +1
poy N ) G
4z 4z
040’ —4.2 2
PemTon T THUY

‘- (z+1)° (z+j\/2§J(z—j\/2§J

4z*

(9.1.12)

(9.1.13)

(9.1.14)

(9.1.15)

(9.1.16)

(9.1.17)



¢) x[n] :{},1,—1,—1}

Skica:
x[n]
2
1
230123456 7p
il
X(Z)= ix[n]z_"=zo+z_l—z_2—z_3 (9.1.18)
- 3 3 2 2 _
X(Z)=(ZO+Z ', 2_2_3) %: z +ZZ3—Z—1 _z (Z+1)Z3 l(z+l) (9.1.19)
+1)(z* -1 -
x(z)=C )Z(SZ ) (Z+1)(2231)(z+1) 0,120
2. Naloga
Dolocite frekvencni odziv linearnega sita pri Q = {0,%,%,%{,7[} , ¢e je sistem podan z diferencno

enacbo y[n|=x[n]+x[n—-1]-x[n-2]-x[n-3].
Resitev:

S pomocjo Z-transformacije pois¢emo sistemsko funkcijo H(z).

Y(Z)ZX(Z)+X(Z)Z_1—X(Z)Z_Z—X(Z)Z_3 (9.2.1)
Y(z):X(z)(l+271—272—273) (9.2.2)

H(z)= ;((ZZ)) :(1_'_21_22_23)5_2: z3+z;—z—1 _ Z2(z+lz)3—(z+1) 92.3)
H(Z):(zz_lz)3(z+l)=(z—1)(z;l)(z+l) (92.4)

Od tu lahko reSujemo na dva nacina:
e Iz H(z) izratunamo H(Q) tako da uposStevamo z = e’ ali
e v Z-ravnino vriS§emo ni¢le in pole, in ratunamo razdalje posameznih tock na kroznici e’ do
nicel in polov



1. IzraGunajmo H(Q) z upostevanjem z = e’

H(Q)=H(z)|_,=(1+z"-z"+z ) (9.2.5)
H(Q)=1+(ef9)'l—(ef9)2—(ef9) —l4+e g0 9.2.6)
H(Q)=14¢7 e (1+e @) =(1+e @ )(1-e 7 ( 2 j o (e —e ) (92.7)
H(Q)=¢' B (2 cos(%n(Z jsin(Q))=4; cos[%j (9.2.8)
|H(Q)|=|4 jcos(%)sin(ﬂ)e (%J ‘ (9.2.9)
|H (0)|=4|cos(0)sin (0)[=0 (9.2.10)
‘HG ‘:4 cos(%jsin(%)‘zlﬁ (9.2.11)
‘H(% ‘:4 cos(%)sin(% ~2,83 (9.2.12)
‘H(3—” 4cos(3—”jsin(3— ~1,08 9.2.13)

4 8 4
|H (n)|=4 cos(%jsin(ﬂ) =0 (9.2.14)

2. Izra¢unajmo s pomocjo lege nicel in polov v Z-ravnini

Pole in nic¢le enacbe H(z) = (z—l)(ztl)(z+l) nari$imo:

z

Im |

Na sliki vidimo, da so ni¢le na enotski kroznici e’® pri kotih 0 in 7. Iz tega sledi, da je odziv pri Q =0 in
Q =mn enak 0.

|7 (0)|=|H (z)|=0 (9.2.15)



Za ostale kote si moramo narisati slike.
Vs
Q=—:
4
Im )

j
|
I

L\ | Re
(Z_l)(z+1)(z+1) N,-N,-N;
L e by 0216

Absolutna vrednost razlike dveh kompleksnih $tevil je pravzaprav razdalja med tema dvema Steviloma.
Te razdalje smo oznacili z Ny, N, in N3 za ni¢le in s Py, P, in P5 za pole.

Ker so v tem primeru vsi poli v izhodi$¢u, je razdalja od polov do katerekoli to¢ke na enotski kroznici 1.
Zato je pod ulomkovo ¢rto vedno vrednost 1. Zato lahko formulo poenostavimo v

|H(z)|=N,-N,-N, (9.2.17)

Zato v nadaljevanju v skice ne bomo vec vrisovali razdalj do polov. Razdalje N;, N, in N3 bomo
izracunali iz skice s pomocjo geometrije.

1Y (1Y
Nl—\/(l—ﬁl +($j ~0,7654 (9.2.18)

N, =N, = \/(H%) +(%j =1,8478 (9.2.19)

|H (2),_ 2 =0,7654-1,8478" = 2,61 (9.2.20)

i




(o)
I
Nolta

N, =2
N, =N, =2
3
|H(z)_z=~2 =283
Za ostale kote si moramo narisati slike.
Q= 3—7[ :
4
Im |

N, =N, = \/(1—%}2 +(%j2 =0,7654

|H (2)] = =0,76541,8478 = 1,08

(9.2.21)
(9.2.22)

(9.2.23)

(9.2.24)

(9.2.25)

(9.2.26)



3. Naloga

o .. . . . 1<
Dolo¢ite impulzni in frekvenéni odziv povpregevalnika podanega z enacbo y[n]= 3 > x[n—i].
i=0
Dolo¢ite tudi nicle in pole v Z-ravnini in shemo vezja.

Resitev:

Impulzni odziv:

Al =y 9.3.1)

h(n] _éia (9.3.2)
h[n]:%(§[n]+§[n—1]+5[n—2]+5[n—3]+§[n—4]) 93.3)

Z-transformacija:

Y(z)zé%l)((z)zi (9.3.4)

Y(Z):%X(Z)Z;‘zi 93.5)

Y(z RS -1, 2, -3, -4
H(z):X((Z)):ggz :g(l+z +z 4z +z2 ) (9.3.6)

Shema vezja:

X(2)




Ali;

B T ©37
Y(z)(l—zl):X(z)%-(l—zs) (9.3.8)
Y(2)-¥(z)z" :%X(z)—%X(z)ZS 93.9)
Y(z)z%X(z)—%X(z)z‘s +Y(z)z" (93.10)

Shema vezja:

1
- .z __. 9.3.11
(Z) 51-z"' 2 5 24(2—1) ( )
Poli:
Prasa= 0 (9.3.12)
p=1 (9.3.13)
Niéle:
2 _-1=0 (9.3.14)
2 =1=e" (9.3.15)
21
I (9.3.16)
l’ll =
l’l2 = €]§”
n=es (9.3.17)
2
n,=e
.



Nicle in poli v Z-ravnini:

ey . . vy . z—n, z-1
Nicla in pol, ki sta v izhodiS¢u, se pokrajSata L= =1
z—ps z-1
Im
i z
n,
ny .
o\ Re
Ty

Iz slike nicel in polov v Z-ravnini lahko nariSemo skico odziva H(Q):

3D-slike Z-ravnine: Skica odziva H(Q):

X.¥.2) (W Wy, 72)

(X,Y,2),(Wx, Wy, Wz)



4. Naloga

Nacrtajte shemo LTI sistema za generiranje harmoni¢nega signala s konstantno amplitudo. Za izhodisce
uporabite Z-transform signala

Resitev:

x[n] = Cos(Qon)~u[n] < X(Z) =

z(z—cos(©,))

2’ —2cos(Q,)z+1

Zelimo vezje, ki bo generiralo harmoni¢ni signal (sin ali cos). Ena moznost je, da naredimo sistem,
katerega odziv na enotin impulz je kosinus.

Nicle in poli:

P>

h{n]=cos(Qyn)-u[n]

H(z)=

z(z—cos(Q,))

n =0

n, =cos(€,)

2cos(QO)i\/(2005(90))2 -4

by = >

s —ZCOS(QO)Z+1

_ Ei

Pp=¢€

Im

[

da

QU

Py

= (:os(Qo)i,/cos2 (QO)—I

=cos(Q, )+ \/cosz (Q,)- (cos2 (Q,)+sin*(Q, )) =cos(Q, ) * jsin(LQ,)

Py

-1

;
\>s

\yl

P,

Re

(9.4.1)

(9.4.2)

(9.4.3)

(9.4.4)

(9.4.5)
(9.4.6)



Sistemsko funkcijo preuredimo tako, da bomo lahko narisali shemo vezja:

Y(z)  z(z—cos(Q,))
X(z) T —2cos(€,)z+1 047
Y(z)(z2 —2cos(QO)z+1) = X(z)(z(z—cos(QO))) (9.4.8)
Y(z)z* —2cos(Q,)Y (z)z+Y(z)=X(z)z> —cos(Q,) X (2)z (9.4.9)

v . - . . v . + . . o . . .
MnozZenje z z' pomeni zakasnitev. MnoZenje z z"' bi pomenilo pohitritev oziroma gledanje v
prihodnost. To ni mozno, zato je treba enacbo tako preurediti, da ne bo opisovala nemogocih stvari.

Y(z)z> =2cos(Q,)Y(2)z+Y (2 ):X(z)z —cos(Q,) X (z)z [z (9.4.10)
Y(z)—-2cos(Q,)Y(z)z' +Y(z)z7 = X(z )—cos(QO)X(z)z—‘ (9.4.11)

Y(z)=X(z)—cos(Q,)X(z)z +2cos(Q )Y(z)z' =Y(2)z7 (9.4.12)

Shema vezja:

X(2)




Izberimo € in preskusimo vezje:

y[n]=x[n]-0,866x[n—1]+1,732y[n—1]- y[n-2]

Tako vezje lahko preskusimo ro¢no ali s programom kot je MS Excel ali OpenOffice.

Q =

0

z
6
—cos(Q, )= —cos (%) = 0,866

2cos(Q,) =1,732

(9.4.13)

(9.4.14)

(9.4.15)
(9.4.16)

V Excelu v en stolpec vpiSemo n, v drug stolpec vhodni signal, v tretji pa formulo za izhodni signal. Pri
tem je potrebno paziti, da je pred zacetkom dovolj praznih celic — toliko za kolikor nazaj je potrebno
gledati (v tem primeru sta to dve celici). V prvo vrstico vpiSemo imena stolpcev. V celico C4 vpiSemo
enacbo sistema: "=B4-0,866*B3+1,732*C3-C2". Nato celico C4 skopiramo v celice C5 do C100 (lahko
tudi vec ali manj). V celicah z odebeljeno pisavo so vpisane formule, v ostalih so na roke napisane

Stevilke:
n X[n] y[n]
-2 0 0
-1 0 0
0 1 1
1 0 0,866
2 0 0,49991
3 0 -0,0002
4 0 -0,5002
5 0 -0,8662
6 0 -1
7 0 -0,8658
8 0 -0,4996
9 0 0,00046
10 0 0,50044
11 0 0,8663
12 0 1
13 0 0,86569
14 0 0,49938
15 0 -0,0008
16 0 -0,5007

—o—X[n]
—0—y[n]




5. Naloga

Dolocite koeficiente in nariSite shemo vezja v direktnih oblikah I in II za diskreten LTI sistem drugega
reda podanega z ni¢lami in poli:

1
n1,2=lij ) plwzzz(lij)

Dolocite tudi frekvenéni odziv H(Q).
Resitev:

Sistemsko funkcijo drugega reda lahko v splosnem zapiSemo z enacbo (9.5.1)

_ . (z=m)(z-n,)
H(Z)—K (Z—pl)(Z—pz) (9.5.1)

Pogosto je zapisana v obliki (9.5.3)

H(Z) _x. z —(n1 +7’12)Z+l’l1 ‘n, _x. 1—(nl +I’l2)Z_l +nn,z” 9.5.2)
Z=(p+p)z+pp, 1=(ptp)z T
by +bz ' +b,z7

-1 -2
l-az —a,z

H(z) (9.5.3)

V danem primeru je konstanta K (ojacenje sistema) kar 1. Iz nicel in polov izraCunamo konstante a in b.

b, =1
b = (n1+n2)——(1+]+1—j):—2
b,=n-n,=2 (9.5.4)
1 ;7 1
al—pl+p2—5+é+5—é:1
1 1 . 1
a2:_pl.pZ:_5(1+])'5(1_]):__ :_E

Velikokrat je treba narisati shemo vezja, zato bomo enacbo (9.5.3) preoblikovali v primeren zapis.

Y(z) _byt+bz ' +bz”

H(z)= X() Tcar—as (9.5.5)
Y(Z)(l—alz_1 —azz_z)z X(z)(bo +bz" +b22_2) (9.5.6)
Y(z)-aY(z)z ' —a,Y(z)z7 =bX (2)+b X (z)z " +b,X(2)z” (9.5.7)

Y(z)=bX(2)+bX(z)z" +b,X(z)z7 +aY(z)z" +a,Y(z)z” (9.5.8)



SploSna shema vezja drugega reda, direktna oblika I:

Direktna oblika I sheme vezja izhaja iz enacbe zapisane v taki obliki kot (9.5.8). Ta oblika ni
najugodnejsa za izdelavo. Za izdelavo je najugodnejsa direktna oblika II. Iz direktne oblike I lahko
pridemo v direktno obliko II v treh korakih:

1. korak: Shemo razdelimo na dva dela 2. korak: Ker je Hi(z)-H2(z) = Hx(z)-H,(z), lahko
zamenjamo vrstni red obeh vezij
H,(2) Hy(2) H,y(2) H,\(2)
X(@) C\ Y(2) X@z) Uz Y(z)
z! z!
a, a
(<]
Z-l 7 1
g 1]

Direktna oblika II je bolj ugodna za izdelavo, ker ima enako Stevilo mnozenj in seStevanj, vendar manj
zakasnilnih elementov.



IzraCunane konstante @ in b vstavimo v splosno shemo vezja v obeh oblikah:

Direktna oblika I Direktna oblika II (kanoni¢na oblika)
X(2) VR Y
; iy !

Frekvencni odziv H(L2):
H(Q)=H(z) (9.5.9)
1-2(e) " +2(e")”  |_pe i e 0
H(Q)= (e 1 l(e_ )_2 12 +12ef 9.5.10)
1 ( IQ) +*(€'IQ) 1 e*jQ+7efj2Q
2 2

. b,+bz "' +bz? . . . . .. )
Enacbo H (z) = 10 ———— je poucno zapisati na ve¢ na¢inov. Zato bomo na tem mestu to tudi
-az —a,z

naredili, Ceprav je naloga sicer ze konc¢ana:

b bzl b’ 1+§121+[;222 22+l[jlz+[;2
H(Z): 0+ IZ_I + 2Z_2 =b0 0 - 0 - =b0. - 0 0 (95.11)
l-az" —a,z l-az —a,z z*—az—a,
H(z)=b," (z=m)(z=m) (9.5.12)
(z=p)(z-p.)
Zapisimo splosni nicli in splos$na pola:
n=R -’ n=R-e’ p =R, e p, =R, e/ (9.5.13)
(Z_Rn PR o )(Z_Rn .e—./Qn) 72 —Rn€+‘jQ"Z—Rn€_jQ"Z+Rn e ‘R o
H(z)=b,- — T e O519)
(Z—Rp-e )(Z—Rp'e ) z°— pe z— pe z+ p.e . p.e
z'=Rz(e"™ +e ™)+ R, >-2R cos(Q )z+R’
H(z)=b, & JeR 2R cos(Q, )z R, (9.5.15)

.zz—sz(e+jQ”+e_jQ'”)+Rp2 o 22—2RPCOS(QP)Z+RPZ



6. Naloga

IzraCunajte koeficiente zareznega (notch) filtra, ki naj sluzi za izlo¢anje motenj s frekvenco 1 kHz.
Analogni signal vzor¢imo s frekvenco fg = 22050 Hz. Enosmerne signale mora filter prenaSati brez
dusenja. Pasovna $irina duSenja (-3 dB) je 100 Hz.

Resitev:

Zarezni filter popolnoma dusi doloceno frekvenéno komponento, ostale pa bolj ali manj dobro prepusca.

2 ¥
Q, T Q

Glede na frekvenco vzorcenja je potrebno frkvenco zareze preraCunati v diskretno frekvenco zareze.
Prav tako pasovno S§irino zareze.

Q, =272 9, 100HZ 6907, (9.6.1)
£ 722050 Hz

B, = 27r£ = 27r100—HZ =0,00907 7 (9.6.2)
£ 722050 Hz

Zarezo bomo dosegli tako, da bomo na enotsko kroznico v Z-ravnini postavili niclo pri frekvenci (kotu)
Q7. To povzroci odziv 0 pri tej frekvenci, pri ostalih pa odziv raste, ko se oddaljujemo od nicle.

Im )

Hw(.Q)

(X,Y.,2),(Wx, Wy, Wz) ]

Ker zelimo, da bi bil odziv pri ostalih frekvencah vsaj priblizno 1, postavimo v neposredno bliZino nicle
pol. Ce bi bila ni¢la in pol na istem mestu, bi se pokrajsala, in odziv bi bil povsod enak 1. Ce pol malo



odmaknemo od nicle, se sicer ne pokrajSata, vendar ¢e se dovolj odmaknemo od njiju po frekvencni osi,
je razdalja do njiju priblizno enaka, zato je vrednost odziva priblizno 1. Bolj blizu skupaj damo pol in
ni¢lo, manj se je treba odmakniti od zarezne frekvence, da pride odziv na priblizno 1.

(X,Y,2),(Wx, Wy, Wz) o

Pol blize nicle:

0.5 .

(X.Y,Z),(Wx, Wy, Wz) fo}



1z zgornjih slik je razvidno, da pasovno $irino dolo¢amo z oddaljenostjo pola od nicle. ZapiSimo enacbo
za amplitudo frekvencnega odziva vezja. Preoblikujmo jo tako, da bo primerna za primerjavo s sliko.

)| _lz-nllz-n]

o |z=pllz- P,

Zaradi boljSe preglednosti bomo od sedaj naprej zapis N(z) ali P(z) poenostavili v N ali P.

[# (@) =[#(2)

Nl (Z).NZ (Z) (9 6 3)

(2)-2(2)

| =| (Z—nl)(z—n2
=" (z-p)(z-p,

z=¢/?

NN,

9.6.4
PP (9.6.4)

[# (@)

Na spodnjih slikah je zaradi boljSe preglednosti prikazan samo I. kvadrant. Zato sta vidna le en pol in
ena nic¢la. Vsak kompleksni pol ali ni¢la imata svoj kompleksno konjugiran par, sicer koeficienti vezja
ne bi bili realni in tudi dobljeni signal ne bi bil realen. Para narisanega pola in ni¢le sta v III. Kvadrantu.

Na sliki je prikazan primer izraCuna
amplitude odziva sistema za eno
frekvenco. V tem primeru sta razdalji do
nicle in pola v III. Kvadrantu N, in P,
prakti¢no enaki zato ju lahko v enacbi
(9.6.3) pokrajSamo:

-

Tudi razdalji do nicle in pola v 1.
kvadrantu sta skoraj enaki, vendar je
razdalja P; vseeno malo vecja od N, zato
je odziv malo manjsi od 1.

Nl' 2
|H(Q) = X - M (9.6.5)




Ce radunamo odziv za frekvenco, ki je Im §
zelo blizu nicle n;, je N; veliko krajsi kot
Py, zato je odziv majhen. ]

Poiskati moramo tisto tocko, pri kateri
odziv upade za 3 dB, glede na normalen

odziv. To je za faktor 1/ V2.
=—== N (9.6.6)
i

‘H(QZ +&j
2 2

P=NA2 (9.6.7)

Ker sta ni¢la in pol zelo blizu skupaj, so
razdalje v primerjavi s kroznico zelo
majhne. Zato je kroznica skorajda ravna
¢rta in jo tudi obravnavamo kot ravno
Crto.

Oznacimo razdaljo med polom in niclo z

| 1’7€e

r. Ce raCunamo velikost odziva v tocki na kroznici, ki je za » oddaljena od nicle, je N; ravno r, razdalja

do pola Py pa Vr? + 7% = r+/2 . Torej je to to¢ka, kjer ojadenje pade za 3 dB.

Sedaj moramo le $e izraziti 7 s pasovno $irino, pa imamo vse podatke za zapis pozicij polov in nicel.

Obseg kroga izraCunamo z enacbo

0=2nR
Dolzino loka dolo¢enega kota pa kot
| = i R
2

Ker je to enotska kroznica, je polmer R enak 1, kot je B/2, r pa je iskana dolzina loka

> B, 0,009077 _0,00907

=0,00227
27 4 A

Sedaj lahko zapiSemo poloZzaje nicel in polov

n, =€’ =cos(Q,)* jsin(Q,)

P, =(1-r)e’™ =(1-r)cos(Q, )+ j(1-r)sin(Q,)

(9.6.8)

(9.6.9)

(9.6.10)

(9.6.11)
(9.6.12)



n, =0,9597+ ;0,2811
P, =0,9575% j0,2805

Iz nicel in polov izra¢unajmo koeficiente za shemo vezja.

() (z nl)(z nz) Zz—(l’l1+n2)Z+7’ll'7’lz 3 1—(711+nz)z_l+nlnzz_2

(z=p)(z=p,) Z2=(p+p)z+p-p, 1=(p+p,)z" +pp.z”

YZ)( ~(p+p,)z + P2 )—X(Z)(l—(m+n2)z‘1+nlnzz'2)

(
(z) X() (nl+n2) ()Z +nn, ()z’zJr(pl+p2)Y(z)z’1—plsz(z)z’2
Y(z)=X(2)-2cos(Q,) X (z) 2" + X (2) 2 +2(1-r)cos (9, ) ¥ (z) =" —(1- r)zY()

Y(z)=X(2)~1,9194- X (2)z" + X (2) 22 +1,9150- Y (2) 2™ ~0,9955-Y (z) 2"

Shema vezja:

e, ) [

(9.6.13)
(9.6.14)

(9.6.15)

(9.6.16)
(9.6.17)
(9.6.18)
(9.6.19)

oziroma
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