Analiza periodicnih signalov

Casovni potek perioditnega signala se zaéne po dolotenem &asu ponavljati:
z(t)=z(t+nT) V teR

pri tem je T perioda signala in n poljubno celo stevilo. Perioda signala dolota njegovd
osnovno frekvenco fy in osnovno krozno frekvenco wp: -

1 2T
f_T wo-—21rf——?

Periodi¢ni signal je v celoti dolo&en s potekom znotraj ene periode. Analizo periodicnih
signalov lahko zato omejimo na analizo ene periode.

2.1 Lastnosti periodiénih signalov

Periodi¢nemu signalu z(t) lahko dolo¢imo: srednjo a.h povpretno vrednost z(t), trenutno
mot p(t), povpretno mog p(t) in varianco ali povpre&no mot izmenitne komponente o2

z(t) = % /t t+Tx(t)dt=% /T x(t) dt (2.1)
pt) = 2*(t) (2-2)
() = -11—, / z?(t) dt (2.3)

i

o2 = (a()-30) = / (=) - =) at (2.4)



2.2 Korelacija in korelacijska funkcija periodiénih signalov

Korelacija je merilo podobnosti med dvema signaloma. Korelacija dveh signalov s
periodo T je definirana kot srednja vrednost njunega produkta:

Roy = 5000 = 7 [ 2@y dt (2.5)

Ce signala med seboj zamaknemo za spremenljiv ¢as 7, dobimo korelacijsko funkcijo,
ki je odvisna od zamika 7.

1 .-
Ruy(r) = SOWE+7) = 7 [ =(ue+7) e (26)
Poseben primer korelacije je avtokorelacija. Pri avtokorelaciji signal z(t) primer-
jamo s samim seboj. Avtokorelacija je enaka povpreéni moéi signala: :
_ 1 1 9  — '
- _1 =1 = 2.7
Ree =020 = 7 [ 2(0a(t)dt = 7 [ 20 =700 (27)
Poseben primer korelacijske funkcije je avtokorelacijska funkcija pri kateri primer-
jamo signal z(t) z njegovo zamaknjeno razlitico z(t + 7)
_ 1 \
Ree(7) =2z(t)z(t+7) = 7 T:x:(t)x(t +7)dt (2.8)
Avtokorelacijska funkcija ima naslednje lastnosti:
1. je periodi¢na s periodo T,
2. je soda funkcija,
3. maksimalno vrednost ima pri 7 = 0,

4. njena vrednost pri 7 = 0 je enaka povpretni moti signala.

Korelacija in avtokorelacija sta skalarja in ne signala. Korelacijska in avtoko-

relacijska funkcija pa sta funkciji odvisni od parametra 7 in ravno tako ne predstavljata
signala.



2.3 Razvoj periodiénega signala v Fourierovo vrsto

'Vse periodine signale, ki zadostijo Dirichletovemu pogoju [ |z(t)| dt < oo, lahko razvi-
jemo v Fourierovo vrsto:

o0
2(t) = 5+ Y (axcos(kunt) + brsin(luwnt)) (2.9)
k=1
Pri tem so koeficienti ay in by:
av= 2 [ o(t)cos(kwot) dt : (2.10)
k=7 | 2(t)cos(kwo :
2 .
_2 ; 2.11)
br T ‘/;. z(t)sin(kwot) dt (2.11)

V kompleksni obliki Fourierovo vrsto in koeficiente zapiéemb kot:

z(t) = i X [Kk]eiknt (2.12)
X =7 [, ateientat (2.13)

Kompleksni Fourierovi koeficienti z negativnim in pozitivnim vrednostmi indeksa k so
konjugirano kompleksne vrednosti X[—k] = X*[k]. Povezave med kompleksnimi in
realnimi Fourierovimi koeficienti so:
ax = X[k} + X[K] = X*[K] + X[k] = 2R(X[K])
b = X[—k] - X[k] = X*[k] — X[k] = —2X(X[k])
ax — jb
XK =19 %
ak + jbi

Kompleksne Fourierove koeficiente lahko zapisemo v polarni obliki:

k>0
k=0
k<O

X[k] = Ax[k]e’®x M
Ax[k]je amplitudni spekter, ®x[k] pa fazni spekter periodi¢nega signala.

Ax[H] = |X[K]| = /R2(X[K]) + S(Xk])

S(X[K])

O x[k] = arg(X[k]) = atanm



3 Analiza aperiodiénih signalov

V tem delu bomo obravnavali energijske aperiodi¢ne signale. To so vsi aperiodiéni
signali, ki imajo konéno energijo:

E,,:/oo z2(t)dt < 0o

3.1 Korelacija in korelacijska funkcija aperiodi¢nih signalov

Korelacija dveh aperiodiénih signalov je definirana kot integral njunega produkta:

o0
Boy= [ alty®)dt (3.)
(e <]
Ce signala med seboj zamaknemo za spremenljiv ¢as 7, dobimo korelacijsko funkcijo,
ki je odvisna od zamika . '
o0
Rey(r) = / z(t)y(t + 1) dt (3.2)
—-00

Poseben primer korelacije je avtokorelacija. Pri avtokorelaciji signal z(t) primer-
jamo s samim seboj. Avtokorelacija je enaka energiji signala:

Raw = /°° 2(B)a(t) dt = — / (&) = 5@ (3.3)
—00 T T
Poseben primer korelacijske funkcije je avtokorelacijska funkcija pri kateri primer-
jamo signal z(t) z njegovo zamaknjeno razlitico z(t + 7)

o0

Ras(r) = /  s(t)e(t+r)dt (3.4)

Avtokorelacijska funkcija ima naslednje lastnosti:
1. je soda funkcija,
2. maksimalno vrednost ima pri 7 = 0,

3. njena vrednost pri 7 = 0 je enaka energiji signala.

Korelacija in avtokorelacija sta skalarja in ne signala. Korelacijska in avtoko-
relacijska funkcija pa sta funkciji odvisni od parametra 7 in ravno tako ne predstavljata
signala.



3.2 Konvolucija aperiodi¢nih signalov

Konvolucija je korelacija signala z;(7) in &asovno obrnjenega signala z2(—7), ki je
zamaknjen za Cas t.

y(t) = f_ °:° 1 (7)za(t — 7) dr (3.5)

Rezultat konvolucije je ¢asovni signal. Pomen konvolucije in primer z resitvijo so
podrobneje predstavijeni v poglavju o prenosu signalov.

V izrazu (3.5) je na videz zamenjan pomen spremenljivk ¢ in 7 saj je 7 neodvisna
integracijska spremenljivka (€as) in ¢ parameter premika signala. 'V dosedanjih izrazih
je bil 7 vedno parameter (Zasovni premik). Ker pa je rezultat konvolucije tasovni signal
y(t), smo se odlo&ili za zamenjavo spremenljivk, da se rezultat Ze na prvi pogled loti od
rezultatov korelacijskih funkcij, ki niso ¢asovni signali ampak zgolj funkcije parametra
T.

¢



3.3 Gostota spektra aperiodiénih signalov

Fourierov transform (FT) aperiodi¢nega signala z(t) je podan z izrazom:

X(w)= - z(t)e 7t dt (3.6)

-0

Funkcijo X (w) imenujemo spektralna gostota signala. Signal z(t) lahko izratunamo iz
signala X (w) s pomogjo inverznega Fourierovega transforma (IFT), ki je podan
z izrazom:

qg:/wx@WM¢; (3.7)
—00
Funkciji z(t) in X (w) sta Fourierov par, kar zapiSemo kot z(t) « X (w).

S pomotjo FT in IFT lahko signal preslikamo iz ¢asovnega v frekventni prostor in
‘obratno. Zadosten pogoj za obstoj FT funkcije z(t) je:

o0
/lﬂm#<m
—00
FT signala z(t) je v splosnem kompleksna funkcija frekvence w
X(w) = R[X (w)] + 5S[X (w)]
ki jo labko zapiSemo tudi v polarni obliki:
X(w) = Ax(w)e/®x@)

kjer sta

Ax(w) = X (@)] = {/R2AX () + (X (@)
(X (w))
R(X (@)

Ax(w) imenujemo gostota amplitudnega spektra, ¢x(w) pa gostota faznega
spektra.

®x(w) = arg(X (w)) = atan



3.4 Lastnosti Fourierovega transforma

Ratunanje Fourierovega transforma neposredno po izrazu (3.6) kaj hitro postane (pre)zahtevno.
V veliko primerih lahko s pridom izkoristimo lastnosti Fourierovega transforma, ki nam
pomagajo po lazji in hitrej&i poti priti do rezultata.

Linearnost: za poljubni konstanti @ in b velja:

Flaz(t) + by(9)] = o Fla(t)] + bF [y (2)]

Teorem o spremembi merila: za realno konstant a # 0 in Fourierov par z(t) <
X (w) velja:

z(at) — %“X (—L:-)

Teorem o konjugirano kompleksnih funkcijah: z*(t) < X*(-w)
Teorem o &asovnem premiku: z(t —tg) < X (w)e 7%

Teorem o frekvenénem premiku: z(t)e 70 « X (w — wp)
Teorem o modulaciji: z(t)cos(wot) — —;—[X (w— wp) + X (w +wo)]

Teorem o odvodu po Casu: -d%t-)- o jwX(w)

Teorem o odvodu po frekvenci: —jtz(t) %w—)
Parsevalov izrek za aperiodiéne signale: govori o energiji signala W
W, = / z () dt = —/ |X (w)]? dw
—00 2r —00
FT korelacijske funkcije: kijer sta X(w) in Y (w) FT signalov z(t) in y(t)
Ray(t) & X* (W)Y (w)
FT avtokorelacijske funkcije: Rz (t) « X*(w)X (w) = | X (w)P

Teorem o Easovni konvoluciji: =z(t) * y(t) « X(w)Y(w)

. 1
Teorem o frekvenéni konvoluciji: z(t)y(t) < Zr_X (W) *Y(w)



FT realnih funkecij: &e je z(t) € R velja X (w) = X*(~w) in tudi:

Realni del FT realnega signala je realna soda funkcija RX(w)] = RX (—w)]
Imaginarni del FT realnega signala je reslna liha funkcija $X (w)] = ~SX (~w)]
Gostota amplitudnega spektra je soda funkcija Ax(w)} = Ax(—w)]

Gostota faznega spektra je liha funkcija & x(w)] = —~® x(~w)]

FT realnih sodih funkcij je realna soda funkcija.

FT realnih lihih funkcij je imaginarna liha funkcija.



4 Vzorcenje signalov

4.1 Idealno vzoréenje

V idealnem primeru zajame vzor&evalnik samo vrednosti signala v ekvidistanénih &asovnih
trenutkih. Model vzorcenja signala ponazarja slika 4.1. Proces vzorcenja lahko pred-

z(t) —— :(gf} — > 5

v(t)
‘g—t—Li)T t

Slika 4.1 - Vzor&enje signala.

stavimo kot mnozenje z vzorgevalno funkcijo vs(t), ki je sestavljena iz vsote ekvidis-
tanénih neskonéno ozkih impulzov :

vs(t) = &(t — nT) (4.1)
z5(t) = z(t)vs(t) = > x(nT)é(t — nT) (4.2)

4.2 Spekter vzorcenega signala

Vzor&evalno funkcijo vs(t) lahko s pomotjo Fourierove vrste predstavimo z neskonéno
vsoto harmonitnih signalov, ki imajo enako amplitudo:

vs(t) = i —;‘-ef’“"of (4.3)
k=-—00

Spekter idealno vzorZenega signala je zato vsota mnoZice premaknjenih spektrov orig-
inalnega signala in ima periodi¢en potek:

1 e o]
Xs(w) = T Z X(w+ kw) (4.4)
k=—00

Popolna rekonstrukeija signala na osnovi vzorcev je mozna le v primeru, &e je spekter
signala pred vzorCenjem frekvenéno omejen: w,y < %wo. Natanéno rekonstrukcijo
signala dobimo, &e vzoréeni signal vodimo skozi idealno nizko sito z mejno frekvenco
1
3wo-



5 Filtriranje signalov

Prenosni komunikacijski kanali se v mnogo primerih lahko obravnavajo kot linearni
in €asovno nespremenljivi sistemi. Linearni sistem z enim vhodom in enim izhodom
imenujemo tudi filter ali sito. Zanima nas predvsem karakteristika prenosnega kanala

z(t) y(t) X(w) Y{mj
— h(t) > — H(o)

Slika 5.1 — Model linearnega prenosnega kanala

v eni smeri, kot ponazarja slika 5.1.

5.1 Sistemska funkcija
Povezavo med izhodom in vhodom linearnega sistema je popolnoma dolo¢ena s sistem-
sko funkcijo h(t). Sistemska funkcija h(t) je odziv sistema na neskonéno ozek impulz

4(t). Odziv Easovno nespremenljivega linearnega sistema je enak konvoluciji signala na
vhodu s sistemsko funkcijo h(t) in ga lahko ratunamo na dva natina:

y(t) = z(t) * h(t) = /_ * 2(r)h(t - T)dr (5.1)
y(t) = h(t) xz(t) = / h(T)z(t — 7)dr (5.2)

5.2 Prevajalna funkcija sistema

Lastnosti linearnega sistema v frekventnem prostoru popolnoma dolota prevajalna
funkcija H(w), ki je Fourierov transform sistemske funkcije:

o0
Hw)= / h(t)e **dt (5.3)
00 .
Prevajalna funkcija opisuje filtrske lastnosti sistema, saj podaja razmerja amplitud in
faz posameznih frekvenénih komponent med izhodom in vhodom linearnega sistema:

Y(w)

H(w) = m (5.4)



Amplitudni potek prévajalne funkcije A(w) dolota ojatanje amplitud, fazni potek ®(w)
pa dolota razliko faze med izhodom in vhodom pri izbrani frekvenci:

Y H o = @)
?(w) = arg(H(w)) = arg(Y (w)) — arg(X (w)) (5.6)

Prevajalno funkcijo prenosnega telekomunikacijskega kanala imenujemo tudi prenosna
funkcija. Prenosni kanali slabijo signal, zato namesto amplitudnega poteka pogosto
podajamo logaritemski potek slabljenja prenosne karakteristike:

a(w)[dB] = —20log |H(w)| (6.7
5.3 Racunanje odziva linearnega sistema

Primer: Podana sta signal na vhodu z(t) in sistemska funkcija sita h(t):

2(f) = V(U(t) - Ut~ Ty)) (5.8)
h(t) = U(t)wpe™* (5.9)
Razmere podaja slika 5.2.
z(t)
|4
5 T >t
h(t)
T\ > {
0

Slika 5.2 — Signal na vhodu sita in sistemska funkcija sita.

Resitev: Odziv sita za signal na vhodu z(t) izratunamo s konvolucijo:

y(t) = k) xa(t) = |

o0

z(t — 7)h(T)dT (5.10)

Rezultat konvolucije ima tri segmentne. V prvem segmentu, ki ga dolota obmotje
vrednosti ¢ < 0, je vrednost odziva enaka ni¢. Na levi sliki 5.3 je prikazan potek
obeh funkcij v enacbi 5.10 za primer 0 < ¢ < Tj, desno pa za primer ¢ > T,,. Produkt
sistemske funkcije in premaknjenega zrcaljenega poteka vhodnega signala ima v drugem
segmentu od ni¢ razli¢no vrednost le v obmo&ju med 7 = 0 in 7 = ¢, kar upoStevamo v
mejah integracije:

y(t) = /: Vh(r)dr = V(1 — e™*0%). (6.11)



A A

a:(-1:+t)\h(t) z(-T+t h(t)

\_ T T
0 t - 0 +Tp t
<T, T,

’

Slika 5.3 — Prekrivanje signalov pri radunanju konvolucije.
V tretjem segmentu upostevamo premik vhodnega signala v spremenjenih mejah inte-
gracije:

t
y(t) = /t i Vh(r)dr =V (e~olt=Tp) —g-wot) (5.12)
—4ip

Resitev: Nalogo lahko resimo tudi s pomoéjo teorema o superpoziciji. Signal (5.8) je
sestavljen iz dveh stopnitastih signalov U(t). Ker je sistem linearen, lahko tudi signal
na izhodu sestavimo iz odzivov stopnitastih signalov s(t). Ce oznatimo z s(t) odziv
sistema na enotino stopnico, potem je signal na izhodu enak:

y(t) = V(s(t) — s(t — Tp)) (5.13)
Odziv sistema na enotino stopnico ra¢unamo s konvolucijo:

t
s(t) =h@®)+U(t) = / h(r)dr = U(t)(1 — e~ot) (5.14)
4 0
Potek signala na izhodu sita podaja slika5.4.
y(t)
{ ] —> t
0 T,

4

Slika 5.4 — Potek signala na izhodu sita.



6 Verjetnostne porazdelitve signalov

Iz Casovnega poteka signala lahko poleg spektra ugotavljamo tudi lastnost verjetnos-
tne porazdelitve po vrednosti. Verjetnostno porazdelitev nas najvetkrat zanimajo za
nakljuéne signale, vEasih pa tudi za perioditne signale. Porazdelitev verjetnosti je
diskretna ali pa zvezna, odvisno od zaloge vrednosti signala.

6.1 Diskretne porazdelitve

Porazdelitev verjetnosti je diskretna, Ge je zaloga vrednosti sestavljena iz mnozice totk.
Signali z omejenim Stevilom vrednosti imajo diskretno verjetnostno porazdelitev:

P(z = z;) = Pi] (6.1)

Iz verjetnostne porazdelitve lahko izratunamo razli¢ne statistitne parametre. Pncakovana
vrednost signala je enaka srednji ali povpreéni vrednosti:

T=)  ziPli, (6.2)
i
Pritakovana ali srednja vrednost kvadrata signala je enaka povpretni moti signala:
22 = Y 2?P,i] (6:3)
i
Varianca signala je srednje kvadratitno odstopanje od srednje vrednosti signala:

=) (zi — T)*Pld] (6.4)

Primer Periodicni niz pravokotnih impulzov, ki ga podaja slika 2.1, ima samo dve
razliéni vrednosti: 0 in A. Porazdelitev verjetnosti je dolotena s relativnim Casom
trajanja impulza:

T-71

Pj0]=P(z=0)="— (6.5)
ﬂM:P@=M=% (6.6)

Diskretno porazdelitev ima tudi nakljuéni stopnicasti signal, ki ga ponazarja slika 7.2.



6.2 Zvezne porazdelitve

Kadar je v zalogi vrednosti neskonéno vrednosti na dolo¢enem intervalu, je porazdelitev
zvezna. Zvezna porazdelitev je predstavljena s funkcijo gostote verjetnosti p.(x).
Funkcija gostote verjetnosti je vedno pozitivna funkcija s ploséino 1:

Lo:o pz(z)dz =1 (6.7)

Verjetnost nastopanja vrednosti signala na dolotenem intervalu je dologena z inte-
gralom funkcije gostote verjetnosti:

P(wl <zT < x:9)= /:2 Pz(z)dx (6.8)

Najvetkrat nas zanima kumulativna vérjetnbst, ki predstavlja ve‘rjetnést, da je vrednost
signala manj3a od doloéene mejne vrednosti x = z,:

Fo(tm) = P(z < ) = [: pz(z)dx (6.9)

S pomogjo funkcije porazdelitve gostote verjetnosti p,(x) lahko izrazimo srednjo vred-
nost signala T, povpretno mot signala z2 in varianco signala o2:

T = _;o zp,(x)dx (6.10)>
2= /jo ©?p,(x)dz (6.11)
ol = LZ(::: —E)?p(x)dz (6.12)

Primer Iz ¢asovnega poteka trikotnega signala, ki prehaja po vrednosti med x = —A
in z = A lahko ugotovimo enakomerno porazdelitev verjetnosti p,(z) = ;. Mo¢ trikot-
nega signala lahko izrafunamo na osnovi funkcije gostote verjetnostne porazdelitve po
enacbi 6.11:

f——/w 22 (w)dx——l—/A 22z = ~ A (6.13)
2 o Pz 24 | 4 3 .

6.2.1 Gaussova porazdelitev

Nekateri motilni signali v komunikacijah imajo porazdelitev gostote verjetnosti zelo
podobno Gaussovi porazdelitvi. Razlog za to je potrebno pripisati dejstvu, da so taksni
signali pridobljeni s se$tevanjem velikega 3tevila neodvisnih komponent. Termicni
gum je posledica izjemno velikega stevila izvorov (elektronov), zato ima Gaussovo po-

razdelitev amplitude. Gaussova ali normalna porazdelitev je podana z eksponentnim
potekom:

Pa() = e 2 (6.14)

2no

x



" Px(z)

/

| | 1

1 i I —>
x

17-20 X )_(+0 )—(-+2c

Slika 6.1 — Gaussova ali normalna porazdelitev gostote verjetnosti

Potek Gaussove porazdelitve je prikazan na sliki 6.1. Doloéata ga srédnja vrednost &
in varianca o2.

Verjetnost, da signal z zavzame vrednost na simetricnem intervalu okoli srednje
vrednosti med ¥ — ko, in Z + ko, lahko izrazimo po parametru k s pomogjo dveh
sorodnih funkcij:

P(E—kop <z <F + ko) = B(k) = erf( %) (6.15)

Funkcijo (k) imenujemo verjetnostni integral, erf(k) pa je funkcija napake. Parameter
k podaja normirani odmik mejne vrednosti x,, od srednje vrednosti =:

zm“.x-
k=
Oz

(6.16)

Gaussov verjetnostni integral je izratunljiv numeriéno. Njegove vrednosti za nekatere
konstante k so podane v tabeli.

R0

0,5 | 0,3829
1,0 | 0,6827
1,5 | 0,8664
2,0 | 0,9545
2,5 | 0,9876
3,0 | 0,9973
3,5 | 0,99953
4,0 | 0,99994




7 Analiza naklju¢nih signalov

Periodiéni in aperiodi¢ni signali imajo dolo¢en €asovni potek. Pri nakljuénih signalih
tasovni potek ni dologen, poznamo pa nekatere statistiéne lastnosti.

7.1 Avtokorelacijska funkcija nakljuénega signala
Povpre¢na mot¢ nakljuénega signala je definirana z izrazom:
1 (3
poves SED | 2
207 = Jim = /_ =0t (7.1)
Nakljutni signal ima definirano tudi avtokorelacijsko funkcijo:
rz2(7) = lim 1 / i z(t)z(t + 7)dt. (7.2)
* T—oo T —§ i

Avtokorelacijska funkcija je podobno kot pri periodi¢nih signalih soda funkcija in vred-
nost avtokorelacijske funkcije pri odmiku 7 = 0 je enaka mo¢i signala:

r2z(0) = z(t)%. (7.3)
7.2 Moénostni spekter naklju¢nega signala
Motnostni spekter naklju¢nega signala je Fourierov transform avtokorelacijske funkcije.

Ker je avtokorelacijska funkcija realna in soda funkcija ¢asa, je moénostni spekter soda
in realna funkcija frekvence:

Su(w) = / : rea(t)e*tdt = 2 fﬁ * rea(t) cos (wt)dt (7.4)

Tudi za naklju¢ne signale velja Parsevalov izrek, ki dolo¢a povpreénd moé v frekvenénem
prostoru:

2 = 5 _: Sa(w)dw (7.5)

7.3 Filtriranje nakljuénega signala

Mognostni spekter nakljuénega signala se po prehodu signala skozi linearni sistem spre-
meni, kot ponazarja slika 7.1. Spekter nakljuénega signala na izhodu linearnega signala



S.(w)

H)

|, 5,@)

Slika 7.1 - Filtriranje naklju¢nega signala

s prevajalno funkcijo H(w) je enak:

Sy(w) = Sa(w) | Hw)I* (7.6)

Motnostni spekter naklju€nega signala se po prevajanju skozi linearni sistem mnoZi s
kvadratom absolutne vrednosti prevajalne funkcije.



8 Prenos diskretnih signalov

8.1 Simbolna frekvenca

V digitalnih komunikacijah prenasamo zaporedja simbolov, ki si sledijo v enakomernem
tasovnem razmiku T,. Simboli so izbrani signali impulzne oblike z omejenim ¢asom
trajanja. Frekvenco oddajanja simbolov i imenujemo simbolna frekvenca:

fo=7 (8.1)

8.2 Intersimbolna interferenca

Po prehodu simbolov preko kanala se signali popagijo. Zaradi razprsitve signala ali
raztega po Casovni osi nastopi prekrivanje signalov v sprejemniku. Posledica je motnja
med simboli, ki jo imenujemo intersimbolna interferenca. Za analizo uéinka prekrivanja
impulzov uporabimo model prenosnega sistema, ki ga podaja slika 8.1.

o] 0 i)
5‘ lgn;pnzrlzant:” " ha(t) _'A h(t) '-' h..(t) }-—> vzorgevalnik

i/

oddajnik ! kanal sprejemnik
Slika 8.1 — Prenos diskretnih signalov

V oddajniku se na osnovi diskretnega niza §tevil z[n] generira uteZeni niz § impulzov:

9(t) = >_ 2[n)(t — nT:) (8:2)

n
Obliko impulzov dolota sistemska funkcija oddajnega sita hos(t), vpliv kanala pa dolota
sistemska funkcija kanala hy(t). Vsak sprejemnik mora zaradi 5uma na kanalu imeti na

vhodu tudi sprejemno sito z doloéeno sistemsko funkcijo h,s(t). Signal prehaja skozi vsa
tri sita, zato velikost intersimbolne interference izrazimo na podlagi skupne sistemske
funkcije oddajnega sita, kanala in sprejemnega sita:

h(t) = hos () * hie(2) * hs(t) (8-3)



Signal pred vzoréevalnikom v sprejemniku izrazimo s skupno sistemsko funkcijo:
y(t) = Y slnlh(t - nTy) (8.4)
n

Na izhodu vzoréevalnika dobimo niz vzorcev y,[m]: -

n

Yo[m] = y(mT, + t0) = Y _ z[n]h((m—n)T, +to) = Y z[m —nlh(nT + ) (8.5)

Zakasnitev tg prilagodimo tako, da zajamemo maksimalne vrednosti odziva. Vrednost

vzorca Yu[m] ni odvisna samo od Zelenega simbola z[n = m], pa¢ pa tudi od vseh
sosednih simbolov:

wlm] = z[m]h(to) + Y z[m — nlh(nTs + o) (8.6)

Drugi ¢len v ena&bi 8.6 je motnja, ki jo imenujemo intersimbolna interferenca.

8.3 Nyquistov kriterij za prenos brez ISI

Intersimbolne interference ne bo le v primeru, ¢e je drugi &len v enatbi 8.6 vedno enak
nié. Pogoj imenujemo. Nyquistov kriterij za prenos brez intersimbolne interference:

h(nT, +to) = K6[n] ®.7)

V frekvenénem prostoru lahko izrazimo isti pogoj za vzoréeno skupno prevajalno
funkcijo Hs(w), ki je Fourierov par vzoréenemu impulznemu odzivu hs(t) = Ko(t).
Vzoréena skupna prevajalna funkcija sistema, ki ne vnasa intersimbolne interference
mora biti konstanta:

Hs(w) = —,}, Y H(w—kws) = K (8.8)
k

8.3.1 Minimalni frekvenéni pas

Obstaja neskon&no mnogo prevajalnih funkcij H (w), ki izpolnjujejo kriterij 8.8. NajoZji
frekventni pas ima funkdija idealnega nizkega sita z mejno frekvenco wzy = jws. Za
prenos znakov f, znakov v sekundi teoretitno potrebujemo najmanj f,g = % fs 8irok
frekventni pas. Polovicosimbolne frekvence zato imenujemo tudi Nyquistova frekvenca:

In= ‘%fs
8.3.2 Naértovanje skupne prenosne prevajalne funkcije

Pri naértovanju oddajnega in sprejemnega sita se pogosto uporablja druZino funkcij
dvignjenega kosinusa, ki izpolnjujejo pogoj za prenos brez intersimbolne interference.

1, za 0 < |w| < wn(l —a)
Hpo(w) = { L +eos(E(2l-(1~a)), zawn(l—a)<|w[<wn(l+a)
0, za jw] > wy(l+ @)

(8.9)
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Slika 8.2 — Prevajalne funkcije dvignjenega kosinusa

Poteke funkcij dvignjenega kosinusa 8.9 podaja slika 8.2. Parameter o doloéa frekvenéno

sirino skupne prevajalne funkcije in se lahko nahaja v obmoé&ju med 0 in 1. Idealno

nizko sito je poseben primer funkcije 8.9 pri vrednosti a = 0. Fourierovi transformi

prevajalnih funkcu 8.9 izpolnjujejo pogOJ 8.7, zato th 1menujemo tud1 Nyquistovi im-
ulzi:

P sm(th) cos(ath)

(8.10)



9 Kodiranje informacij

9.1 Dogodek in informacija

Izhajamo iz definicije za mero informacije, ki jo je prvi podal C.E. Shannon:

I(a) = log, P_(lcﬁ < SENCRY

Definicija 9.1 izhaja iz temeljnih ugotovitev: informacija o dogodku o je obratno so-
razmerna verjetnosti dogodka in informacije o neodvisnih dogodkih se sestevajo.

Za primer vzemimo metanje kocke: vsak met kocke tako nosi log,(6) bitov infor-
macije in zaporedje N metov kocke, ki ga lahko predstavimo kot nakljuéni niz NV stevil
€ (1..6) . Zaporedje metov kocke nosi N logy(6) = 2.58N bitov informacije.

9.2 Entropija izvora

Komunikacijski izvor oddaja zaporedje neodvisnih simbolov, ki imajo razliéno verjet-
nost nastopanja, zato so tudi informacije o simbolih med seboj razlitne. Zanima nas
predvsem povprecna informacija, ki jo imenujemo entropija izvora:

H = T(os) = 3 (o) log -,;(1;5 (9.2)

Za primer procesa metanja poStene kocke je povpretna informacija o metu enaka
posamiénim informacijam: H = 2.58bit.

9.3 Izvorno kodiranje in redundanca

Teorem o izvornem kodiranju dolo¢a minimalno dolzino zapisa informacije na izvoru.
Vsako zaporedje znakov je mogoce brez izgube informacije kodirati v novo zaporedje
bitov tako, da povpreéno 5tevilo bitov ni manjse od entropije niza znakov. Povpreéna
dolzina kode na izhodu kodirniks. je torej lahko veéja ali enaka entropiji izvora. Razliko
med povprecno dolzino kode in entropijo imenujemo tudi redundanca R:

H
=1—-— 9.3
B ©3)
Ce na primer vsak met kocke namesto z log, 6 kodiramo s tremi biti , je redundanca
na izhodu kodirnika priblizno 13.8 odstotka. Entropijsko kodiranje uporablja princip
dodeljevanja dolzine kode simbolov v sorazmerju z informacijo, ki jo simbol nosi. Primer
entropijskega kodiranja je Huffmanovo kodiranje.



9.4 MHuffmanova koda

Ideja: Simbolu z najvetjo informacijo (najmanjso verjetnostjo) priredimo najdaljso
kodo in obratno. Postopek dodeljevanja kod je sledeé:

1. Simbole uredimo glede na njihovo pogostnost (verjetnost),
2. simboloma z najmanjso verjetnostjo pripisemo vrednosti 0 in 1,

3. ta dva simbola zdruzimo v nov simbol z verjetnostjo, ki je vsota verjetnosti
zdruZenih simbolov,

4. postopek ponavljamo, dokler nam ne ostaneta le e dva simbola.

Kodo za vsak simbol dobimo, tako da v obratnem vrstnem redu preberemo za-
poredje bitnih vrednosti, ki smo mu jih dodeljevali v postopku zdruZevanja. Postopek
je najlaze ponazoriti na primeru.

Primer: Doloéi Huffmanovo kodo, izratunaj povpreéno dolzino Huffmanove kode in
entropijo izvora.

!

Simbol | Verjetnost
S0 0,15
S1 0,2
S2 0,5
s3 0,1
S4 0,05

Simbole najprej uredimo glede na njihovo verjetnost, od simbola z najvetjo ver-
jetnostjo, do simbola z najmanj3o verjetnostjo. Sledimo zgoraj opisanemu postopku
zdruZevanja simbolov, ki je prikazan na sliki 9.1. Na koncu preberemo kode simbolov
in jih zapiSemo v tabelo. Dobimo:

Slika 9.1 — Postopek dolo¢anja Huffmanove kode



Simbol } Verjetnost { Koda
Sg 0,15 001
81 0,2 01
892 0,5 1
83 0,1 0000
84 0,05 0001

Na sliki 9.1 je prikazano tudi dolo¢anje kode dveh simbolov. Ce sledimo poti sim-
bolov s3 in s4, vidimo da preberemo kodo posameznega simbola od zadaj naprej (v

smeri puitice).

Huffmanova koda ima dve variaciji, ki se med seboj lotita glede na to kako uredimo
zdruZene simbole z enako verjetnostjo. V zgornjem primeru smo zdruZeno verjetnost
vedno uvrstili nad preneseno verjetnost nezdruZenega simbola. Na primer, ko smo
zdruzili simbola s3 in s4, smo zdruZeno verjetnost 0,15 uvrstili nad simbol sg z enako
verjetnostjo. V spodnjem primeru pa naredimo ravno obratno. Slika 9.2 prikazuje
drugo variacijo, tabela pod njo pa pripadajote Huffmanove kode. Obe variaciji sta si

enakovredni.

05 —> 05 —> 05 ——> 0,5

02 —>» 0,2

0,15—> 0,15

0,1
0,05

0,15

ST

N

Slika 9.2 - Postopek dolo®anja Huffmanove kode - variacija 2

Simbol { Verjetnost | Koda
80 0,15 100
81 0,2 11
89 0,5 0
83 0,1 1010
84 0,05 1011

Povpretna dolzina kode je podana z izrazom:

Z = ZP(S,‘)L,’

kjer je P(s,) verjetnost pojavljanja simbola s; in L; njegova dolZina v bitih. Za na
primer je L = 1,95 bitov. Izraéunajmo e entropijo izvora, ki je podana kot:

H= ; P(s;)log, (T’(ls:j)

in je za na$ primer H = 1,92. Vidimo, da je povpreéna dolzina Huffmanove kode zgolj
za 0,03 ali 1,6 % vetja od entropije izvora.



10 Prenos informacij

10.1 Kapaciteta komunikacijskega kanala

Kapaciteta komunikacijskega kanala je maksimalna povpretna vzajemna informacija
med izhodom in vhodom, kar ustreza koli¢ini mformam_]e, ki jo je kanal sposoben pren-
esti brez izgub. . o

10.1.1 Binarni simetri¢ni kanal

Najbolj preprost model informacijskega kanala je binarni simetriéni kanal (BSK), ki ga
podaja graf na sliki 10.1. Kapaciteto kanala ugotavljamoz analizo vzajemne informacije

1 'pu
1 1
p e
X o, Y
0 0
I-p,

Slike. 10.1 — Model binarnega simetricnega kanala

med izhodom in vhodom kanala. Povzemimo le rezultat analize, ki je podana v uébeniku
Osnove telekomunikacij.

C(pe) = (1 — pe) loga(2(1 - pe)) + plogy(2pe) (10.1)

Kapaciteta BSK podaja teoreti¢tno maksimalno preneseno informacijo za primer mak-
simalne entropije na vhodu kanala. Binarna spremenljivka na vhodu mora torej imeti

enakomerno porazdelitev verjetnosti obeh simbolov. Najveéja kapaciteta BSK je en bit
za vsak oddani znak.

Primer: Pri prenosu niza binarnih znakov nastopajo napake z verjetnostjo pe =
T(liﬁ- Predpostavimo, da je model prenosnega kanala BSK z enakomerno porazdelitvijo
vhodne spremenljivke. Koliko informacije dobimo na izhodu kanala po prenosu vsakih
N=1000 znakov ?

Resitev: Vsak znak na vhodu nosi povpretno en bit informacije. Na vsakih 1000
znakov je povprecno 10 znakov prenesenih z napako. Po enatbi 10.1 izratunamo ka-
paciteto BSK kanala za dani primer verjetnosti napak: C(p.) = 0.919bit. Zaporedje
1000 znakov prenese po kanalu povpreéno najvet 919 bitov informacije.



10.1.2 Gaussov kanal

Pri obravnavi lastnosti fizikalnega komunikacijskega kanala je Sum na kanalu zvezna
spremenljivka. Najbolj pogost model zveznega kanala, ki omogoéa analizo vpliva Suma
je Gaussov komunikacijski kanal, ki ga ponazarja slika 10.2. Signalu oddajnika z se na

nfi]
zfi] yli/
Slika 10.2 — Model Gaussovega kanala

kanalu priSteva Sum z Gaussovo verjetnostno porazdelitvijo. Izraéun vzajemne infor-
macije temelji na poznavanju verjetnostnih porazdelitev spremenljivk na vhodu in na
izhodu kanala, ter pogojne verjetnosti py(, y), ki imajo vse Gaussovo porazdelitev.
Maksimalna vzajemna informacija je doseZena pri pogoju maksimalne entropije na
vhodu in ravno Gaussova nakljuéna spremenljivka najvecje razmerje med entropijo in
mo&jo. Kapaciteta Gaussovega kanala je dolotena z razmerjem mogi signala o2 in mogi

Suma o2:

¢ = Llog,(1+ %) (10.2)
2 o2 o?

Na danem kanalu se pri pogoju 02 >> 02 kapaciteta povetuje logaritemsko z mogjo-
signala oddajnika. Ce Zelimo povetati kapaciteto za en bit, moramo Stirikrat povecati
mot¢ oddajnika.

Primer: Kak3en mora biti signal na vhodu Gaussovega kanala z varianco suma o2 = 1
, ¢e zelimo, da je kapaciteta kanala C = 2bit.

Resitev: Kabaciteta kanala je odvisna od mo&i vhodnega signala. Vhodni signal

mora imeti Gaussovo porazdelitev, potrebno mot pa lahko izrazimo iz povezave po
enacbi 10.2:

02 =02(2%¢ — 1) = 1502 (10.3)

Ugotovimo lahko, da mora biti za dani primer mo& vhodnega signala petnajstkrat

vetja od moti suma, poleg tega pa mora vhodni signal imeti normalno porazdelitev
verjetnosti. '

10.2 Maksimalni informacijski pretok
Kapaciteta kanala po enatbi 10.2 podaja maksimalno Stevilo bitov, ki jih je preko
kanala mogote prenesti povpreéno z enim znakom. Maksimalni informacijski pretok je

produkt kapacitete kanala in maksimalne simbolne hitrosti:

P o= Cfsmax (104)



Ce zelimo dodati &asovno dimenzijo pri ocenjevanju zmogljivosti kanala pri prenosu
v osnovnem pasu, moramo upostevati Se omejitev za prenos brez intersimbolne inter-
ference. V skladu z Nyquistovim kriterijem simbolna hitrost ne more biti ve&ja od
dvakratne pasovne irine kanala B:

fsmaz = 2B (10.5)

Maksimalni informacijski pretok po kanalu dobimo z upostevanjem 10.2 in 10.5 v enaébi
10.4:

2
r = Blogy(1+ =%) (10.6)
an

Rezultat velja ob upostevanju pogoja, da je razmerje med gostoto signala in gostoto
Suma konstantno:
Sw) _o2

N " (10.7)



