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» Regresija vs Razvrscanju

* Linearni Modeli za razvrscanje

* Pretvarjanje verjetnostne regresije v
razvrscanje

* Trije razredi klasifikacijskih modelov



Regresija vs Klasifikacijl

* Regresija:
— dodeli vhodni vektor x eni ali veC zveznim ciljnim
spremenljivkam t

 Klasifikacija:

— dodeli vhodni vektor x enemu od K diskretnih
razredov Ck, k=1, ... K.

* Regresija razvrscanja:
— Diskretni razredi so urejeni



Linearni modeli razvrscanja

Skupni scenarij: razredi predstavljajo razcClenitev
Vhodni prostor je razdeljen na odlocCitvene regije

Linearni model ravnin odloCanja je linearna
funkcija vhoda x

— D-1 dim. Hiperravnina znotraj D dim. vhodnega prostora

Podatkovni nizi, katerih razredi so lo¢eni z
linernimi loc¢evalnimi ravninami so — Linearno
locCljivi podatki



Verjetnostni modeli:
Pretvarjanje regresije na izhod razreda

« Ciljne spremenljivke t predstavljajo razrede oznak

* Binarni razred predstavitev je najbolj primeren za
verjetnostne modele
- Dvarazreda:te€ {0, 1}, t=1 predstavljaci,t=0 predstavlja
razred c2
- Tolmacenje vrednosti t kot verjetnosti, da je razred c1

- Verjetnost zavzema ekstremni vrednosti 0 in 1
- Za K> 2 - uporabimo 1-od-K kodirno shemo.

* Npr. K =5, vzorec razreda 2 ima ciljni vektort= (0, 1, 0, 0, 0)T
* Vrednost t, razlagamo kot verjetnost razreda C,



Dva pristopa k klasifikacliji

1. Diskriminantna funkcija

— Direktno dodeli x dolo¢enemu razredu
* npr. Perceptron,

2. Verjetnostni Model

— Model p(C, / x) v fazi sklepanja (neposredno ali p(x |C,))
— Uporabimo ga za optimalno odlocCitev

LoCevanje s sklepanjem je boljse:

* zmanjsuje tveganja (izgubo funkcijo lahko spremeni v finanCnno app)
» ZavraCa opcije (zmanjSanje priCakovane izgube)

« Kompenzira neuravnotezenost podatkov

- Uporaba spremenjenih in uravnotezenih podatkov & skaliranje po razredih -
frakcijah

« Zdruzevanje modelov



Dva pristopa k klasifikacijl

Modeliramo p(Ck/x) v fazi sklepanja in ga
uporabimo za optimalno odloCanje

Poznamo dva pristopa racunanja p(Ck/x)

— Generativnl - razmnozevalen

— Modelira razred pogojne gostote p(x|Ck) skupaj s priorno
(predhodno) verjetnostjo p(Cx)
— Nato uporabi Bayesovo pravilo za izraCun posteriorne verjetnosti

P(Ck|x) = p(X|Cr)p(Cr)/p(x)
— Diskriminativni — razlo¢evalen

— Neposreden model pogojne verjetnosti p(Ck|X)



Pretvorba linearnega regresijskega
modela v linearni klasifikator

 Linearni regresijski model y(x,w) je linearna
funkcija parametrov w

* V enostavnejsem primeru je tudi linearna
funkcija spremenljivke x

— torej je oblike Y(X)=wTx+w,
 Za klasifikacijo zelimo pridobiti diskretne
izhod ali zadnji verjetnosti v obmocju (0,1)
» Uporabimo posplositev modela

y(x)=f(w'x+wj )



Posplosen linearni model

f(.) Je znana aktivacijska funkcija

Povrsina odloCanja zadoscCa izrazoma
y(x)=constant ali w'x+w,=constant

Meje odloCanja so linearne, tudi Ce je npr. f(.)
nelinearna funkcija

Zato ga imenujemo splosen linearni model

Vendar ni veC dolgo linearen po parametru w
zaradi prisotnosti f(.)

— Omogoc€a kompleksnejSe modele razvrS€anja kot pa regresija



Pregled linearnih razvrscevalnikov -
klasifikatorjev

1. Discriminantne funkcije

— dvo in vec vrstne (Linear discriminant analysis-LDA)
— razvrscanje z metodo najmansih kvadratov

— Fisherjeva linearna discriminantna analiza

— Algoritem Perceptron

2. Verjetnostni generativni- razmnozevalni modeli

— Zveznost vhodov in maksimalna verjetnost
— Diskretni vhodi, eksponentna rast

3. Verjetnostni diskriminativni model
 — LogistiCna regresija za enojne in veCkratne razrede
 — Laplaceova aproksimacija

« — Bayesova logistiCnha regresija



Nadaljevanje

* Linearne Diskriminantne Funkcije

— Definicije (2-razreda), Geometrija
— Generalizacija za razrede K> 2

* Metode ucCenja parametrov

1. Klasifikacija z metodo najmanjSih kvadratov

2. Fisher jeva Linearna metoda diskriminacije
3. Perceptroni
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Diskriminantna Funkcija

Vhodnemu vektorju x dodelimo enega od
razredov — grozdov K

Oznacimo ga s Ck

Omejimo se le na linearno diskriminacijo

— odlocCitvene povrsine so hiperravnine
Naj prej vzemimo K = 2, kasnheje pa
razsirimo stevilo razredov- grozdov na
K>2
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Vec razredov z dvema diskriminantnima
funkcijama

Poskus razvrSC€anja v K razredov; Vec diskriminantnih premic vodi v
nejasne regije (prikazana v zeleni barvi). Na levi je primer, ki
ponazarja diskriminantni funkciji, ki omogocCata razlikovanje dveh tocCk
v razredu Ck od tock, ki niso v razredu Ck. Na desni je primer, ki
vkljuCuje tri diskriminantne funkcije vsaka posamezno loCuje par

razredov Cj in Ck. 12



Geometrija Linearnih Diskriminantnih Funkcij

&
y >0 L2

Dva razreda linearnih " . z,
;).r < :

diskriminantnih funkcij: Ra
y(X) = w' X + w
W je wT vektor in W, je odmik - bias

Naj bo X element C1¢e y(X) >0
drugacCe C2

Mejo doloCay(x) =0
w doloCa orientacijo povrsine

Ker je WT(X,-Xg)=0, je W pravokoten na vsal
Ko je y(x)=0 tedaj w, doloCa razdaljo od izhodiSCa do povrsine
WTx/|[wl| = —wl|[w]|
y(X) podaja vrednost pravokotne razdalje r toCke x do decezijske ravnine,
r=y(x) /l{wl|
Ce vpeliemo kompaktnej$o predstavitev, uporabimo vrednost Xo=1in
@ =(Wy,w) tedeaj je  y(X) = 0™

— V tem primeru prehaja D dimenzionalna hyperravnina skozi izhodiSCe D+1

dimenzionalnega razSirjenega prostora 14



Veckratni razredi s K diskriminantami

Vzemimo enostavno K razredno diskriminanto oblike
Yi(X) = Wl X + w,q
Dodelimo toCko x razredu Ck Ce y,(x) >yj (x) for all j # £

Odlocitvena meja med razredoma Ck in Cj je podana z
yi(X) =y (X)

— ki pripada D — I dimensionalni hiperravnini doloceni z

— (W = wy)" X+ (W= wjo) =0

— Vidimo isto obliko kot v primeru 2 razredov

wTx + w,=0

Ravnine decezije so v takih primerih enostavno povezane in so
konveksne
— dokaz sledi

15



Konveksnost odlocCitvenih regi

Vzemimi toCki X, in Xg , obe leZita na povrsini regije Ry
Vsako tocko na premici, ki povezuje X, z Xg lahko
predstavimo kot

X =AMp T (1= X Kjer je 0 <A <1
Linearne diskriminantne funkcije
) YiX) = W X + Wy
Ce kombiniramo dve dobimo

YilX™) = Ay (Xp) + (1= 1)y (Xg)
Ker X, in Xg leZita v regiji R, sledi
Yi(Xa) >Yj(Xa) in Yi(Xg) >Yj(Xp) za vse j # k.

Torej X~ tudi lezi znotraj regije R,
in R, je enojno povezana in konveksna

16



Pomen parametrov
Linearne Diskriminantne Funkcije

* Tri metode
— metoda najmanjsih kvadratov
— Fisherjeva Linearna Diskriminantna m.
— Perceptroni

* V/se so enostavne, vska ima svoje slabosti

17



Klasifikacija po metodi najmanjsih kvadratov

« Podobna je regresiji: obstoja enostavna zaprta
resitev za dane parametre
* Vsak C, , k=1,..K je podan s svojim linearnim modelom
YidX) = Wh X + Wyg
* Vzemimo pomozen vektor x=(1,x") in w,=(wW,4,w,")
. Ce zapis posplog§imo  y(x) = WT x
W je parameter matrike katere k' stolpec je D +1
dimenzionalni vektor (vsebuje odmik)
* Novi vhodni vektor x pripada razredu, katerega izhod y,
=w', X je najved]i
« W doloCimo z minimizacijo kvadrata napake

18



Parameti optimiranja

Vzemimo niz uénih podatkov {X,, t.}, n =1, ..., N in dologimo
matriko T katere Nta vrstica je vektor tT,
DolocCi matrike

T = n'" vrstica je vektor t
X = nt yrstica ki je XT,
Vsota kvadratov funkcije napake
Eo(W) = 1/2 Tr {(XW — )T (XW — 1)}

Opomnik:

(XW—T) je vektor napake, katere kvadrat je diagonalna matrika
Trace — sled je vsota diagonalnih elementov matrike

19



Minimizacija vsote kvadratov

Vsota kvadratov funkcije napake

Ep(W) = %Tr {(_iii? )XW — T)}
Odvajamo po W in postavimo na nicC, kar da resitev

i

W= (X"X)"'X"T =XIT
kier je X 7 pseudo-inverz matrike X
Po preureditvi, ie diskriminantna funkcija
Yo =Wix=1" (x1) %
Zanimiva lastnost LMS z ve€ spremenljivkami je, da v primeru

ucenja z ucnim nizom, ta zadosca omejitvam
alt, +b=0

Za konstanti @ in b, mora predikcijski model za vsak vhod X zadostiti

IStim omejitvam .
a'y(x)+b=0.

20



Metoda najmanjsih kvadratov je obcutljiva na
ubeznike

o]

4 2 0 2 4 6 s 4 2 0 2 4 6 s
Skrlatna: Najman;jsSi kvadrati
zelena: Regresija (robustnejsa)

Levo slika prikazuje podatke dveh razredov, oznacena z rdeCimi krizi in modrimi
krogi, skupaj mejama metode najmanjSih kvadratov (magenta krivulja) in logistiCne
regresije (zelena krivulja). Desna slika prikazuje dosezene rezultate ko smo uvedli
dodatne tocCke - podatke na spodnji levi strani diagrama; Vidimo, da je metoda
najmanjsih kvadratov zelo obcutljiva na ubeznike (outlayers), regresija pa ne.

21



Slabosti metode najmanjsih kvadratov

; Najmanjsi kvadrati Regdresijska metoda

-6 : . .
6 -6 -4 -2 0

[
o

6

Regija zelenih vzorcev je premajhna, zato jo vecCkrat zgreSimo
Vidimo, da logi€na regresijska metoda daje odli¢ne rezultate z linearnimi klasifikatorji

Pomanjkanje robustnosti na ubeznike
DoloCenim podatkovni nizi niso primerni za metodo najmanjsih kvadratov
Meje odloCanja pomenijo resitve strojnega ucenja ML

Gaussova porazdelitev

Binarne ciljne vrednosti imajo porazdelitev vrednosti dalec od Gaussove ,,



Fisherjeva Linearna Diskriminacijska

L funkcija )
 Klasifikacijo gledamo v smislu redukcije
dimenzionalnosti

—D-dimenzionalni vhodni vektor x projeciramo v eno
dimenzijozy = W' X
« Za klasifikacijo postavimo prag spremenljivke y
tako, da je y > —w, za Cidrugace za Cz
Tako dobimo standarden linearni klasifikator

« Razredi so v D-prostoru dobro loCeni, a se lahko
mocno prekrivajo v1-dimenzijskem prostoru

— Prilagajamo komponenete uteznega vektorja W tako ta
maksimiziramo locCljivost razredov

— lzbiramo tako projekcijo, da minimiziramo loCevanje

med razredi 23



Fisher: Maksimizacija razdalj

loCevalnimi funkcijami

* VVzemimo problem dveh razredov:
— N1toCk razreda C1in N2 toCk razreda Cz2

» Tako sta srednji vrednosti enega m, in drugega razreda
: 1 . 1
m, podani z m;=(=-) Xnec, ¥1 IN My=(3-) Lnec, X
1 2
* |zbira utezi W, ki maksimira razdaljo med srednjima
vrednostima obeh razredov
- Maksimiramo m, — m; =w'" (m, —m,),
kierje My = Wka
ze omenjena srednja vrednost razreda C,

» Razdalja je lahko poljubna z veCanjem vrednosti uteznega vektorja w.

Da re$imo ta problem, se omejimo W na enotno dolZino };; w;? =1
« Za problem maksimiranja z omejitvami uporabimo Lagrangeove multiplikatorje,
kijer sow ac(m, — m,).

24



Fisher: Minimizacija variance

Sredinni sta dovolj narazen, razredi pa
Se Se prekrivajo

]

2 - s - 2

Znotraj nediagonalne kovariance maksimiranje razdalje
obiCajno ni zadostno
* Fisherjeva formulacija
1. Maksimaj funkcijo tako, da maksimiras razdaljo med srednjo
vrednostjo projeciranih podatkov
2. Znotraj vsakega razreda naj bo varianca najmanjsa,

tako minimizaramo prekrivanje razredov

25



Fisher: Odvajanje

Projekcijska formula y = w' x preslika niz podatkovnih to¢k x v niz podatkovnih
toCk enodimenzionalnega prostoray.
Varianca preslikanega razreda podatkovnih toCk C, je

Sk21 kjer je Yn = w' Xn

* Varianca celotnega podatkovnega niza pa je enostavno
512+ SZZZneCk (yn — mk)2
* Fisherjev kriterij je J(w) = (m, — m,)%/(S,?+s,%)

odvisnost od utezi w je podana v drugi obliki Fisherjevega kriterija
J(w) = wTSgw / wT S, w
kier je medrazredna kovar. matrika Sg = (m2 —ml)(m2 —ml)" in
SWje kovarianCna matrika razreda

ZneC (x, —m ) (X, —my)T +ZneC (x, —m)(X, —my)T

- Ce odvajamo izraz J(w) po w in ga maksimiziramo ko je
w!' S;w )S,w=w' S, w)S,w
|z enaCbe SB vidimo, da ta kaze v smeri (m, — m,) . Zato lahko izpustimo skalarna faktorja (v oklepajih) &
ga pomnozimo s SW'l kar da W OCSW_l(mZ — ml) Fisherjeva linearna diskriminanta
26



Primerjava z metodo najmanjsih kvadratov

« Metoda najmanjSih kvadratov: Model predikcije je
blizu ciljnim vrednostim

 Fisher: Maksimira locCljivost razredov

« Za problem dveh razredov (grup) je Fisherjeva
metoda poseben primer metode najman;sih

kvadratov

— Dokaz pricnemo z vsoto kvadrata napake in dokazemo, da
utezni vektor v tem primeru sovpada s Fisherjevim kriterijem

27



Fisherjevo razloCevanje veC podatkovni
razredov

* Metodo lahko posplosimo na vecC
podatkovnih razredov

* Odvod je korektno upostevan [Fukunaga
1990]

28



Rosenblattov Algoritem Perceptron

« Ustreza modelu dveh razredov
— Vhodni vektor x transformiramo z uporabo stalne
nonlinear funkcje, katere rezultat je vektor &(x)
y(x) = f(w" @(x))

Kjer jg nelinearna aktivacijska funkcija f (.) funkcija stopnice
+/,a>0

f(a) = -

-la<0

« Uporabimo ciljno kodno shemo
t=+1, zarazred C1in t=-7 za C2 ujemanja z aktivacijsko

funkcijo
29



Funkclja napake Perceptrona

Funkcijo napake predstavija stevilo zgresenih
klasifikacli

Ta funkcija napake je po delih konstantna
funkcija w z nezveznostmi (drugace kot
regresijska metoda)

Zato ne moremo racunati odvodov, kar pomeni
da gradieentne metode niso uporabne

Funkcija napake ni zvezna

30



Kriterij Perceptrona

ISCemo W ki je za vzorce XN €C, In za katerega velja
wl @(x,) >0

ter za vzorce X, €C, ima W' @(x,) <0

Z upostevanjem ciljne kodne sheme, kjer je
t e/+1,—-1}, tedaj morajo vsi vzorci zadostiti enacbi
wr @(x.)t, >0
Za vse pravilno razvrscene vzorce je vrednost kriterija
perceptrona nicC, za vse zgreSeno razvrscene vzorce X,
skuSamo minimizirati —-w' @(x)t, ali kriterij perceptrona
EP(W) — _ZneMchpntn
kier M pomeni niz zgreenih vzorcev in @ = @(X,)
31



Algoritem perceptrona
* Funkcija napake Ep(W) = =%, 1w ®,t,

« Stohasticha Gradientna Metoda Spusta
— sprememba utezi je podana z

Wil =wt —npVE,(w) =wr +n @D t,
1 predstavlja hitrost ucenja, r poa indeks koraka

« Algoritem ucCenja je enostaven
Krozimo po vzorcih uCne mnozice in za vsak vzorec ocenjujemo
funkcijo y(x) = f (WT @(x))
« Ce vzorec korektno razvrstimo, tedaj se vrednost utezi ne spremeni
« Ce vzorec napacno razvrstimo potem za razred C1 pristejemo vektor
®(x,) k vektorju utezi w ¢e ga napacno razvrstimo za razred C2
potem vektor @ (x.) odStejemo od vektorja utezi w.
32



Algoritem ucenja pri Perceptronu

Ce upostevamo ucdinek enega koraka posodobitve v algoritmu uéenja
perceptrona vidimo, da bo prispevek napake zaradi zgresene
klasifikacije zmanjSan, zaradi

-’ "

_err—'_l:]-]"%bnfre — _“‘ril :]-]1";’”?” o ["vb”fr: }-]11;_5”?‘” < _WT[T]'[-'%i’.r;fn
Kjer smo postavili vrednost parametra hitrosti uCenja n=1
in uporabili izraz abs(® ,t, )? > 0
Sprememba vektorja utezi lahko povzroci, da predhodno pravilno
razvrSCeni vzorci bod sedaj napacno razvrsceni.

To pomeni, da algoritem ucCenja parceptrona ne zagotavlja zmanjsanja
vrednosti funkcije napake v vsakem koraku.

Vendar izrek konvergence ucenja pravi, da Ce obstaja natancna resitev,

(drugimi besedami, Ce so podatki linearno locljivi), potem algoritem
ucenja perceptrona zagotavlja tocno resitev v konchem Stevilu korakowv.

33



Primer ucenja perceptrona

Vzemimo dvodimenzionalni
prostor znacilk @, , @, in
dva razreda vektorja utezi v

crnem
Zelene toCke pomenijo

napacno razvrstitev, kar
priStejemo vektorju utezi

0.5F

—05F °

-1 -0.5 0 0.5 1

05F

=05}

-1

-1 _—ois (')v . 0.5 1
Pravilno razvrS¢ene

podatkovne toCke 34



Primer prvega sistema zasnovanega ha
perceptronu

\
oy
W
: N "
-2
»

UcCenje za loCevanje oblike

&rk Povezovalna Ohisja z

Celica 20x20 plosca adaptivnimi
utezmi
(potenciometri)
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Slabosti perceptrona

 Algoritme ne konvergira Ce posamezni
razredi niso linearno locljivi.

* Ne dopsuscajo verjetnega odloCanja

* Niso primerni za vecCje stevilo razredov
K>2

36



Povzetek

* Linearne diskrimin. funkcije imajo enostavno
geometrijo

» Razsirljive na vec razredov

« Parametre lahko u¢imo z

— metodo najmanjsih kvadratov
Ni odporna na ubeznike, model close to target values

— Fisherjevo linearno diskriminantno funkcijo
Dva razreda sta poseben primer LMS
Tezko razsirljiva na veC razredov kot 2

— Perceptrons
ne konvergirajo, Ce razredi niso linearno locljivi

Ne dajejo verjetnega izhoda
niso uporabni za K >2

37



Linearna klasifikacija:
verjetnostni generativni modeli

38



Linearna klasifikacija z generativnimi
model

e Teme

1. Pregled (Generativni vs Diskriminativni)

2. Bayesov Klasifikator
* using Logistic Sigmoid and Softmax

3. zveznl vhodi

* Gausov porazdeljeni razredi-pogoji
— Ocena parametrov

4. Diskretne znacilke (features)
5. Druzina eksponentov

39



Pregled metod klasifikacije

« Generativni Modeli (dva koraka)

— Sklepamo na osnovi gostote porazdelitve pogojev razredov
P(X|CK) in verjetnosti p(Ck)
— Uporabimo Bayesov teorem za dolocCitev posteriorne verjetnosti
p(x[Ci)p(Ci)
> p(x[C;)p(Cy)

* Diskriminativni Modeli (En korak)

— Direktno sklepamo o posteriorni vejetnosti p(Ck|x)

* Teorija odloCanja
— V obeh primerih uporabljamo teorijo odloCanja za doloCitev
razreda vsakemu novemu vhodnemu elementu x

p(Crlx) =

40



Bayesov klasifikator in sigmoidna funkcija

* Modeliramo pogoje razredov p(x|Ck) in verjetje p(Ck)

* |IzraCunamo posteriorno verjetje p(Ck|x) z uporabo
Bayesovega teorema

 Predpostavimo dva razreda p(x) = Zip(x,Ci)
Posteriorna verjetnost za C1 je = 21p(x/Cnp(Ci)

p(x|Cy)p(Cy) o
p(x]|C)p(C1) + p(x|Co)p(Cy) © Kerje
_ 1 — o(a) 0= p(x|Cy)p(Cy)
1+ exp(—a) o | p(x|C2)p(Ca)
— Vedi da sta ¢ In 1-¢ verjetnosti
— vpeljemo ¢ saj bomo na koncu uporabili nelinearno

aktivacijsko funkcijo

p(Ci[x)

41



LogistiCna sigmoidna funkcija

I

Graf logistiCne sigmoidne funkcije,
prikazane z rdeCo, skupaj s

skalirano funkcijo ®(1a), za A2= /8,
Prikazana je z modro &rtkano linijo, 9
kier je @(@) =["_N®|0, 1) db.

Skalirni faktor z/8 izberemo tako da

so odvodi obeh krivulj enaki v a = 0.

0

Sigmoida: “S”- oblikovana funkcija
preslika a £ (-co, +00) na konCnem intervalu
(0,1)

Crtkana linija predstavlja

0 3

o(a) je sigmoidna funkcija
definirana z
1
| 4+ exp(—a)

S simetricnimi lastnostmi

o(a) =

o(—a)=1—oc(a)

Ce g(a) = P(C,|x) tedaj je inverz In[p(C1[x)/p(C2|x) 42



Softmax: generalizacija sigmoidne funkcije

e Za K=2 imamo sigmoido
e ZaK=>2, imamo

e K
.EI’H'-L’I'IW' Kll — 3 3
| Z.J- j;f}{|(fj- }pf(,_; J

explar) o7

L |" a
Z_J. expla; )

— VeliCine a, so dolocene z
a=In p(x|C,)p(Cy)

IJ{K‘LIL. ;]p[;[j,g.} _

Ce K=2 se izraz reducira
p(Cy/x)=exp(a,)/[exp(a;)+exp(a,)]
=1/[1+exp(a,-a;)]
=1/[1+exp(Inp(x/C,)p(C,)-In(x/C)p(C,)]
=U[1+p(x/C,)p(C)/p(X/Cy)p(Cy)]
=1/[1+exp(-a)] where

px |CYp(C)

px |Cy)p(Cy)

a=Inx

« Znana pod imenom soft-max funkcija

— to Je zvezna max funkcija

« Ce ak>>qj for all j # k potem p(Ck|X) =1 in O za ostalo

» Generalni pristop iskanja ak
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Zvezni vhodi: Sigmoidna funkcija

« (Gaussova pogojna verjetnost z isto kovarianCno matriko

1 1 1 e
p(X|Ck) = 5 Sexp | —o(X— ) X {K—w}}
)= GoPRTED { y X *

* Primer dveh razredov
fJ[Cl |}{J — ETLWF].-}{ —+ H-‘Hj‘
Kjer je |
W= X (g — M)

1 1 p(Cy)
wnp = —EI_L[]E ]’UJ]—FE.LL‘E]E lf_E-_)"—hl L

p(Cs)
— kvadraticni izraz po x
— A linear function of x in argument of logistic sigmoid
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Dva Gaussova razreda

Dvo-dimenzionalni vhodni prostor x=(x,x,)

Pogojne gostote razredov p(x|C,) Posteriorna verjetnost p(C,|x)

D4 o imom R

03 .. e

Linearna “
odloCitveng 0.2
meja

0.6 1

0.4 -

0 I

| . 0

LogistiCna sigmoida linearne

funkcije od x
Vrednosti so pozitivhe (seStevanje do 1 Rdece je sorazmerno z p(C,/X)
ni potrebno) Modro pa z p(C,/x)=1-p(C,/x)
Vrednost 1 ali O




Zvezni primer za K >2

plCrlx) = LX) ’“
| Z pl :.\{|[j ip(C
B explay.)
>_;expla;)
S pogoji Gaussovih razredov
d; (X) — WkT X+ Wy Kvadratni ¢leni se
izniCijo, kar vodi v
' ' — ] linearnost
Klerje — w =31

= =121 27+ In p(Cy)

— Ce nismo predvideli deljene kovariancne
matrike, dobimo kvadrati¢no diskriminanto
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Tro-razredni primer z Gaussovimi model

Tako linearne kot tudi kvadraticne odlocCitve

-0.5

-1.5

2.5

1.5} 1
O5F 1
OF 1

-0.5} -

—1.5F 1

-2.5

-2 -1 0 1 2

Pogojni gostoti razredov
C1in Czimata enako
kovariancno matriko

-2.5

235
2
1.5
I
0.5
0

-1

-2

o

-2 -1 0 1

Posteriorne verjetnosti

Med Clin C2je linearna meja,
drugi dve sta kvadraticni

RGB vrednosti odgovarjajo
posteriornim verjetnostim
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Ocena najvecje verjetnosti za Gaussove
parametre

® z upostevanjem parametriCne oblike zapisa za p(x|C,) lahko doloCimo vrednosti
parametrov in p(C,) z uporabo maksimalne verjetnosti

Podani so podatki {x,,t,},n =1, ..., N, Kjer t,,=1 dolo¢a razred C; in t,=0 dolo¢a razred C,
Naj bodo priorne verjetnosti: p(C;) =mrinp(C,) =1—m

p(xn, C1) = p(CIP(xn|C1) = T N (x| 141, X)

p(xn, C2) = p(C)p(xn|Ca) = (1 — ) NV (xp |2, X)

Verjetnost je podana z
N

p(tlm, py, pp, X) == H[ﬂN(xnIMpZ)]t"[(l — )N Oty |pz, D]~

n=1
Log verjetnost odvisna od  je YN_.{t,Inm + (1 — t,,)) In(1 — n)}

Nq
N{+N,’

Ce postavimo odvod na ni¢ in uredimo, dobimo & = %Z’,‘{ﬂ t, = kjer je N; Stevilo

toCk v razredu C; in N; v razredu C,.
Optimiziramo glede na u,. Izberemo funkcijo log verjetnosti odvisno le od 4
N N

2

n=1 n=1

Kier t =(ty,..,t\)"
Primerno za maksimizacijo log verjetnosti

1
Z ta IV (o 1g, %) = == > tn(x — )27 (x — py) + const
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