
Matematika I (UNI) Izpit (9. februar 2010)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Poi²£ite vse realne re²itve ena£be
√

x + 2 +
√

x = 2.Najprej opazimo, da je ena£ba v obsegu realnih ²tevil de�nirana, £e sta izraza pod korenomnenegativna:
x + 2 ≥ 0 in x ≥ 0.Oba pogoja sta izpolnjena, ko je x ≥ 0.Sedaj ena£bo kvadriramo, jo ustrezno preuredimo in nato kvadriramo ²e enkrat:
√

x + 2 +
√

x = 2,

(
√

x + 2 +
√

x)2 = 4,

x + 2 + 2
√

x + 2
√

x + x = 4,

2
√

x + 2
√

x = 2 − 2x,√
x + 2

√
x = 1 − x,

(
√

x + 2
√

x)2 = (1 − x)2,

(x + 2)x = 1 − 2x + x2,

4x = 1,

x =
1

4
.Dobljen x = 1

4
zado²£a zgornjemu pogoju x ≥ 0, zato je re²itev naloge.Naloga 2 (20 to£k)Dano je zaporedje s splo²nim £lenom

an =
10n

n!
.a.) Preverite, kdaj zaporedje nara²£a in kdaj pada.b.) Dolo£ite najmanj²i in najve£ji £len zaporedja, £e obstajata..) Dolo£ite natan£no spodnjo in natan£no zgornjo mejo zaporedja.d.) Kak²na je limita zaporedja?Gremo po vrsti.



a.) Nara²£anje in padanje zaporedja an lahko preverimo z izra£unom kvoienta
an+1

an

=

10n+1

(n + 1)!
10n

n!

=
10n+1 · n!

10n · (n + 1)!
=

10

n + 1
.Zaporedje bo nara²£alo, ko bo ta kvoient ve£ji kot 1, in padalo, ko bo kvoient manj²ikot 1. Dobimo

10

n + 1
> 1 ⇒ 10 > n + 1 ⇒ n < 9 (zaporedje nara²£a),

10

n + 1
< 1 ⇒ 10 < n + 1 ⇒ n > 9 (zaporedje pada).Pri n = 9 zaporedje stagnira, torej velja a9 = a10.b.) Najve£ji £len zaporedja je

max
n

an = a9 = a10 =
1010

10!
,najmanj²i £len zaporedja pa ne obstaja, saj zaporedje konvergira proti 0..) Natan£na zgornja meja (ali supremum) je enaka najve£jemu £lenu zaporedja,

sup
n

an = max
n

an =
1010

10!
,natan£na spodnja meja (ali in�mum) pa limiti zaporedja,

inf
n

an = lim
n→∞

an = 0.d.) Imenovale n! splo²nega £lena an od nekje naprej veliko hitreje nara²£a kot ²teve
10n, zato velja

lim
n→∞

an = lim
n→∞

10n

n!
= 0.Lahko bi tudi izra£unali

lim
n→∞

an = lim
n→∞

10n

n!
= lim

n→∞

10

n
· 10

n − 1
· · · 10

2
· 10

1
= 0,saj so vsi kvoienti omejeni z 0 in z 10 ter velja limn→∞

10

n
= 0.Naloga 3 (20 to£k)Izra£unajte in klasi�irajte lokalne ekstreme funkije

f(x) = x2 · ln (2x).



Poi²£imo staionarne to£ke funkije:
f ′(x) = 2x · ln (2x) + x2 · 1

2x
· 2 = 2x · ln (2x) + x,

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2x · ln (2x) + x = 0Zgornja ena£ba ima dve re²itvi:
x(2 ln (2x) + 1) = 0

x1 = 0 2 ln (2x) + 1 = 0

ln (2x) = −1

2

2x = e−
1

2

x2 =
1

2
e−

1

2Ker x1 = 0 ni v de�niijskem obmo£ju funkije f(x), smo dobili eno samo staionarnoto£ko x2 = 1

2
e−

1

2 , ki je kandidat za lokalni ekstrem. Izra£unajmo ²e drugi odvod funkije:
f ′′(x) = 2 · ln (2x) + 2x · 1

2x
· 2 + 1 = 2 · ln (2x) + 3.Vrednost drugega odvoda v staionarni to£ki x2 je tedaj

f ′′(x2) = 2 · ln e−
1

2 + 3 = 2 · (−1

2
) + 3 = 2 > 0,kar pomeni, da ima funkija f(x) v to£ki x2 lokalni minimum.Naloga 4 (20 to£k)Izra£unajte nedolo£eni integral

∫

x4

(x − 2)(x + 3)
dx.Namig: Polinom v ²tevu delite s polinomom v imenovalu.Ker je stopnja polinoma v ²tevu ve£ja od stopnje polinoma v imenovalu, oba polinomanajprej delimo:

x4 : (x2 + x − 6) = x2 − x + 7 +
−13x + 42

x2 + x − 6

−(x4 + x3 − 6x2)

−x3 + 6x2

−(−x3 − x2 + 6x)

7x2 − 6x

−(7x2 + 7x − 42)

−13x + 42 ostanek



Torej
∫

x4

(x − 2)(x + 3)
dx =

∫
(

x2 − x + 7 +
−13x + 42

(x − 2)(x + 3)

)

dx

=
x3

3
− x2

2
+ 7x +

∫ −13x + 42

(x − 2)(x + 3)
dx.Preostali integral re²imo z metodo delnih ulomkov:

−13x + 42

(x − 2)(x + 3)
=

A

x − 2
+

B

x + 3
=

A(x + 3) + B(x − 2)

(x − 2)(x + 3)
.Ko izena£imo oba ²teva, dobimo

−13x + 42 = A(x + 3) + B(x − 2)oziroma sistem ena£b:
x : −13 = A + B,

x0 : 42 = 3A − 2B,od koder sledi A = 16

5
in B = −81

5
. Sedaj dobimo

∫ −13x + 42

(x − 2)(x + 3)
dx =

∫
(

16

5

x − 2
+

−81

5

x + 3

)

dx =
16

5
· ln |x − 2| − 81

5
· ln |x + 3| + C.Rezultat, iskani nedolo£eni integral, je zato

∫

x4

(x − 2)(x + 3)
dx =

x3

3
− x2

2
+ 7x +

16

5
· ln |x − 2| − 81

5
· ln |x + 3| + C.

Naloga 5 (20 to£k)Izra£unajte plo²£ino obmo£ja, ki ga omejujejo absisna os, graf funkije f(x) = x3 innormala na graf funkije f(x) v to£ki T (2, f(2)).Poi²£imo najprej ena£bo iskane normale:
f ′(x) = 3x2,

kn = − 1

kt

= − 1

f ′(2)
= − 1

12
,

y − 8 = − 1

12
(x − 2),

y = − 1

12
x +

49

6
(normala).Obmo£je, katerega plo²£ino ra£unamo, zdaj prikazuje spodnja skia.
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Vidimo, da je sestavljeno iz dveh delov: levi del obmo£ja (med x = 0 in x = 2) omejujetafunkija f(x) in absisna os, desni del obmo£ja (med x = 2 in x = 98) pa ima oblikopravokotnega trikotnika. Plo²£ino trikotnika izra£unamo kar po znani formuli
S△ =

1

2
· a · va =

1

2
· (98 − 2) · f(2) =

1

2
· 96 · 8 = 384.Plo²£ino levega obmo£ja pa izra£unamo s pomo£jo dolo£enega integrala:

Sl =

∫

2

0

(f(x) − 0) dx =

∫

2

0

x3 dx =

[

x4

4

]2

0

= 4 − 0 = 4.Rezultat je zato S = S△ + Sl = 384 + 4 = 388.


