
Matematika I (UNI) Izpit (31. januar 2012)

RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)

a.) Poenostavite izraz

I =
x2 · 1

2x
+ x−3

2
3
√
x6 · x2 + 4

.

b.) Poi²£ite vsa realna ²tevila, ki re²ijo ena£bo I − |x| = x.

c.) Napi²ite eno ena£bo, ki ima kompleksno, a nobene realne re²itve, in eno ena£bo, ki
nima nobene (niti realne niti kompleksne) re²itve.

Re²itev:

a.) Velja

I =
x2 · 1

2x
+ x−3

2
3
√
x6 · x2 + 4

=
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2
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· 2x
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=
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.

b.) Ena£ba I − |x| = x se sedaj glasi takole

1

4x3
− |x| = x.

Lo£imo dve moºnosti.

x > 0: V tem primeru dobimo:

1

4x3
− x = x,

1

4x3
= 2x,

1 = 8x4,

8x4 − 1 = 0,

(
√
8x2 − 1)(
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(
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8

in x2 = −
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4
√
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.

x < 0: Sedaj pa velja:

1

4x3
+ x = x,

1

4x3
= 0,

ni re²itve.



Re²itev je ena sama, x1 =
1
4√8 , saj x2 ne zado²£a pogoju x > 0.

c.) Ena£ba x2 = −1 nima nobene realne re²itve, ima pa dve kompleksni (i in −i).
Ena£ba 1 = 0 nima nobene re²itve, niti realne niti kompleksne.

Naloga 2 (20 to£k)
Dano je rekurzivno zaporedje

a1 = 2 in an+1 = 2an − 3 za n ∈ N.

a.) Pokaºite, da je splo²ni £len zaporedja enak an = 3− 2n−1.

b.) Ali je zaporedje omejeno? Odgovor utemeljite.

Re²itev:

a.) Dokaz z matemati£no indukcijo. Predpostavimo, da velja an = 3−2n−1, in dokaºimo,
da tedaj velja tudi an+1 = 3− 2n.

baza: 3− 21−1 = 3− 20 = 2 = a1

korak: an+1 = 2an − 3 = 2(3− 2n−1)− 3 = 6− 2n − 3 = 3− 2n.

b.) Iz splo²nega £lena an = 3− 2n−1 sledi, da zaporedje pada. Ker je limn→∞ an = −∞,
zaporedje navzdol ni omejeno. Zaporedje je torej neomejeno.

Naloga 3 (20 to£k)
Po podvodnem telefonskem kablu potuje signal s hitrostjo v(x) = Cx2 ln 1

x
, kjer je x

razmerje med polmerom sredice in debelino za²£itnega ovoja, C pa neka pozitivna kon-
stanta.

a.) Izra£unajte najve£jo hitrost, ki jo lahko doseºe telefonski signal.

b.) Kak²na je predvidena hitrost signala, £e sta polmer sredice in debelina za²£itnega
ovoja kabla enaka? Odgovor utemeljite.

Re²itev:

a.) Pri iskanju globalnega maksimuma funkcije v(x) moramo pregledati stacionarne
to£ke, robno to£ko de�nicijskega obmo£ja x1 = 0 in morebitne dodatne to£ke, v
katerih funkcija ni odvedljiva. Funkcijo odvajajmo:

v′(x) = 2Cx ln
1

x
+ Cx2 · x · (− 1

x2
) = Cx(2 ln

1

x
− 1).



Vidimo, da je funkcija odvedljiva povsod, kjer je de�nirana, torej na (0,∞). Izra£u-
najmo stacionarne to£ke:

v′(x) = 0,

Cx(2 ln
1

x
− 1) = 0,

ln
1

x
=

1

2
,

1

x
= e

1
2 ,

x2 = e−
1
2 =

1√
e
.

Ker je limx↓0 v(x) = 0 in v(x2) = v( 1√
e
) = C

e
ln
√
e = C

2e
> 0, doseºe signal najve£jo

hitrost C
2e

pri x = 1√
e
.

b.) V primeru, ko sta polmer sredice in debelina za²£itnega ovoja kabla enaka, je x = 1.
Tedaj velja v(1) = C ln 1 = 0.

Naloga 4 (20 to£k)

a.) Izra£unajte nedolo£eni integral
∫

x2

x6 − 1
dx.

b.) V katerih to£kah funkcija, ki jo dobimo pri integriranju, ni odvedljiva? Utemeljite.

Re²itev:

a.) Ko v integral uvedemo novo spremenljivko t = x3 ( ⇒ dt = 3x2 dx), dobimo∫
x2

x6 − 1
dx =

∫ dt
3

t2 − 1
=

1

3

∫
1

t2 − 1
dt.

Sedaj ulomek pod integralom razbijemo na parcialna ulomka:

1

t2 − 1
=

1

(t− 1)(t+ 1)
=

A

t− 1
+

B

t+ 1
=
A(t+ 1) +B(t− 1)

(t− 1)(t+ 1)
.

Ko izena£imo ²tevca, dobimo

t1 : A+B = 0,

t0 : A−B = 1.

Sledi A = 1
2
in B = −1

2
in zato
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.



Nedolo£eni integral je sedaj enak
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b.) Za primitivno funkcijo

F (x) =
1

6
ln

∣∣∣∣x3 − 1

x3 + 1

∣∣∣∣
velja

F ′(x) =
x2

x6 − 1
.

Sledi, da F (x) ni odvedljiva natanko v polih racionalne funkcije

f(x) =
x2

x6 − 1
.

To pa sta to£ki x1 = 1 in x2 = −1, saj je

x6 − 1 = (x3 − 1)(x3 + 1) = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x+ 1)(x2 − x+ 1).

Naloga 5 (20 to£k)

a.) Izra£unajte volumen telesa, ki nastane, £e krivuljo y =
ex + e−x

2
, −1 ≤ x ≤ 1,

zarotiramo okoli x osi.

b.) Dobljeno telo skicirajte.

Re²itev:

a.) Volumen rotacijskega telesa izra£unamo takole:

V = π

∫ b

a

y2 dx.

V na²em primeru dobimo

V = π

∫ 1
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)
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)
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=
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.

b.)


