
Matematika I (UNI) Izpit (22. junij 2009)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Dolo£ite in nari²ite podmnoºio kompleksne ravnine, podane z ena£bo
zz + (1 − i)z + (1 + i)z = 4.Pi²imo z = x + iy in poenostavimo ena£bo:

(x + iy)(x − iy) + (1 − i)(x + iy) + (1 + i)(x − iy) = 4,

x2 + y2 + x + iy − ix + y + x − iy + ix + y = 4,

x2 + y2 + 2x + 2y = 4,

(x + 1)2 + (y + 1)2 − 2 = 4,

(x + 1)2 + (y + 1)2 = 6.Dobili smo ena£bo kroºnie s sredi²£em v to£ki S(−1,−1) in polmerom √
6.Naloga 2 (20 to£k)Nari²ite graf funkije

f(x) = 2 cos

(

1

2
x +

π

4

)

− 1.Dolo£ite ²e:
• periodo funkije f(x),
• za£etno vrednost f(0),
• zalogo vrednosti funkije f(x).Najprej izra£unajmo to£ke, v katerih ima osrednji del funkije f(x), to je

g(x) = cos

(

1

2
x +

π

4

)

,



ni£le, maksimume in minimume. Torej:ni£le: cos

(

1

2
x +

π

4

)

= 0,

1

2
x +

π

4
=

π

2
+ kπ,

x =
π

2
+ 2kπ, (k je poljubno elo ²tevilo)maksimumi: cos

(

1

2
x +

π

4

)

= 1,

1

2
x +

π

4
= 2kπ,

x = −
π

2
+ 4kπ, (k je poljubno elo ²tevilo)minimumi: cos

(

1

2
x +

π

4

)

= −1,

1

2
x +

π

4
= π + 2kπ,

x =
3π

2
+ 4kπ. (k je poljubno elo ²tevilo)Graf funkije f(x) dobimo iz grafa funkije g(x), tako da ga raztegnemo za faktor 2 vsmeri y (ekstremni vrednosti postaneta 2 in −2), nato pa dobljen graf prestavimo ²e za 1navzdol (ekstremni vrednosti postaneta 1 in −3).
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Odgovorimo ²e na dodatna vpra²anja:
• Perioda funkije f(x) je enaka 4π.
• Za£etna vrednost je f(0) = 2 cos π

4
− 1 = 2 ·

√
2

2
− 1 =

√
2 − 1.

• zaloga vrednosti funkije f(x) je interval realnih ²tevil [−3, 1].



Naloga 3 (20 to£k)Zapi²ite ena£bo tangente na krivuljo y = e1−x
2 v prese£i²£u s premio y = 1.Najprej izra£unajmo prese£i²£e krivulje y = e1−x

2 s premio y = 1:
e1−x

2

= 1,

e1−x
2

= e0,

1 − x2 = 0,

(1 − x)(1 + x) = 0.Dobili smo dve re²itvi, x1 = 1 in x2 = −1, zato imamo dve prese£i²£i:
T1(1, 1) in T (−1, 1).Smerna koe�ienta obeh tangent dobimo, tako da izra£unamo odvod funkije y = e1−x

2 vobeh to£kah:
y′ = −2x e1−x

2

,

k1 = y′(1) = −2 in k2 = y′(−1) = 2.Ena£bi tangent sedaj dobimo takole:
T1(1, 1) : y = k1x + n1,

y = −2x + n1,

1 = −2 · 1 + n1 ⇒ n1 = 3,

y = −2x + 3, (prva tangenta)
T2(−1, 1) : y = k2x + n2,

y = 2x + n2,

1 = 2 · (−1) + n2 ⇒ n2 = 3,

y = 2x + 3. (druga tangenta)
Naloga 4 (20 to£k)Izra£unajte nedolo£eni integral

∫
(

ln x

x
+

2

x3 + 4x

)

dx.Velja
∫

(

ln x

x
+

2

x3 + 4x

)

dx =

∫

ln x

x
dx +

∫

2

x3 + 4x
dx,



zato se osredoto£imo na vsak integral posebej. V prvi integral lahko uvedemo novo spre-menljivko:
t = ln x ⇒ dt =

dx

x
.Dobimo

∫

ln x

x
dx =

∫

t dt =
t2

2
+ C1 =

ln2 x

2
+ C1.Pri izra£unu drugega integrala si lahko pomagamo tako, da raionalno funkijo pod inte-gralom zapi²emo s parialnimi ulomki:

2

x3 + 4x
=

2

x(x2 + 4)
=

A

x
+

Bx + C

x2 + 4
=

Ax2 + 4A + Bx2 + Cx

x(x2 + 4)
.Ko izena£imo oba ²teva (na za£etku in na konu), dobimo:

2 = Ax2 + 4A + Bx2 + Cxin zato sistem treh ena£b:
x2 : 0 = A + B,

x1 : 0 = C,

x0 : 2 = 4A.Re²itev sistema je A = 1

2
, B = −1

2
in C = 0. Sledi:

∫

2

x3 + 4x
dx =

∫

(
1

2
·
1

x
−

1

2
·

x

x2 + 4
) dx,

=
1

2
ln x −

1

4

∫

dt

t
, (nova spr. t = x2 + 4 ⇒ dt = 2xdx)

=
1

2
ln x −

1

4
ln t + C2,

=
1

2
ln x −

1

4
ln (x2 + 4) + C2.Dobili smo re²itev

∫
(

lnx

x
+

2

x3 + 4x

)

dx =
ln2 x

2
+

1

2
ln x −

1

4
ln (x2 + 4) + C.

Naloga 5 (20 to£k)Izra£unajte plo²£ino obmo£ja, ki ga omejujejo krivulje y = −(x − 2)(x− 6), y = x− 2 in
y = −x + 2.Najprej nari²imo skio:
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Izra£unajmo prese£i²£a obeh premi s parabolo:prva premia: − (x − 2)(x − 6) = x − 2,

− x2 + 8x − 12 = x − 2,

x2 − 7x + 10 = 0,

(x − 2)(x − 5) = 0,

x1 = 2 in x2 = 5,druga premia: − (x − 2)(x − 6) = −x + 2,

− x2 + 8x − 12 = −x + 2,

x2 − 9x + 14 = 0,

(x − 2)(x − 7) = 0,

x1 = 2 in x3 = 7.Ozna£imo: P1(2, 0), P2(5, 3) in P3(7,−5).Plo²£ino obmo£ja med krivuljami izra£unamo s pomo£jo dolo£enega integrala kot S =
S1 + S2, kjer je S1 plo²£ina obmo£ja med x = 2 in x = 5, S2 pa plo²£ina obmo£ja med
x = 5 in x = 7. Dobimo:

S1 =

∫

5

2

((x − 2) − (−x + 2)) dx = 3 · 3 = 9,

S2 =

∫

7

5

(−(x − 2)(x − 6) − (−x + 2)) dx

=

∫

7

5

(−x2 + 9x − 14) dx =

[

−
x3

3
+

9x2

2
− 14x

]7

5

= (−
343

3
+

441

2
− 98) − (−

125

3
+

225

2
− 70),

=
22

3
.



Sledi rezultat:
S = 9 +

22

3
=

49

3
.


