
MATEMATIKA I (Vaje)Uporaba Matematike I v elektrotehniki
Avtoria: Melita HajdinjakDatum: avgust 20071 �TEVILSKE VRSTE1. [RAZVR��ANJE VZORCEV℄ Ko ºelimo ²e nerazvr²£en vzore samodejno razvrstitioz. opredeliti, izra£unamo razdalje tega vzora do vseh znanih razredov vzorev.Razvrstimo ga v tisti razred vzorev, od katerega je najmanj oddaljen in zato vsebujevzore, ki so mu v povpre£ju najbolj podobni.Vzori naj bodo opisani z vektorji, Ni naj bo ²tevilo vzorev v i-tem razredu, xikpa vektor, s katerim je opisan k-ti vzore i-tega razreda. Oddaljenost Di(x) vzora

x od i-tega razreda vzorev lahko ra£unamo kot povpre£je razdalj D(x, xik) medvzorem x in vzori iz i-tega razreda:
Di(x) =

1

Ni

Ni∑

k=1

D(x, xik).Pri tem lahko za mero podobnosti oz. razli£nosti med vzorema x in xik vzamemoEvklidsko razdaljo
D(x, xik) =

√√√√
n∑

j=1

(xj − xikj
)2,kjer je n razseºnost vektorjev, xj in xikj

pa j-ti komponenti vektorjev x in xik.Imejmo dva razreda vzorev � v prvem razredu naj bodo beli trikotniki, v drugempa £rni ²tirikotniki. Predstavniki obeh razredov so opisani s ²tevilom ogli²£ inpovpre£no svetilnostjo slikovnih elementov. V prvem razredu so "beli trikotniki"
(3, 1), (3, 0.9), (3, 0.8), (3, 0.8)v drugem pa "£rni ²tirikotniki"

(4, 0), (4, 0.1), (4, 0.2).Izra£unjte razdalji temnosivega trikotnika (3, 0.2) do obeh razredov vzorev.RE�ITEV:



D1(x) = 1
4

∑4
k=1 D(x, x1k) = 1

4
(0, 8 + 0, 7 + 0, 6 + 0, 6) = 0, 9

D2(x) = 1
3

∑3
k=1 D(x, x2k) = 1

3
(
√

12 + 0, 22 +
√

12 + 0, 12 + 1) =

= 2
√

26+
√

101+10
30

≈ 1, 01Ker je temnosiv trikotnik od razreda belih trikotnikov manj oddaljen kot od razreda£rnih ²tirikotnikov, ga razvrstimo v razred belih trikotnikov. Na osnovi izra£unanihrazdalj bi se lahko odlo£ili tudi, da temnosivega trikotnika ne bi razvrstili v nobenrazred vzorev. Pri samodejnem razvr²£anju vzorev pogosto dolo£imo prag raz-dalje, ki ²e dovoljuje razvrstitev vzora v razred. V na²em primeru bi za prag lahkovzeli npr. vrednost 0, 5.2. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Pri statisti£nem opisovanju naklju£nih proesov (kot naprimer naklju£nih signalov) igra pomembno vlogo pojem vzor£no povpre£je. Vzor£nopovpre£je naklju£nega signala ob izbranem £asovnem trenutku t1 je de�nirano kotpovpre£na vrednost vseh realizaij signala x(t) ob £asu t1:
x(t1) =

1

n

n∑

k=1

xk(t1),kjer je z xk(t1) ozna£ena k-ta realizaija naklju£nega signala x(t), n pa je ²tevilovseh realizaij, ki jih obravnavamo.Naj bodo
0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, 0.000001, 0.0000001, 0.00000001,

0.2, 0.02, 0.002, 0.0002, 0.00002, 0.000002, 0.0000002, 0.00000002realizaije naklju£nega signala x(t) ob £asu 0. Dolo£ite vzor£no povpre£je.RE�ITEV:
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1
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≈ 0.0173. [OBDELAVA SIGNALOV℄



2 FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE (UVOD)1. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Postopki, ki vodijo do frekven£ne predstavitve signalov,in postopki, s katerimi i²£emo pribliºke k originalnim signalom, se velikokrat poenos-tavijo, £e ima signal dolo£ene lastnosti, kot sta na primer sodost in lihost. Predentak²en (pogosto £asovno in ra£unsko zamuden) postopek izvajamo, preverimo, aliima dan signal kak²ne koristne lastnosti.Za naslednje signale ugotovite, ali so sodi, lihi, ali niso niti sodi niti lihi.(a) Signal f(t) prikazuje naslednja slika.
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(b) g(t) = t
2
sin(t − π

2
)() h(t) =






0, t < 0
1, 0 ≤ t ≤ 1

e1−t, t > 1RE�ITEV:(a) Signal f(t) je lih.(b) Ker velja sin(t − π
2
) = − cos t, je
g(−t) =

−t

2
(− cos(−t)) =

t

2
cos t = −g(t)



in signal g(t) je lih.() Signal h(t) ni niti sod niti lih:
h(−t) =






0, −t < 0
1, 0 ≤ −t ≤ 1

e1+t, −t > 1
=






0, t > 0
1, −1 ≤ t ≤ 0
e1+t, t < −1

6= ±h(t)2.3.3 LIMITE1. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Opazujmo druºino sodih periodi£nih pravokotnih impul-zov gb(t) z enako periodo T , za katere velja, da so povr²ine impulzov enake 0. Enaperioda signala gb(t) periodi£nih pravokotnih impulzov je podana s predpisom
gb(t) =

{
E, Eb = 1 in − b

2
≤ t < b

2

0, b
2
≤ t < T − b

2

.Signal gb(t) prikazuje tudi spodnja slika:

−T −b/2 0 b/2 T
0  

E
E

E ⋅ b =1

g
b
(t)

t

Kompleksni spekter Gb(n), ki ga dobimo z integriranjem, je enak
Gb(n) =

Eb

T

sin nω0b
2

nω0b
2

=
1

T

sin nω0b
2

nω0b
2

,kjer je ω0 = 2π
T
.



Kaj se zgodi s signalom gb(t) in s spektrom Gb(n), ko oºimo ²irino b pravokotnihimpulzov? Izra£unajte limito.RE�ITEV:Ko oºimo ²irino b pravokotnih impulzov, se amplituda E pove£uje. V limiti b →
0 raste E £ez vse meje (E → ∞), kar pomeni, da postanejo impulzi poljubnovisoki. V limiti torej dobimo periodi£en niz impulzov z neomejeno amplitudo inneskon£no majhnim £asom trajanja. Tak²nega signala, ki ga obi£ajno ozna£imo z
δT (t), ni mogo£e prakti£no realizirati. Kljub temu igra v elektrotehniki pomembnovlogo. Signal δT (t), ki ima neomejeno povpre£no mo£, simboli£no predstavimo speriodi£nim zaporedjem odebeljenih pu²£i, kot je prikazano na spodnji sliki:

−T 0 T 2T

δ
T
(t)

Spekter Gb(n) obstaja in je omejen:
lim
b→0

Gb(n) =
1

T
lim
b→0

sin nω0b
2

nω0b
2

=
1

T
.2.3.4 ODVODI IN EKSTREMI1. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Frekven£na oz. spektralna predstavitev periodi£nega sig-nala imenujemo zapis periodi£nega signala s Fourierjevo vrsto, tj. z neskon£no vsoto



sinusnih nihanj s frekvenami nω0, kjer je
ω0 =

2π

Tkroºna frekvena, n elo ²tevilo, T pa perioda signala. Sinusno nihanje predstavljaosnovni model nihanja, ki ga zasledimo v naravi. Z njim lahko na primer opi²emonihanje matemati£nega nihala ali nihanje, ki ga doseºemo z elektri£nim vezjem ni-hajnega kroga.Povpre£na mo�v signala napake, ki ga dobimo kot razliko med originalnim signalom
f(t) in njegovo Fourierjevo vrstõ

f(t) =
+∞∑

n=−∞
F (n)einω0tje enaka 0. Teºave lahko nastopijo le primeru, ko vrednosti Fourierjevih koe�-ientov F (n) (v izra£unu nastopa integral) ne moremo dolo£iti ali £e Fourierjevavrsta ni konvergentna. Izkaºe se, da je konvergena Fourierjeve vrste zagotovljena,£e periodi£ni signal izpolnjuje tako imenovane Dirihletove pogoje. Eden izmedDirihletovih pogojev pravi, da sme signal f(t) na intervalu ene periode imeti kve£-jemu kon£no ²tevilo lokalnih minimumov in maksimumov. Drugi pogojpravi, da sme signal f(t) na intervalu ene periode imeti kve£jemu kon£no ²tevilonezveznosti.Za naslednje periodi£ne signale ugotovite, ali izpolnjujejo omenjena Dirihletovapogoja:(a) f(t) = arctan cos t

2(b) Eno periodo dolºine 1 periodi£nega signala g(t) prikazuje naslednja slika.
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RE�ITEV:



(a) Signal f(t) = arctan cos t
2
je zvezen, saj je kompoziija zveznih funkij. Naintervalu ene periode torej nima nobene to£ke nezveznosti in zato izpolnjujeDirihletov pogoj o (ne)zveznosti. Staionarne to£ke, ki so v tem primeruedini kandidati (ni to£k nezveznosti, to£k neodvedljivosti in robov de�niijskegaobmo£ja) za ekstreme, dobimo kot ni£le prvega odvoda funkije f(t):

f ′(t) = −1

2
· sin t

2

1 + cos2 t
2

= 0.Sledi, funkija f(t) ima na elotnem de�niijskem obmo£ju ²tevno neskon£nolokalnih ekstremov, ki nastopijo pri pogoju sin t
2

= 0 v to£kah t = 2kπ, kjer je
k elo ²tevilo. Na intervalu ene periode (npr. na intervalu [0, 4π)) ima le dvalokalna ekstrema (t1 = 0 in t2 = 2π) in zato izpolnjuje tudi Dirihletov pogojo lokalnih ekstremih.(b) Signal g(t) ima na intervalu ene periode (0, 1] ²tevno neskon£no to£k nezveznosti,kar pomeni, da ne izpolnjuje Dirihletovega pogoja o (ne)zveznosti. Ta signalne izpolnjuje niti Dirihletovega pogoja o lokalnih ekstremih.2. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Opazujmo hkratne realizaije signala x(t) ob £asu t1 insignala y(t) ob £asu t2, ki ju rodi isti naklju£ni proes. V namene ugotavljanja sood-visnosti amplitud obeh signalov uporabljamo kriterijsko funkijo srednje kvadratnenapake:

ǫ2
t1t2

(b) =
1

n

n∑

k=1

(xk(t1) − byk(t2))
2,kjer je n ²tevilo hkratnih realizaij signalov in b parameter kriterijske funkije, ki gaºelimo dolo£iti, tako da bo vrednost srednje kvadratne napake ǫ2

t1t2
(b) najmanj²a.Ko je vrednost srednje kvadratne napake enaka 0, lahko vrednosti amplitud signala

y(t) ob £asu t2 popolnoma dolo£imo z vrednostmi x(t) ob £asu t1.Dolo£ite b, ki minimira srednjo kvadratno napako.RE�ITEV:Potreben pogoj za nastop ekstrema je
∂ǫ2

t1t2
(b)

∂b
= 0.Ker je

ǫ2
t1t2

(b) =
1

n

n∑

k=1

(x2
k(t1) − 2bxk(t1)yk(t2) + b2y2

k(t2)),je
∂ǫ2

t1t2
(b)

∂b
= 2

[
− 1

n

n∑

k=1

xk(t1)yk(t2) + b
1

n

n∑

k=1

y2
k(t2)

]
= 0.Iz ena£be

−1

n

n∑

k=1

xk(t1)yk(t2) + b
1

n

n∑

k=1

y2
k(t2) = 0



dobimo za vrednost parametra b naslednjo re²itev:
b =

∑n

k=1 xk(t1)yk(t2)∑n

k=1 y2
k(t2)

.�e ima vsaj ena realizaija signala y(t) ob £asu t2 od 0 razli£no amplitudo, je drugiodvod
∂2ǫ2

t1t2
(b)

∂b2
=

2

n

n∑

k=1

y2
k(t2) > 0,kar pomeni, da izra£unana vrednost parametra b dolo£a minimum srednje kvadratnenapake.3. [OSNOVE ELEKTROTEHNIKE℄ V kateri legi drsnika oziroma pri kateri vrednostiupornosti Rx spodnjega dela drsnega upora bo elektri£na mo£ v vseh uporih skupajmaksimalna in kolik²na bo ta mo£?

5A
20Ω Rx

10Ω

20Ω

7
0

Ω

RE�ITEV:Ker je vezje uporov tokovno vzbujano, bo elektri£na mo£ v vseh uporih skupaj mak-simalna takrat, ko bo maksimalna tudi njihova nadomestna upornost:
Rnad(Rx) = 20Ω +

(10Ω + Rx)(90Ω − Rx)

(10Ω + Rx) + (90Ω − Rx)
= 20Ω +

900Ω2 + 80Ω · Rx − R2
x

100Ω

=
2900Ω2 + 80Ω · Rx − R2

x

100ΩNavzdol obrnjena parabola ima teme pri Rx = 40Ω. Isti rezultat dobimo tudi, £ei²£emo ekstrem funkije Rnad(Rx) z uporabo odvodov:
R′

nad(Rx) =
1

100Ω
(80Ω − 2Rx) = 0

R′′
nad(40Ω) =

−2

100
= − 1

50
< 0Nadomestna upornost doseºe pri Rx = 40Ω vrednost 45Ω, elektri£na mo£ pa jeenaka

P = U · I = I2 · Rx = (5A)2 · 45Ω = 1125W.



4.1 GRAFI FUNKCIJ1. [ELEKTRI�NA IN MEHANSKA VEZJA℄ Dinami£ne lastnosti sistemov opi²emoz ve£ ²tevilskimi vrednostmi in terminolo²kimi opisi. Najpomembnej²i so: legapolov in ni£el, vrsta in red sistema, £asovne konstante (τ), koe�ienti du²enja (ζ),frekvene nihanja (f), kroºne frekvene (ω) in oja£enje (Ks). Pomembna lastnostje stabilnost sistema, ki jo lahko dolo£imo iz odziva sistema na testne signale. Edenizmed kriterijev stabilnosti pravi, da so sistemi stabilni, kadar leºi eden ali ve£polov v levi polravnini kompleksne ravnine, da so mejno stabilni, kadar njihovi polileºijo na imaginarni osi, in so nestabilni, kadar imajo vsaj en pol v desni polravninikompleksne frekvene s.Linearen, £asovno nespremenljiv sistem obi£ajno opi²emo s prenosno funkijo G(s).Ni£le sistema dolo£imo kot korene ²teva, pole pa kot kor ene imenovala prenosnefunkije. Red sistema dolo£a najvi²ja potena imenovala, vrsto pa ²tevilo polovv koordinatnem izhodi²£u. Kadar ima sistem enega ali ve£ polov v koordinatnemizhodi²£u kompleksne ravnine, govorimo o integriranih sistemih, diferenialni sis-temi pa imajo v koordinatnem izhodi²£u kompleksne ravnine eno ali ve£ ni£el. �e vkoordinatnem izhodi²£u sistem nima niti polov niti ni£el, imamo opravka s propor-ionalnim sistemom, £e leºijo vsi poli sistema v levi polravnini. �asovne konstantedolo£imo iz imenovala prenosne funkije kot
τi =

1

ℜ(ai)
,pri £emer so ai poli prenosne funkije. Koe�iente du²enja lahko dolo£imo samo zaprispevke konjugiranih kompleksnih polov kot

ζ =
1√

1 +
(ℑ(ai)
ℜ(ai)

)2
,kjer so ai poli prenosne funkije. Dejanska frekvena nihanja in fd in kroºnafrekvena ωd sta dolo£eni kot

fd =
1

2π
|ℑ(ai)|, ωd = |ℑ(ai)|,naravna kroºna frekvena, ki jo imenujemo tudi lastna frekvena nedu²enega nihanja,pa kot

ωn =
ωd√
1 − ζ2

=
√

(ℜ(ai))2 + (ℑ(ai))2 = |ai|.Oja£enje Ks je de�nirano kot
Ks = lim

s→0
G(s),£e limita obstaja.Izra£unajte dinami£ne lastnosti (poli in ni£le, vrsta in red sistema, £asovne kon-stante, koe�ienti du²enja, frekvene nihanja, kroºne frekvene in oja£enje) sistema,opisanega s prenosno funkijo

G(s) =
s2 + 3s + 1

(s2 + 2s + 12)(s2 + 3s + 12)
.



Skiirajte tudi graf prenosne funkije.RE�ITEV:Ni£le dolo£imo iz ena£be
s2 + 3s + 1 = 0.Dobimo dve realni ni£li:

n1 =
−3 +

√
5

2
≈ −0, 38, n2 =

−3 −
√

5

2
≈ −2, 62.Pole dolo£imo iz karakteristi£ne ena£be sistema:

(s2 + 2s + 12)(s2 + 3s + 12) = 0.Dobimo ²tiri kompleksne pole:
p1 = −1 + i

√
11 ≈ −1 + 3, 32 i

p2 = −1 − i
√

11 ≈ −1 − 3, 32 i

p3 =
−3 + i

√
39

2
≈ −1, 5 + 3, 12 i

p4 =
−3 − i

√
39

2
≈ −1, 5 − 3, 12 iSistem je £etrtega reda in ni£te vrste, re£emo mu lahko proporionalni sistem £etrtegareda. Sistem ima dve razli£ni £asovni konstanti,

τ1,2 =
1

−1
= −1, τ3,4 =

1

−1, 5
= −2

3
≈ −0, 67,dva razli£na koe�ienta du²enja,

ζ1 =
1√
12

≈ 0, 29, ζ2 =

√
3

4
≈ 0, 43,dve razli£ni dejanski frekveni nihanja,

fd1 =
1

2π

√
11 ≈ 0, 53, fd2 =

1

2π

√
39

2
≈ 0, 50,dve razli£ni kroºni frekveni nihanja,

ωd1 =
√

11 ≈ 3, 32, ωd2 =

√
39

2
≈ 3, 12,ter eno samo lastno frekveno nihanja

ωn =
√

12 ≈ 3, 46.Oja£enje sistema pa je
Ks = lim

s→0

s2 + 3s + 1

(s2 + 2s + 12)(s2 + 3s + 12)
=

1

12 · 12
=

1

144
≈ 0, 007.Graf prenosne funkije G(s) prikazuje spodnja slika:
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2. [OSNOVE ELEKTROTEHNIKE℄ �asovni potek elektri£nega toka je podan s funkijo
I(t) = Î cos(ωt),£asovni potek napetosti na kondenzatorju pa s funkijo

UC(t) = ÛC cos(ωt − π

2
),kjer je Î = 2A, ÛC = 15V in ω = 200s−1. Nari²ite grafa obeh funkij £asa.RE�ITEV:3.5 INTEGRALI1. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Signale, ki nas obdajajo v prostoru in £asu, lahko teo-reti£no predstavimo ko t realno (ali kompleksno) funkijo ene realne spremenljivke(obi£ajno £asa). Energija signala f(t) na kon£nem £asovnem intervalu (t1, t2) jede�nirana kot

Ef (t1, t2) =

∫ t2

t1

|f(t)|2 dt.
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Povpre£no mo£ signala f(t) na £asovnem intervalu (t1, t2) pa izra£unamo kot
Pf(t1, t2) =

1

t2 − t1
Ef (t1, t2) =

1

t2 − t1

∫ t2

t1

|f(t)|2 dt.Izra£unajte energijo in povpre£no mo£ signala f(t) = sin 3t na intervalu (0, 5).RE�ITEV:
Ef (0, 5) =

∫ 5

0
sin2 3t dt =

∫ 5

0
1−cos 6t

2
dt = 1

2

[
t − 1

6
sin 6t

]5

0
= 5

2
− 1

12
sin 30 ≈ 2, 58

Pf (0, 5) = 1
5
Ef (0, 5) ≈ 0, 522. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Energija signala f(t) na elotnem £asovnem intervalu jede�nirana kot

Ef = lim
T→∞

∫ T

−T

|f(t)|2 dt.�e limita obstaja in je kon£na (Ef < ∞), imenujemo signal f(t) energijski. Povpre£nomo£ signala f(t) na elotnem £asovnem intervalu pa izra£unamo kot
Pf = lim

T→∞

1

2T

∫ T

−T

|f(t)|2 dt.�e limita obstaja in je kon£na ter pozitivna (0 < Pf < ∞), imenujemo signal f(t)mo£nosten.Izra£unajte energijo in povpre£no mo£ naslednjih signalov:a.) f(t) =

{
e−t, t ≥ 0
0, t < 0b.) g(t) = eαt, kjer je α poljubno kompleksno ²tevilo



Kateri signal je energijski? Kateri signal je mo£nosten?Kak²na je povpre£na mo£ energijskega signala?RE�ITEV:a.) Signal f(t) je energijski, ni pa mo£nosten:
Ef = limT→∞

∫ T

0
e−2t dt = −1

2
limT→∞

[
e−2t

]T

0
= −1

2
limT→∞

[
e−2T − 1

]
= 1

2

Pf = limT→∞
1

2T

∫ T

0
e−2t dt = −1

2
limT→∞

1
2T

[
e−2t

]T

0
=

= −1
2
limT→∞

1
2T

[
e−2T − 1

]
= 0b.) Signal g(t) je energijski, £e je realna komponenta α negativna, in mo£nosten,£e je α £isto imaginarno ²tevilo:

Eg = limT→∞
∫ T

−T
|eαt|2 dt = limT→∞

∫ T

−T
e(α1+iα2)te(α1−iα2)t dt =

↓ £e α1 6= 0

= limT→∞
∫ T

−T
e2α1t dt = 1

2α1

limT→∞
[
e2α1t

]T

−T
=

= 1
2α1

limT→∞
(
e2α1T − e−2α1T

)
= 1

2α1

limT→∞
e4α1T − 1

e2α1T
=

= 1
2α1

limT→∞
4α1e

4α1T

2α1e2α1T
=

1

α1
lim

T→∞
e2α1T =

{
∞, £e α1 ≥ 0
0, £e α1 < 0

Pg = limT→∞
1

2T

∫ T

−T
e(α1+iα2)te(α1−iα2)t dt = limT→∞

1
2T

∫ T

−T
e2α1t dt =

↓ £e α1 6= 0

= 1
2α1

limT→∞
1

2T

(
e2α1T − e−2α1T

)
= 1

2α1

limT→∞
(

e2α1T

2T
− e−2α1T

2T

)
= ∞Torej, za α1 6= 0 signal g(t) ni mo£nosten. Ko je α1 = 0, pa dobimo

Pg = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

1 dt = lim
T→∞

1

2T
2T = 1in g(t) je mo£nosten.Povpre£na mo£ signala, ki je energijski, je enaka 0:

Pf = lim
T→∞

Ef

2T
= Ef lim

T→∞

1

2T
= 0.3. [OBDELAVA SIGNALOV℄ V postopkih obdelave signalov pogosto uporabljamo pri-bliºke dejanskih signalov. Razlogi so lahko razli£ni � velika numeri£na zahtevnostdolo£anja amplitud originalnega signala, originalni signal ne poseduje zahtevanihanaliti£nih lastnosti (npr. zveznost ali odvedljivost), ki so potrebne za izvedbo



dolo£enega postopka, z uvedbo pribliºka ºelimo poudariti nekatere spei�£ne �zikalnelastnosti signala. Pribliºek najve£krat sestavimo iz ve£ vnaprej podanih funkij,imenovanih temeljne funkije. Dolo£iti pribliºek x̃(t) signala x(t) s kon£no energijona omejenem £asovnem intervalu (t1, t2), tako da minimiramo srednjo kvadratnonapako
ǫ2(t) =

1

t2 − t1

∫ t2

t1

|x(t) − x̃(t)|2 dt,pomeni minimirati povpre£no mo£ signala napake ǫ(t) = x(t) − x̃(t).Naj bosta x̃1(t) = 4
π

sin t in x̃2(t) = 4
π

cos t dva pribliºka signala
x(t) =

{
1, 0 < t ≤ π

−1, π < t < 2πna £asovnem intervalu (0, 2π). Kateri izmed pribliºkov je bolj²i? Dolo£ite vrednostisrednjih kvadratnih napak.RE�ITEV:
ǫ2
1(t) = 1

2π

∫ 2π

0
|x(t) − x̃1(t)|2 dt =

= 1
2π

( ∫ π

0
|1 − 4

π
sin t|2 dt +

∫ 2π

π
| − 1 − 4

π
sin t|2 dt

)
=

= 1
2π

∫ π

0
(1 − 8

π
sin t + 16

π2 sin2 t) dt + 1
2π

∫ 2π

π
(1 + 8

π
sin t + 16

π2 sin2 t) dt =

= 1 − 8
π2 ≈ 0, 19

ǫ2
2(t) = 1

2π

∫ 2π

0
|x(t) − x̃2(t)|2 dt =

= 1
2π

( ∫ π

0
|1 − 4

π
cos t|2 dt +

∫ 2π

π
| − 1 − 4

π
cos t|2 dt

)
=

= 1
2π

∫ π

0
(1 − 8

π
cos t + 16

π2 cos2 t) dt + 1
2π

∫ 2π

π
(1 + 8

π
cos t + 16

π2 cos2 t) dt =

= 1 + 8
π2 ≈ 1, 81Srednja kvadratna napaka prvega pribliºka je manj²a od srednje kvadratne napakedrugega pribliºka, kar pomeni, da je prvi pribliºek bolj²i od drugega.Ali je napaka "velika"? Velikost napake, ki predstavlja povpre£no mo£ signalanapake ǫ(t) = x(t)−x̃(t) na intervalu, kjer dolo£amo pribliºek, je smiselno primerjatis povpre£no mo£jo Px signala x(t):

Px =
1

2π

∫ 2π

0

x2(t) dt =
1

2π

∫ 2π

0

1 dt = 1.Srednja kvadratna napaka prvega (bolj²ega) pribliºka torej predstavlja pribliºno
19% povpre£ne mo£i signala x(t). Drugi pribliºek ni zadovoljiv, saj je povpre£nomo£ signala napake ǫ2(t) = x(t) − x̃2(t) skoraj dvakrat tolik²na kot povpre£na mo£
Px originalnega signala.



4. [OBDELAVA SIGNALOV℄ Frekven£na oz. spektralna predstavitev periodi£nega sig-nala imenujemo zapis periodi£nega signala s Fourierjevo vrsto, tj. z neskon£no vsotosinusnih nihanj s frekvenami nω0, kjer je
ω0 =

2π

Tkroºna frekvena, n elo ²tevilo, T pa perioda signala. Sinusno nihanje predstavljaosnovni model nihanja, ki ga zasledimo v naravi. Z njim lahko na primer opi²emonihanje matemati£nega nihala ali nihanje, ki ga doseºemo z elektri£nim vezjem ni-hajnega kroga.Kompleksna Fourierjeva vrsta periodi£nega signala f(t) s periodo T0 je enaka
f̃(t) =

+∞∑

n=−∞
F (n)einω0t,kjer vrednosti koe�ientov F (n) dolo£imo po pravilu

F (n) =
1

T

∫ t0+T

t0

f(t)e−inω0t dt.Ker so tako signal f(t) kot temeljne funkije e−inω0t periodi£ne funkije s periodo
T , izbira spodnje meje t1 integrala ne vpliva na vrednost F (n) in je zato poljubna.Koe�ienti F (n) so v splo²nem kompleksni, tudi £e je f(t) realen, zato jih lahkozapi²emo kot

F (n) = P (n) + iQ(n),kjer P (n) imenujemo realni spekter, Q(n) pa imaginarni spekter.Dolo£ite kompleksno Fourierjevo vrsto, realni ter imaginarni spekter signala f(t),ki je na intervalu (0, 2π) enak At
2π

(A > 0) in je periodi£en s periodo T = 2π.RE�ITEV: Najprej izra£unajmo Fourierjeve koe�iente:
↓ £e n 6= 0

F (n) = 1
2π

∫ 2π

0

At

2π
e−int dt =

A

4π2

∫ 2π

0

te−int dt =
A

4π2

( i

n
te−int

∣∣2π

0
−

∫ 2π

0

i

n
e−int dt

)
=

=
A

4π2
(
2πi

n
+

1

n2
e−int

∣∣2π

0
) =

Ai

2πn

F (0) =
A

4π2

∫ 2π

0

t dt =
A

4π2

t2

2

∣∣2π

0
=

A

2

P (n) =

{
A
2
, n = 0

0, n 6= 0

Q(n) =

{
0, n = 0

A
2πn

, n 6= 0



Fourierjeva vrsta je sedaj enaka
f̃(t) =

+∞∑

n=−∞
F (n)eint =

A

2
+

Ai

2π

∑

n 6=0

1

n
eint =

A

2
− A

π

∞∑

n=1

1

n
sin nt.5. [RAZPOZNAVANJE GOVORA℄ �e iste govorne posnetke digitaliziramo na dvehlo£enih ra£unalni²kih sistemih, pride do problema sinhronizaije posnetkov � v digi-talnih zapisih posameznih posnetkov se pojavijo nepredvidljivi £asovni zamiki. De-tekija za£etka govora na osnovi pove£ane energije in podobnih parametrov se jeizkazala za nezanesljivo zaradi vpliva ²uma in moºnosti, da se na za£etku govorapojavijo glasovi z relativno majhno glasnostjo. Tako na primer glasova f in h, ki juizgovorimo v osami, zlahka zamenjamo z zvokom, ki ga ustvarimo z malo mo£nej²imdihanjem ali kak²no drugo ²ibko izraºeno akusti£no motnjo.Poravnavo dveh hkrati zajetih signalov lahko zelo zanesljivo izvedemo z uporabokriºne korelaije, ki je globalno odvisna od poteka obeh signalov. Potrebno zakas-nitev za uskladitev poteka signalov namre£ zelo natan£no dolo£a £asovni zamik τmax,kjer je vrednost kriºne korelaije najve£ja. Kriºna korelaija ϕij(τ) neperiodi£nihsignalov fi(t) in fj(t) je dolo£ena z izrazom

ϕij(τ) =

∫ ∞

−∞
fi(t)fj(t + τ) dt.�e sta signala fi(t) in fj(t) energijska signala, njuna kriºna korelaija ϕij(τ) obstajaza vsak τ in je neperiodi£en signal.Izra£unajte kriºni korelaiji ϕ12(τ) in ϕ21(τ) signalov

f1(t) =

{
e−t, t ≥ 0

0, t < 0in
f2(t) =

{
2 − t, 1 < t < 2

0, drugod ,nari²ite njun graf ter dolo£ite τ , pri katerem doseºeta maksimum.RE�ITEV:Lo£iti je treba tri moºnosti:
τ ≤ 1: Ko je 0 ≤ τ ≤ 1, premaknemo graf funkije f2(t) za τ v levo. Ko je τ < 0,premaknemo graf funkije f2(t) za |τ | v desno. V obeh primerih leºi interval,na katerem je funkija f2(t + τ) neni£elna, znotraj intervala, na katerem jefunkija f1(t) neni£elna. Velja

f1(t)f2(t + τ) =

{
e−t(2 − (t + τ)), 1 − τ ≤ t ≤ 2 − τ

0, drugodin kriºna korelaija pri pogoju τ ≤ 1 je enaka



ϕ12(τ) =
∫ ∞
−∞ f1(t)f2(t + τ) dt =

∫ 2−τ

1−τ
e−t(2 − (t + τ)) dt =

= −(2 − t − τ)e−t
∣∣2−τ

1−τ
−

∫ 2−τ

1−τ
e−t dt = eτ−2.

1 < τ < 2: Ko je 1 < τ < 2, premaknemo graf funkije f2(t) za τ v levo. V tem primeruse interval, na katerem je funkija f2(t + τ) neni£elna, le delno prekriva zintervalom, na katerem je funkija f1(t) neni£elna. Velja
f1(t)f2(t + τ) =

{
e−t(2 − (t + τ)), 0 ≤ t ≤ 2 − τ

0, drugodin kriºna korelaija pri pogoju 1 < τ < 2 je enaka
ϕ12(τ) =

∫ ∞
−∞ f1(t)f2(t + τ) dt =

∫ 2−τ

0
e−t(2 − (t + τ)) dt =

= −(2 − t − τ)e−t
∣∣2−τ

0
−

∫ 2−τ

0
e−t dt = eτ−2 − τ + 1.

τ ≥ 2: Ko je τ ≥ 2, premaknemo graf funkije f2(t) za τ v levo. V tem primeru imatainterval, na katerem je funkija f2(t + τ) neni£elna, in interval, na katerem jefunkija f1(t) neni£elna, prazen presek. To pomeni, da je f1(t)f2(t + τ) = 0 inkriºna korelaija pri pogoju τ ≥ 2 je enaka ϕ12(τ) = 0.Izra£unali smo kriºno korelaijo
ϕ12(τ) =






eτ−2, τ ≤ 1
eτ−2 − τ + 1, 1 < τ < 2

0, τ ≥ 2
.Kriºno korelaijo ϕ21(τ) lahko izra£unamo z uporabo osnovnih pravil za integriranje(uvedba nove spremenljivke u = t + τ v integral):

ϕ21(τ) =

∫ ∞

−∞
f2(t)f1(t + τ) dt =

∫ ∞

−∞
f1(u)f2(u − τ) du = ϕ12(−τ).Torej

ϕ21(τ) =






e−τ−2, −τ ≤ 1
e−τ−2 + τ + 1, 1 < −τ < 2

0, −τ ≥ 2
=






e−τ−2, τ ≥ −1
e−τ−2 + τ + 1, −2 < τ < −1

0, τ ≤ −2
.Kriºni korelaiji doseºeta maksimum pri τ = 1 oz. τ = −1.
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