Poglavje 2

Zaporedja
Uvod

Definicija: zaporedje (a,) =a,,a,,....a,,... je predpis, ki vsakemu naravnemu Stevilu n
(indeks zaporedja) priredi neko realno Stevilo a, (n-ti ¢len zaporedja). Zaporedje je torej
preslikava mnoZice naravnih Stevil v realna Stevila. f:N - R,nl a,. Zaporedje lahko
podamo na ve¢ nacinov. Najbolj preprosto preslikavo zapisemo eksplicitno a, = f(n).

MnoZica clenov zaporedja {an,nDN} UR imenujemo zaloga vrednosti zaporedja.
Navzgor omejeno zaporedje a, ima zaradi lasnosti kontinuuma realnih Stevil natan¢no zgornjo
mejo M=supa,, navzdol omejeno zaporedje b, pa ima natancno spodnjo mejo m=infb..
Natanc¢na zgornja meja in natan¢na spodnja meja sta lahko ¢lena zaporedja ali pa tudi ne.

Natancno zgornjo mejo zaporedja lahko opiSemo tudi drugace. M=supa, velja natanko
takrat, kadar so vsi ¢keni manjsi ali enaki M in za vsak € > 0 obstaja tak indeks no, da je
a,, >M —& .V vsaki epsilon okolici mora biti vsaj en ¢len zaporedja. Ce M ne sodi med ¢lene
zaporedja, lahko sklepamo, da mora biti v vsaki njegovi epsilon okolici celo neskon¢no
mnogo Clenov. To pripelje do pojma stekaliSce.

Definicija: Stevilo a je stekaliSCe zaporedja a. kadar je v wvsaki epsilon okolici
(a —&,a +& =) neskoncno mnogo ¢lenov zaporedja.

Trditev: natan¢na zgornja meja je najvecji Clen ali pa je stekliSCe zaporedja. Podobno je tudi
spodnja meja, najmanjsi Clen ali pa stekaliSce zaporedja.

Kadar je a stekalisCe, je torej neenacba |a —an|<& izpolnjena za neskontno mnogo
Clenov zaporedja. Lahko pa je neskontno mnogo Clenov, ki tej enacbi ne zadoScCajo in so
izven epsilon okolice.

Izrek: vsako navzgor in navzdol omejeno zaporedje ima vsaj eno stekaliSce.

Konvergentna zaporedja
Definicija: Zaporedje an konvergira proti Stevilu a, natanko takrat kadar za vsak € >0 obstaja
tak indeks ny, da so v epsilon okolici Stevila a vsi Cleni a,, z indeksom n =n,. Zaporedje ki
konvergira je konvergentno zaporedje, Stevilo a je njegova limita, kar zapiSemo a=lima, ali
a, » a;n - »_ Zaporedje ki ne konvergira je divergentno. Pri konvergentnem zaporedju z
limito a je neenacba |a—an|<& izpolnjena za vse indekse n od nekega n, dalje.

Ocitno je limita konvergentega zaporeedja stekaliSCe in to edino stekaliSCe tega
zaporedja. Ni pa vsako stekaliS¢e limita zaporedja, namre¢ ¢e ima zaporedje ve¢ kot eno
stekaliSCe, ne more biti konvergentno, v tem primeru nobeno od stekaliS¢ ni limita.

Lasnost konvergentnih zaporedij

Izrek: vsako konvergento zaporedje je omejeno, konvergentnost zaporedja je zadosten pogoj
za omejenost. Omejenost zaporedja pa je potreben pogoj za konvergenco. Zaporedje, ki ni
omejeno, ne more biti konvergetno. Prav tako zaporedje, ki ima vec kot eno stekaliSCe ne
more biti konvergetno.

Izrek: zaporedje je konvergentno natanko takrat, ko je omejeno in ima samo eno stekaliSce.
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Izrek: zaporedje (a,) je konvergentno natanko takrat, kadar zadoSca tako imenovanemu
Cauchyjevem pogoju. Vsakemu pozitivnemu Stevilu € pripada tak indeks ny, da je neenacba
|a,., —a, <& izpolnjena za vsak n> ny in za vsako naravno Stevilo p.

Divergentna zaporedja

Zaporedje ki ni konvergentno je divergentno. Na primer, vsako neomejeno zaporedje je
divergentno. Tudi vsako zaporedje z ve¢ kot enim stekalis§¢em je divergentno. Ce so ¢leni
Cedalje vecji in rastejo proti neskoncCnosti, pravaimo da zaporedje divergira proti
neskoncnosti.

Definicija: ¢e za vsako pozitivno Stevilo M obstaja tak indkes no, da je a,>M, Ce je n=n,,
pravimo da zaporedje a, divergira proti neskonCnosti in napiSemo lima, =co  Podobno
zaporedje divergira proti — : lima, =—c°o ¢e za vsako pozitivno Stevilo A obstaja tak
indeks ny, da je a,<-A, Ce je n>ny.

Lasnosti limite zaporedja

Konvergentnost je lasnost, ki je odvisna le od zelo poznih €lenov zaporedja, zacetni ¢leni pa
nanjo ne vplivajo. Ocitno ostane konvergetno zaporedje konvergetno z isto limito, e mu
dodamo ali odvzamemo konc¢no mnogo Clenov.

Trditev: ¢e imata zaporedji (a,) in (b,) isto limito lima, =limb, =I in je zaporedje (c,) med
njima, tako da je a, =<c, =b, zavsak n je tudi limc, =I

Trditev: Ce sta zaporedji (a,) in (b,) konvergetni in velja lima, =a in limb, =b potem so
konvergetna tudi zaporedja

(a, +b,) =a, +b,,a, +b,....,

(a, —b,) =a, —b,,a, —b,....

(a, xb,) =a, xb,,a, ><b,....

in velja

lim(a, xb,) =lima, xXlimb,

lim(a, +b,) =lima, +limb,

lim(a, —b,) =lima, —limb, ,

Trditev: e je a, #0 za vsak n in Ce zaporedje (a,) konvergira proti a #0, konvergira tudi
.1 1

zaporedje (1/a,) in je hma— =

Trditev: Ce zaporedje a, konvergira proti limiti a in zaporedje b,, kjer so b, #0 za vsak n,

konvergira proti b # 0, konvergira zaporedje kvocientov (a»/b,) proti a/b,

Splosneje: Ce je a, kvocient dveh polinomov in a3 #0, potem je

k ke

NI C
[t ak:Hao/ﬁo;k:l

ﬁ0n+"'+ﬁl-1n+ﬁl H

limg = lim
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Monotona zaporedja

Definicija: zaporedje (a,) je narasc¢ujocCe, Ce za vsak n[IN velja a, =a,, , Ce za vsak n
velja a, <a,,,, je zaporedje strogo naraScujoCe. Zaporedje (a.) je padajoCe , Ce za vsako
naravno Stevilo n velja a,=a,,. Ce za vsak n velja a,>a,,, je zapredje strogo
narasScujoce. Zaporedje je monotono, Ce je naraSCajujoce ali padajoce.

Monotona zaporedja so vsaj z ene strani omejena, vsako naraSCajujoce zapoedje a, je
navzdol omejeno in infa,=a;, vsako padajoCe zaporedje b, pa je navzgor omejeno in
supb,=b;.

Izrek: naraScajoCe zaporedje, ki je navzgor omejeno, konvergira proti lima,=supa.
NaraSc¢ujoce zaporedje, ki ni navzgor omejeno pa divergira proti 00 .

Podobno tudi padajaoce zaporedje, ki je navzdol omejeno, konvergira proti
lima,=infa,. PadajoCe zaporedje, ki ni navzdol omejeno pa divergira proti  minus
neskoncnosti.

Potence z realnimi eksponenti

Qo;c>1
. . . . . . o Tmpet - - ..
Trditev: zaporedje (c,) je konvergento, Ce je ¢ C(—1]. Natancneje limc" - Dl;C =1, ¢ce je
ek

c =—1, zaporedje ni konvergetno.

Zaporedje korenov
Vzemimo pozitivno realno stevilo ¢>0 in si oglejmo zaporedje korenov (c") = %/c .

Trditev: za vsak ¢>0 je zaporedje (c''") konvergetno z limito limc"" =1.

Izrek: za vsako realno Stevilo x obstaja zaporedje racionalnih Stevil (x,), ki konvergira k x:

limx = x.

limr,

Definicija: naj bo ¢>0. potem je ¢" =¢"™" =limc"

Konstrukcija Stevila e

1., . 1., . ..
Vzemimo zapoedji a, =(1 +;) in b, =(1 +H) . Pokazali bomo, da sta obe zaporedji
konvergetni in imata isto limito. V dokazu bomo potrebovali naslednjo neenakost.
Lema: za vsak x LJ(0,1) in za vsak mOZ , jm|>1 velja: (1 —x)" >1—mx
Dokaz leme: za eksponetne mJN , m =2 si lahko pomagamo z indukcijo.

1. Cejem=2jeofitno (1—x)* =1—2x+x* >1—-2x,
2. iz indukcijske pretpostavke (1—x)" >1—mx sledi
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A—x)"" =1—x)’A—x) >0 —mx)(1—x) =1—(m +Dx +mx’> >1—(m+1)x
in lema je za m =2 dokazana.
Ce je m=—m=-2n0N, pa iz neenacbe @A+x)(1—x)=1—x><1 sledi

1 —
1+x <1—(1—x) ' torejje 1-x)" =(1—x)" >(1+x)" >1+nx =1—mx
—X

In neenacba je dokazana tudi v tem primeru.

1 n . N . ~ . . 1 -n .
Trditev: zaporedje a, =(1 +;) , n =1 je narascujoCe in zaporedje b, =(1 +;) , n=2 je

padajoce.
Trditev: zaporedje a, je navzgor omejeno in zaporedje b, je navzdol omejeno.

Trditev: zaporedji a, in b, imata isto limito, ki jo bomo ozna¢ili z e. Stevilo e je iracionalno
Stevilo, ki ga bomo Se pogosto srecali. ZaokroZeno na dvanajst decimalk je 2.718281828459.

Logaritmi

Ko smo iskali obrat relacije A =a" pri fiksnem eksponentu, smo prisli do definicije korena:
a =% A . Ce pa na to relacijo gledamo pri spremenljivem eksponetu in spremenljivi osnovi, je
njen obrat logaritem.

Definicija: logaritem Stevila A>0 pri osnovi a>0 in a razlicen od 0, je Stevilo s katerim
moramo potencirati osnovo a, da dobimo A. x=log, A < a*=A. Stevilo A imenujemo
logaritmand, Stevilo a pa osnovo.

0=log,1 in 1=log,a. Iz zakonov raCunanja izpeljemo naslednja pravila za racunanje z
Tog,(AB) =log, A+log, B

logaritmi log, A/B=log, A—-log, Bl e pa sta a in b razlitni osnovi
log, Ar =rlog, A

log, A =log, bxloglA—legAHesa

Stevilske vrste
Konvergenca vrst

Definicija: ¢e je dano zaporedje (a,), je s predpisom S: =a;;S5, =S5, +qa, =a,+a, +...+a,,

dolocCeno zaporedje delnih vsot vrste s Cleni a,, ki jo oznacimo Zak =a, +a, +..+a, +...
=
Ce zaporedje delnih vsot S, konvergira proti Stevilu s, pravimo, da je slednja vrsta
konvergetna in da je njena vsota enaka s, kar zapiSemo ;ak =s. Ce je zaporedje delnih
=1

vsot divergetno, je vrsta divergentna in nima vsote.

Izrek: vrsta Z—a" je konvergetna natanko takrat, kadar za vsak & >0 obstaja tak indeks n,,

daje IS, =S, |Ha, ¥1+...+a,,, |<& zavsak pLIN | Ce je le n>n,.
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Drugace povedano: Ce je vrsta konvergetna, lahko izracunamo njeno vrsto poljubno
konvergetno, Ce le seStejemo dovolj njenih zacetnih clenov. Vsotao preostalih neskoncno
mnogo ¢lenov bo manjSa od predpisane napake.

Izrek: (potreben pogoj za konvergenco). Ce je vrsta konvergetna, konvergira zaporedjenjenih
Clenov proti 0.

Vrste s pozitivnimi ¢leni
Ce so vsi ¢leni a,>0 je zaporedje delnih vsot E a, naraScujoCe in konvergetno natanko
n=
takrat, kadar je navzgor omejeno. Ce ni omejeno, pa divergira proti neskon¢no.
Izrek: (primerjalni kriterij) Ce sta E a, in Ebn vrsti s pozitivnimi Cleni in je a, <b, za
n= n=
vsak nON , potem velja. Ce je Ebn konvergentna je potem tudi E a, konvergetna ali
n= n=
drugace povedano ce je E a, divergentna je tudi 23,, divergentna.
n= n=

n+l

._a
Izrek: (kvocientni kriterij) ¢e obstaja lim a

=L (ki je lahko tudi neskon¢no), velja: vrsta

n
Enq a, konvergira, Ce je L<1 in divergira, Ce je L>1. Ce pa je omenjena limita L=1, potem
kvocientni kriterij na vpraSanje o konvergentnosti ne da odgovora.

Absolutna in pogojna konvergenca vrst

Ce so ¢leni vrste poljubna Stevila (pozitivna ali negativna), lo¢imo dva tipa konvergence.

Definicija: vrsta zn:lan je absolutno konvergetna, Ce je konvergentna vrsta zn:1| a,| in
pogojno konvergetna, Ce je konvergetna, pa ni absolutno konvergentna.

Izrek: absolutno konvergentna vrsta je konvergetna.

Izrek: Leibnizov kriterij — Ce je (an) padajoCe zaporedje pozitivnih Stevil in liman = 0, je vrsta
a, —a, +a; —...= §n=1 (—D)""a, konvergetna. Vrstam, kjer se predznaki €lenov
izmenjujejo, (kot je ta v izreku), pravimo alternirajoce vrste.

olio_tomergne: i |

Trditev: alternirajoCa vrsta

-
[ 1—pr Jogio_tomeren: 0 pt |
I n

;divergema il

Vrste so pravzaprav »neskoncne vrste«, vendar vseh lasnosti kon¢nih vsot nimajo. Za koncne
vsote velja komutativnost — vrstni red ¢lenov na vsoto ne vpliva, za neskonce vrste pa v
sploSnem komutativnost ne velja.
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Izrek: poljubno absolutni konvergetni vrsti z istimi ¢leni, vendar v drugacnem vrstnem redu,
imata enako vsoto.



