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1. Cimbolj natanéno narisi grafe naslednjih funkcij!
a f(r)=a*— 23— 2?

To je polinomska funkcija. Nicle: 2 —x3 —2? = 2%(22—2—1) = 0.
Dvojno niclo imamo v ;5 = 0, drugi dve nicli pa dobimo po

formuli za kvadratno enacbo: x34 = 1i2\/5.

Ekstremi: f'(z) = 42° — 32* — 22 = (42 — 3z — 2) = 0. Eno
stacionarno tocko dobimo v z; = 0, drugi dve pa iz kvadratne
enacbe: g3 = %ﬂ. Drugi odvod: f”(z) = 122? — 6z — 2. Ker
je f7(0) < 0, imamo v tej tocki lokalni maksimum, v ostalih dveh
stacionarnih tockah pa lokalni minimum, saj je tam drugi odvod

pozitiven.
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Slika 1: Graf funkcije f(x) = 2* — 2% — 22

b f(x) = 131;2
To je racionalna funkcija. Nicla: x = 0. Poli: 7 = —1, 29 = 1.

Vodoravna asimptota: y = 0. Odvod:

b 200 —a?) —2x - (—2z) 24227
fx) = T = 2p 0.
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Odvod je povsod strogo pozitiven. To pomeni, da stacionarnih
tock ni, torej tudi ne ekstremov, funkcija pa je povsod strogo
narascajoca.
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Slika 2: Graf funkcije f(z) = 2z _

l—x

c f(x) =5

To je racionalna funkcija. Nic¢la: x = 0. Polov ni. Vodoravna
asimptota: y = 0. Odvod:

21+ 2%) —2x-2x 2 —22?

/ pu— pu— .

f@) (1 +22)2 (1 +22)2
Odvod je enak 0 v tockah 1 = —1 in x5 = 1. Ker je f'(—2) <0,
f/(0) > 0in f'(2) < 0, je v tocki ;1 = —1 minimum, v tocki

x9 = 1 pa maksimum. Velja se: f(—1) = —11in f(1) = 1.
Funkcija je naraséajoca na intervalu (—1,1) in padajoca na inter-
valu (—oo, —1) U (1, 00).
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Slika 3: Graf funkcije f(z) = 22

1422

d flo) =435

z+2
To je racionalna funkcija. Nicle: z(x + 1) = 0, torej 1 = 0 in
x9 = —1. Pol: x = —2. PoSevna asimptota: y = z — 1 (delimo
polinoma in velja z° + x = (z — 1)(x 4+ 2) 4+ 2). Odvod:
() 2z +1)(x+2)— (2 +2) 2*+4x+2
€T) = prmng
(x4 2)2 (x+2)2
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Odvod je enak 0 v tockah x;o = #g = -2+ 2. Ker je
f'(=4) > 0in f(=3) < 0, je v tocki ; = —2 — /2 lokalni

maksimum. Ker je f'(—=1) < 0 in f’(0) > 0, je v tocki xo

—2 4+ /2 lokalni minimum.
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Slika 4: Graf funkcije f(z) = “;2:2””

Nicle
r 27
——— =k keZ
5 3 T, €
4
T — —7T + 2km
3
Nekaj nicel: z_1 = —%’r, Ty = 4{, r = 107”.
Maksimumi:
xr 27 T
—— — = —+2k keZ
5 3 5 + 2K, €
7
T = —7T + 4km
3
Nekaj maksimumov: z_ = —5?”, To = %’r
Minimumi:
T 27 T
—— — = ——= 42k keZ
5 3 5 + 2K, €
T = E + 4km

Nekaj minimumov: zy = 3.



Slika 5: Graf funkcije f(x) = 2sin (% — %”)

INTEGRALI
Pravila za integriranje:
Ju@zgonis = [ st [ g
/(C’-f(x))da: - C-/f(m)dx (C = konst.)
[u@avts) = u@p) - [ ole)dua) (perpartes)

/f(:c)dx = /f(g(t))g’(t)dt (uvedba nove spremenljivke)
(x=g(t), do=gt)dt)

Tabela elementarnih integralov: (a € R, C' = konst.)

fx"dx:’i:—i-C',n;é—l [sinzdr = —cosz + C
[ =In|z|+C [ cosazdr =sinz + C
Jetdz =e"+C [a"de =& 4+ C
A — gz + C [ shzdx = chz + C
fsifgx = —ctgx + C [ chadz = shx + C
=22 = larctgZ 4+ C f\/a‘zi“j:arcsinf—i-c
i Al +C |J e~ + VFE 4 C

2. S pomocjo tabele elementarnih integralov izracunaj naslednje integrale!



/th:r;dx = /Siandx—/—l_COS2xdx
cos? x cos? x
1
= /( 5 —1)d$:tg93—:x+0
cos? x

/ L / 2 141 Vg 2 tor 4+ C
T = 2 — r = — — x — arctgr
1+ 22 2 +1 3 &

V prvem koraku smo delili polinoma in dobili: z* = (2% + 1)(2? —
1)+ 1.

3. Izracunaj naslednje integrale z uvedbo nove spremenljivke!

a
x t—2dt 1 2
dez = 1——)dt
/3x+2x 3t 3 9/( t)
1 1
= §(t—21n|t|) = 5(3x+2—21n|3x+2|)+0
Uvedli smo novo spremenljivko ¢t = 3z + 2 z diferencialom dt =
3dz, oz. do = %.
b 4
1 1 13 1 4
/\3/1 ~3adr = ——/tSdt s = _Z(1-32)i+C
3 33 4
Uvedli smo novo spremenljivko ¢ = 1 — 3z z diferencialom dt =
—3dx, oz. do = —
C

/(e2$+363x) de = /e%dx—l—iﬂ/e?’“dx
= ——/ tdt—l—/ “du———e +e"

390
= C
—5° +
Uvedli smo novi spremenljivki ¢ = —2z z diferencialom dt =
—2dx, oz. dx = —@ in u = 3z z diferencialom du = 3dz, oz.

_ du
dx = 3



/ 4 /—dt tot tee® + C
T = = arctgt = arctge
(e e g &

Uvedli smo novo spremenljivko t = e z diferencialom dt = e*dx.

/tgwdx:/smxdx:— %:—ln|t|:—ln|cosx|+0

COS T

Uvedli smo novo spremenljivko ¢t = cosz z diferencialom dt =
— sin xdzx.

1— 2 1
/siandx = /%dx: Z/(l — cost)dt

1 1
= Z(t —sint) = 1(21’ —sin2zx) + C

l—cosz

=5

Uvedli smo novo spremenljivko ¢ = 2z z diferencialom dt = 2dz,
dt

oz. dx = -

Uporabimo formulo za sinus polovicnega kota: sin 3 =

/esmx cosrdx = /etdt =e =" 4+ O

Uvedli smo novo spremenljivko ¢ = sinz z diferencialom dt =

cos zdx.
Inz 3 In® x
de = [ Pdt=— = C
/ z / 53
dx

Uvedli smo novo spremenljivko ¢ = Inx z diferencialom dt = <*.

/ dz B dt [ du
rnzln(lnz) tlnt ) wu

= Inju|=In|lnt|=In|ln(Inz)|+ C

Uvedli smo novi spremenljivki ¢t = Inx z diferencialom dt = df in

dt

u = Int z diferencialom du = T

arctg,/r t? )

————dr = [ 2tdt =2 - — = arct C
Va(l+x) g / 2 arctg” Ve +

Uvedli smo novo spremenljivko ¢ = arctgy/z z diferencialom dt =

dz
2yz(14z) "




/x3\/1—x2dx = /(1 —t2)t(—t)dt:/(t4—t2)dt
Y (e S (e
5 3

5 3

Uvedli smo novo spremenljivko t? = 1 — 22 z diferencialom 2tdt =
—2zdz, oz. xdx = —tdt in 22 =1 — 2.

4. S pomocjo integracije po delih (per partes) izracunaj naslednje inte-
grale!

a
/a:?’exda: = 2%’ — 3/x2exdx
= 2" — 3x%e” + G/xemdx
= %" — 32%e” + 6xe” — 6 / edx
= 2%e® — 32%e" 4 62e¢” — 6e” + C
Integracijo per partes smo uporabili trikrat. Prvi enacaj: v = a3,
dv = e*dz in zato du = 322%dx, v = €*. Drugi enacaj: u = 22,
dv = edzx in zato du = 2xdz, v = e”. Tretji enacaj: u = z,
dv = e*dz in zato du = dx, v = e”.
b
2 1 2
zln(z—1)dx = x—ln(m—l)—— T dx
2 2) xz—1
22 1
= —1 —1)—= 1 d
2n(x ) 2/(:c+ —i—x_)x
x? ?  x
= —I1 - —=== In|jz—1
5 n(x—1) 133 njz—1/+C

Integral smo resili per partes: v = In(x — 1), dv = zdzx in zato

du = %, v = ‘%2 Poleg tega smo delili polinoma in dobili xx_—21 =

41+ 15



) . T
arcsinzdr = wxarcsinx — ﬁdx
—x

—_— 1 dt
= xrarcsinx — —
2] Vi

. 1
= garcsinx + t2

= garcsinz +VvV1—z24+C

Zacetni integral resimo z metodo per partes: v = arcsinx, dv = dx

in zato du = \/1£7, v = z. Integral, ki ga tako dobimo, resimo s

substitucijo t = 1 — 22 z diferencialom dt = —2xdx.
d [ = [e“cosbrdr, a,beR

Integral izracunamo z dvakratno uporabo integracije po delih:

1 b
/ e’ cosbxrdr = —e**cosbx + — / e sin bzdx

a a
2
= —e"cosbr + —e"sinbr — — [ " cosbrdz
a a a
Prvi enacaj: u = cosbr, dv = e**dx in zato du = —bsin bxdz,

v = %e“’”. Drugi enacaj: u = sinbx, dv = e**dx in zato du =

bcosbrdx, v = %e‘“”.
Sedaj resimo enacbo:

1 b b2
I = —e*™cosbr + —2e‘”” sin bx — —2[
a a a
b? 1 b
1+—=11 = —-e*®cosbxr + —e™sinbx
a? a a?
1 b .
= cos bx + %e*® sin bx
I = ¢ o +C
1+ pel



