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UPORABA ODVODOV

Ekstremi funkcij:

a je stacionarna tocka funkcije f(x), ¢e je f'(a) = 0.
Ce je f"(a) < 0, potem je v tocki a maksimum.

Ce je f"(a) > 0, potem je v tocki a minimum.

Ce je f"(a) = 0, potem je v tocki a sedlo.

Tangente in normale:

Smerni koeficient tangente na funkcijo f(x) v tocki (zo,yo): ki = f'(z0).
Smerni koeficient normale na funkcijo f(z) v tocki (xo,yo): kn = —kit.

Enacba premice skozi tocko (xg, o) in smernim koeficientom k: y — yo =
k- (x— x).
Enacba premice skozi tocki (x1,y1) in (z2,y2): y —y1 = gz:zll (r — x1).

1. Doloci ekstreme naslednjih funkcij!
a f(x) =8z —2z?

[zra¢unamo najprej prvi odvod: f'(x) = 8 —4x. Stacionarne tocke
so reditve enacbe f'(x) = 0. V nasem primeru 8 — 4z = 0, torej
T =2.

Drugi odvod funkcije je f”(x) = —4, torej f”(2) = —4 < 0, kar
pomeni, da je v tocki x = 2 maksimum.

b f(z) =2%"°

I[zracunamo najprej prvi odvod: f'(x) = 2ze™ — 2% = x(2 —
x)e™®. Stacionarne tocke so resitve enacbe f'(xr) = 0. V nasem
primeru z(2 —z)e ™ =0 o0z. (2 —x) =0, torej x; =0 in x5 = 2.
Drugi odvod funkcije je f”(x) = 2e™% — 2ze™® — 2xe ™ + x%e % =
(x? — 4z + 2)e™*, torej f”(0) = 2 > 0, kar pomeni, da je v tocki
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71 = 0 minimum, in f”(2) = —2e~2 < 0, kar pomeni, da je v tocki
To = 2 maksimum.

2. Dolodi tocke, kjer funkcija f(x) doseze najvecjo oz. najmanjso vrednost
na intervalu 7!

a f(z) =252 T=0,4]

[zracunajmo prvi odvod:

(22 —3)(x+1)— (2> = 3x) 2> +2x—3

fle) = CESIE RS
Stacionarne tocke:
fl(z) =0
2+ 2x—3 _ 9
(x4 1)2 N

(@+3)(z—1) = 0

Dobimo dve resitvi: 1 = —3, x5 = 1. Ker prva ne lezi na danem
intervalu, nas zanima samo druga resitev. Ker je v tockah levo od
1 prvi odvod negativen, v tockah desno od 1 pa pozitiven, je v tej

tocki lokalni minimum. Vrednost funkcije je f(1) = —1.
Preverimo sedaj $e vrednosti v krajis¢ih intervala: f(0) = 0,
f(4) = 2. Najvecja vrednost je torej dosezena v tocki (4,%),

najmanjsa pa v tocki (1, —1).
b f(x) = 2ter — tgr, [=[0,5)
[zracunajmo prvi odvod:

1 2
(x) = — 2tgx - = 1—t
f() cos? x &v cos?x  cos?x ( &7)

Stacionarne tocke:

flz) =0

1—t% =0
cost( &7)

1—tgr = 0

tgr = 1

T

r = -
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Resitev gornje enacbe je sicer neskonéno, a le ena lezi na danem
intervalu. Ker je v tockah levo od 7§ prvi odvod pozitiven, v
tockah desno od 7 pa negativen, je v tej tocki lokalni maksimum.
Vrednost funkcije je f(§) = 1.

Preverimo sedaj e vrednost v levem krajiscu intervala: f(0) = 0.
Najvecja vrednost je torej dosezena v tocki (7,1), najmanjsa pa
v tocki (0, 0).

3. Zapisi enacbo tangente in normale na krivuljo v dani tocki T'!
ay=2"+222—4x -3, T(-2,5)

Odvajamo in dobimo: ' = 322 + 4z — 4.
Smerni koeficient tangente: k, = 3/'(—2) = 0.
Smerni koeficient normale: k,, = —kit = —00.
Enacba tangente:

Y=y = ki (z— o)
y—>5 = 0-(x+2)
y = 5
Enac¢ba normale: z = —2.
Tangenta je vzporedna z osjo z, normala pa z osjo y. V dani tocki

imamo tako stacionarno tocko.

COS T

by=ux To=T
Krivuljo najprej zapiSemo v drugacni obliki z uporabo enakosti
r = el
y = ecosxlnx'
Odvajamo in dobimo:
/ _ _coszlnz (_ : 1 l)
Yy =€ . smxlnx + cosw - .
x

Izratunamo $e vrednost funkcije v tocki zg = m: yo = y(m) = L.
Torej T(m, 1).

Smerni koeficient tangente: k; = ¢/(7) = —=;.
Enacba tangente:

y—— = —P(w—ﬁ)
1 2

y = —mrt—
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Smerni koeficient normale: k, = —L1 = 72.
Enacba normale:

1
y——- = m(z—7)
™
Yy = e — 7+ =

cy’*+y—6x=0, T(1,-3)
Krivuljo implicitno odvajamo in dobimo:

29y +y' =6 = 0
, 6
2y +1

Y

Smerni koeficient tangente: k, = y/(xo,y0) = y'(1,—3) = —2.
Enacba tangente:

Y—Y = k‘t'(x—fo)
y+3 = ——(z—1)

y = -

Smerni koeficient normale: k, = — 7 =
Enacba normale:

4. Poiséi tisto tocko na intervalu [0, 3], v kateri je tangenta na krivuljo
f(x) = 2% vzporedna premici skozi A(0, £(0)), B(3, f(3))!

Velja: f(0) =01in f(3) =9, torej A(0,0) in B(3,9). Enacba premice
skozi ti dve tocki se glasi:

Y2 — U1

Yy—thn = xg—xl(x_xl)
9
y—0 = g(l"—o)
y = 3



Ker sta premici vzporedni, mora biti smerni koeficient te premice enak
smernemu koeficientu tangente:

y/(flfo) =k
21’0 =

Ol w W W

g —

Upostevali smo, da je f'(z) = 2z. Torej je yo = f(zo) = 7. Iskana
tocka je T'(2,2).

. Poisci tisto normalo na krivuljo ¥y = xlnx, ki je vzporedna premici
2 —2y+3=0!

Premica 2z — 2y + 3 = 0 se v eksplicitni obliki glasi: y = x + % in ima
smerni koeficient enak 1.

Torej k,, = 1 in zato k; = —1. Is¢emo Se tocko.

Odvod funkcije je: v/ = x - % +Inz=Inx + 1. Sledi

ki =y (vo) =Inzg+1 = -1
Inzg = 2
Ty = e 2
Zato je yo = e *Ilne 2= —2¢? in T(e™?, —2¢72).

Enacba normale se tako glasi:

y—yo = kn-(z—20)
Y+ 2e7? 1-(z—e7?)

y = x—3¢?

. Dolo¢i kot pod katerim se sekata krivulji y = sinz in y = sin2x v
izhodiscu!

Tocka T'(0,0). Krivulji y; in yo se sekata pod istim kotom kot tangenti
na ti dve krivulji v preseciscu.

Vemo, da je smerni koeficient premice enak tangensu kota, ki ga pre-
mica oklepa s pozitivnim poltrakom z-osi.

Ker je 4, = sinx in zato 3, = cosx, je ki = y,(0) = 1. Podobno, ker je
Yy = sin 2z in zato y, = 2cos 2z, je ky = y,(0) = 2.

Oznacimo: k; = tga, ke = tgf. Is¢emo kot p = f—a. 1z trigonometrije
poznamo formulo

tgld — tga
tgp =tg(B —a) = 1+ tgatel



Sledi:

ko — Ky 1

t — —_— -
¥ 1+ kky 3

1
o = arctgg = 18°26’
. Razstavi stevilo 36 na produkt dveh faktorjev tako, da bo vsota njunih
kvadratov najmanjsa!

Pisemo 36 = z - y in iS¢emo taka z in y, da bo 22 + y* minimalno.
.. .. 2 .
Torej je y = %. Funkcijo f(x) = 2 + ?;% odvajamo:

2 - 362
o) —
f (‘T) =2z — 3
Ekstremno vrednost dosezemo tam, kjer je f'(z) = 0.
2 - 362
20 — 26 = 0
T
*—36 = 0

(z —6)(z +6)(2* +36) =

Od tod sledita dve resitvi: z; = 6 in zato y; = 6 ter x5 = —6 in zato
y2 = —6.

. Krogli z radijem R vértaj valj z najvecjim volumnom. Doloéi radij r
valja!
2

Skica je priporocljiva. Velja zveza (Pitagorov izrek): R* = r? + (%’) ,

kjer je v visina valja. Torej r*> = R? — %.

Volumen valja izra¢unamo po formuli V = 7r?v. Iséemo maksimum
funkcije:

Odvajamo:

Ekstremno vrednost dobimo, ko je V'(v) = 0, torej ko je mR?* = 3mv?.

s 2 _ 4p2 _ 2R3 sl 2 P2 4Ap2 . 1 2p2
Sledi v* = R* in zato v = =5, Tedaj je r* = R* — R* - = 57,

torej je radij r = %E.
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Odprt stozec (brez osnovne ploskve) ima volumen @ Koliksen je

polmer osnovne ploskve, ¢e ves, da ima od vseh takih stozcev najmanjso
povrsino?

Skica je priporocljiva. Velja zveza V = %m’zv = @, kjer so V', r
in v volumen, radij in viSina stozca, torej v = Tg/j? Povrsino (plasc)
odprtega stozca izracunamo po formuli: P = 7rs, kjer je s dolzina
stranice. Iz Pitagorovega izreka dobimo zvezo: s? = r? 4+ v2. Ko

6 .. . .
2 2::% [s¢emo minimum funkcije:

vstavimo enacbo za v dobimo s* =

2 6 1
P(r) = 7ry/ —HZT = —2m + w2r6
wr r

Odvajamo in dobimo:

P'(r) = v O = V2 i1 9n(mp 1)
) 2 RN e

Ekstrem dobimo tam, kjer je P'(r) = 0, torej, ko je 7r® — 1 = 0.
Razstavimo:

(Var? = D(Vrr’ +1)
(Vrr = 1)(V/mr? + Var + 1) (Vrr + 1)(Ymr? = Vrr +1) =

Resitev je r = \6/%7

I
o o

Iz kroga z danim polmerom R izrezemo izsek in preostanek zvijemo v
stozec. Izberi kot izseka tako, da ima dobljeni stozec najvecjo mozno
prostornino!

Skica je priporocljiva. Velja zveza med R, 7 in v: R? = v? + 1?2, kjer
sta r in v radij in visina stozca. Sledi: v = VR? — 2. Velja Se zveza
med R in oz (2r — )R = 277, kjer je « kot izseka. Sledi: r = @.
Volumen stozca izracunamo po formuli V' = %7?7“21}, ki jo zapiSemo kot
funkcijo kota a:

V(a) 1 (21 — a)*Vira — a2

e
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Odvajamo:

2473

Vi) = 1 <—2(27r—a)\/47r04—042

(27 — Q)Zﬁ(@r - 2a)>

R¥(2m —a) —8ma +2a% +47? — dra + o?
2473 Vidra — o?
R3(2m — ) (47* — 127 + 3a?)
24m3\/dra — o2

Odvod je enak 0, ko je a1 = 27 in ko je a3 =
21 + %g'

Volumen je torej maksimalen pri a = 27(1 — ‘/?é)

1274+1/14472 —4872
G =

S pomocjo diferenciala izrac¢unaj priblizno vrednost funkcije f(z) =

.8
V322 + 31 + 4 pri a = 155!

Vrednost funkcije v neki tocki a, ¢e poznamo vrednost v neki bliznji
tocki zg, izracunamo po formuli:

fla) = f(xo) + f'(0)(a — z0).
Potrebujemo odvod:

6z + 3
322+ 3z +4

Vrednost funkcije in odvoda preprosto izracunamo v tocki xq = 0, ki je

blizu a = 552 f(0) =2 in f/(0) = 2. Torej:

8 3 8
2 ) =242. 2 =206
f(mo) 1 100 — 200

() =



