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ZAPOREDJA

Zaporedje je predpis, ki vsakemu n € N priredi a,, € R.

Monotonost zaporedij:

Zaporedje {a,} je narascajoce, ¢e je a1 > a, za vsak n.
Zaporedje {a,} je strogo narascajoce, ¢e je a,y1 > a, za vsak n.
Zaporedje {a,} je padajoce, ¢e je a,i1 < a, za vsak n.
Zaporedje {a,} je strogo padajoce, ¢e je a,11 < a, za vsak n.

Kriterija za monotonost:

i apy1 —a, > 0 = zaporedje je narascajoce

ii “tL > 1 = zaporedje je narascajoce
a.

n -

Omejenost zaporedij:

Zgornja meja zaporedja {a,} je vsako stevilo M, da velja a,, < M za vsak n.
Spodnja meja zaporedja {a,} je vsako stevilo m, da velja a,, > m za vsak n.
Supremum ali natan¢na zgornja meja je najmanjsa izmed vseh zgornjih mej.
Infimum ali natan¢na spodnja meja je najvecja izmed vseh spodnjih mej.
Supremum in infimum vedno obstajata.

Zaporedje {a,} je navzgor omejeno, ¢e ima konéno zgornjo mejo.

Zaporedje {a,} je navzdol omejeno, ¢e ima konéno spodnjo mejo.
Zaporedje {a,} je omejeno, ¢e je navzgor in navzdol omejeno.

Maksimum je najvecji ¢len zaporedja {a,}, minimum pa najmanjsi ¢len za-
poredja {a,}.

Maksimum in minimum ne obstajata vedno. Ce maksimum oz. minimum
obstaja, potem je enak supremumu oz. infimumu.

Supremum in infimum nista nujno ¢lena zaporedja, maksimum in minimum
pa sta.



Stekalis¢a in limite:

Stevilo a je stekalisée zaporedja {a,}, ¢e je v vsaki e-okolici stevila a neskon-
¢no c¢lenov tega zaporedja.

Stevilo a je limita zaporedja {a,}, ¢e je v vsaki e-okolici tevila a neskonéno
clenov tega zaporedja, izven te okolice pa le konéno mnogo.

Limito oznac¢imo z a = lim,,_,o Gy,.

Zaporedje, ki ima limito se imenuje konvergentno, sicer pa divergentno.
Vsaka limita je stekalisce, obratno pa ni nujno res. Stekalisce je limita, ko je
edino stekalisce. Vsako stekalisce je limita nekega podzaporedja.

Vsako omejeno zaporedje ima stekalisé¢e. Omejeno zaporedje z enim samim
stekaliscem je konvergentno.

Zaporedje je konvergentno, Ce je naras¢ajoCe in navzgor omejeno.

Zaporedje je konvergentno, ¢e je padajoce in navzdol omejeno.

1. Doloc¢i monotonost zaporedij!

1
aa, = ;3
Uporabimo drugi kriterij za monotonost:

n p—Y 1
a“:"f:nJr < 1.
a, —— n—4+2

Zaporedje je strogo padajoce.

b a, = n?

Uporabimo prvi kriterij za monotonost:
Upp1 —ap=(Mn+1) —n*=n*+2n+1-n*=2n+1>0.

Zaporedje je strogo narascajoce.
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Uporabimo drugi kriterij za monotonost:

2 3.3".p) 3
Ap+1 _ (n;;l)! _ : cN. _ § 1’ n Z 9
an, o5 (n+1)-n!-3" n+1

Zaporedje je padajoce za n > 2.
Opomba: n! =1-2---nin velja (n 4+ 1)! = (n+ 1)n!.

d a, = sin(nn)

Zaporedje je konstantno enako 0.



2. Dolodi najvecji in najmanjsi ¢len zaporedja (Ce obstaja) ter supremum
in infimum!

_ n
aa, =9
Najprej preverimo monotonost:

ane1  (n+1)  n*4+2n+1 -
a,  n(n+2) n2+2n '

Ker je to strogo narascajoce zaporedje, je prvi ¢len minimalen:
. r .
mina, = a; = — = inf a,,.
n 2 n

Infimum je seveda enak minimumu. Maksimalen ¢len ne obstaja.
Supremum pa je enak sup,, a,, = 1, saj so vsi ¢leni zaporedja strogo
manjsi od 1, vendar se poljubno priblizajo.

__ 2"
ban—m

Najprej preverimo monotonost:

n+1l |
Unt1 _ 2 nt 2 <1
a, (n+1!-2" n+1"

Ker je to padajoce zaporedje, je prvi ¢len maksimalen:

maxa, = a; = 2 = sup a,.
n n
Supremum je seveda enak maksimumu. Minimalen ¢len ne ob-
staja. Infimum pa je enak inf, a, = 0, saj eksponentna funkcija
narasca pocasneje kot fakulteta.

ca,=(1-2)(-1)"

To je primer alternirajocega zaporedja. Prvih nekaj ¢lenov se
glasi: 0 1 23 45
s Y99y T 3340 Frgrt

V tem primeru zaporedje razdelimo na dve podzaporedji: v prvem
podzaporedju so cleni z lihim indeksom, v drugem pa ¢leni s sodim
indeksom. Opazimo, da je prvo podzaporedje padajoce in pada od
0 proti —1 (ag—1 — —1), drugo podzaporedje pa je narascajoce
in naras¢a od 1 proti 1 (ag, — 1). 1 in —1 nista ¢lena zaporedja,
zato maksimum in minimum ne obstajata, sta pa ti dve Stevili
supremum in infimum: sup,, a, = 1, inf, a,, = —1.



3. Zapisi splosni ¢len zaporedja!

a 2,3.4,5.6,...
= ap =n+1
b 1,-4,9,-16,25,...
= a, = (—1)""1n?

Opomba: Potenca n + 1 je zato, ker se alternirajoce zaporedje
zacne s pozitivnim clenom.

4. Dolodi stekalisca zaporedja! Ali je zaporedje konvergentno?

S =

aa,=1-—

Zaporedje ima eno samo stekaliSce: 1, saj se vsi ¢leni priblizujejo
k 1, in je torej konvergentno.

b a, = sin (%)

Prvih nekaj clenov zaporedja se glasi: 0 VERVE] 0, Y3 3

9 y 9 9 9 2 PIR
Cleni se ponavljajo, ker je funkcija sin periodi¢na. Stekalisca so
torej: 0, \/75 in —%g, zaporedje pa ni konvergentno (je divergentno).

272747478787 ""

Zaporedje razdelimo na dve podzaporedji: ¢leni z lihimi indeksi
se priblizujejo 0, ¢leni s sodimi indeksi pa k 1, stekalis¢i sta dve:
0 in 1, zato zaporedje ni konvergentno.

5. Izracunaj naslednje limite!

a
2 8, 9 6
‘i 8n+9n —6 ~ lim T2 3 _
n—oo 2n% +3n+1 noco2+4 34 L
Opomba: Take limite resujemo tako, da delimo Stevec in ime-
novalec z najvisjo potenco, torej v nasem primeru z n?. Velja:
#—>O, ko gre n — oo za vsak r > 1.
b

) ™n? + 2 7
lim — = —
n—oo3n?+1ln—2 3
Opomba: Ce sta stopnji polinomov v §tevcu in imenovalcu enaki,

je limita enaka kvocientu vodilnih koeficientov.



N YA S
im ——— = lim —v— = -
d
vV — V 1
lim (Vn+1—+n) = lim( nt vn)(Vn+ 1+ vn)
n—o0 n—00 (\/n + 14+ \/ﬁ)
) n+1—n
= lim
n—oo (v/n+14+/n)
1
= lim =0
n—oo (v/n+1++/n)
Opomba: Take limite resujemo tako, da izraz v Stevcu in imeno-
valcu pomnozimo s podobnim izrazom, le da je namesto minusa
plus.
e
I 1 ’ vVn+1+4++n
im = lim
n—co \/n(v/n+1—+/n) n—oo y/n(n+1—n)
1+14+V1
= lim —— =2
n—oo \/I
f

Cogmlggert ()
lm ———r— = lim 75— =3
n—oo 2043 n—oo 1 (3)" +3
Opomba: a™ — 0, ko gre n — 0o za a < 1. V nasem primeru je

-2
a—3<1.

6. S pomocjo limite lim,, (1 + %)n = e izracunaj naslednje limite!

) n+5\" ) 2 \"
lim = lim [ 1+
n—oo \ N + 3 n—00 n-+ 3

a




V drugi vrstici smo napravili substitucijo + = -2 oz. m = %43
m n+3 2

torej n = 2m — 3. Ko gre n — oo, gre tudi m — oo.
Dodatno smo v tretji vrstici upostevali, da je kvadratna funkcija

zvezna in zato lahko zamenjamo vrstni red limitiranja in kvadri-

ranja.
b
1 n+3
lim(n+3)(In(n+1)—Ilnn) = limIn <n+ >
n—o0 n—00 n
= In lim (1 + —)
n—oo n

= lne=1

V prvi vrstici smo upostevali lastnosti logaritemske funkcije: In a+
Inb =Inab, Ina —Inb=1In¢ in rlna = Ina”. Poleg tega smo v
drugi vrstici upostevali Se, da lahko zamenjamo vrstni red limiti-
ranja in logaritmiranja, ker je In zvezna funkcija.

7. Ugotovi od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni zaporedja a,, razlikujejo od
limite za manj kot &!

n?4n 1

aan:—n2+1,€:E

Resiti je potrebno neenacbo |a, — a| < ¢, kjer je a = lim,,_, ay,.
Limita je ocitno enaka a = 1.

n®>+n 1| < 1
n?+1 10
n>+n-—-n?-1 1
< R

n?4+1 10
n—1 - 1

n2+1 10

n>+1 > 10n— 10
n2—10n+11 > 0

Enacba n? — 10n 4+ 11 = 0 ima dve reditvi ny, = 0E/10-H _

2
5+ V14, kjer je ny =5+ V14 =874 in ny = 5 — 14 = 1.25.
Gornja neenakost velja za vse n > n; in n < ng, torej so od
devetega clena dalje vsi ¢leni zaporedja v tej okolici.

n__ —
b a, =%+ =25




Resiti je potrebno neenacbo |a, — a| < ¢, kjer je a = lim,,_, ay,.
Limita je ocitno enaka a = 1.

E’n5:1—1'< 25~
5" —1— 5" -
— 5
1 1
S 5w
5" > 5%
n > 50

Torej so od enainpetdesetega ¢lena dalje vsi cleni zaporedja v tej
okolici.

8. Dokazi, da je rekurzivno podano zaporedje konvergentno in izracunaj
limito!

aale,anH:%"—Q

Zapisimo nekaj clenov zaporedja: 0, —2, —%, -
Prvi ¢leni padajo, zato je za dokaz konvergence dovolj dokazati,
da je zaporedje padajoce in navzdol omejeno.

i Pokazimo najprej omejenost navzdol.
Z indukcijo bomo pokazali, da je a,, > —3 za vsak n € N. Za
n =1je a; =0 > —3, torej baza indukcije drzi. Za dokaz
indukcijskega koraka vzamemo za indukcijsko predpostavko,
da je a, > —3 in dokazujemo, da je potem tudi a,,; > —3.

Torej:
9> % 9= _3
py1 = — — — —2=-3.
+17 3 3
ii Sedaj pokazimo Se padanje:
A, 2ay, 2. (_3)
il —Qp=——-2—a,=— —2< ——2-2=0.

(nt1 = n = 73 “ 3 3

Ker je zaporedje padajoce in navzdol omejeno, je konvergentno.
[zracunajmo Se limito. V ta namen oznac¢imo: a = lim,,_,, a,.
an

Ap+1 = ? — 2
lim a,,; = lim (% - 2)
a
= ——2
“ 7 3
a = -3



Opomba: lim, ., a,+1 = lim, . a,, ker se zaporedji a, 1 in a,
razlikujeta samo v prvem clenu, kar pa ne vpliva na limito.

b alzl,(ln_;_l:a?n—l-].

Zapisimo nekaj ¢lenov zaporedja: 1, %, %, e

Prvi ¢leni narascajo, zato je za dokaz konvergence dovolj dokazati,
da je zaporedje narasc¢ajoce in navzgor omejeno.

i Pokazimo najprej omejenost navzgor.
Z indukcijo bomo pokazali, da je a,, < 2 za vsak n € N. Za
n =1jea =1 < 2, torej baza indukcije drzi. Za dokaz
indukcijskega koraka vzamemo za indukcijsko predpostavko,
da je a, < 2 in dokazujemo, da je potem tudi a,, .1 < 2. Torej:

an 2
an+1:?+1<§+1:2.

ii Sedaj pokazimo Se narascanje:

Ap+1 — @ 5 + a 5 + 5 +
Ker je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno, je konvergentno.

Izracunajmo Se limito. V ta namen oznacimo: a = lim,,_,, a,.

an
an+1 = ? + 1
. . Qn
lim a,.; = lim <? + 1>
241
a = =
2
a = 2



