
Matematika II (UNI) Izpit (17. junij 2009)RE�ITVENaloga 1 (20 to£k)Transformaija T slika 3-razseºne realne vektorje v 2-razseºne realne vektorje. Vektor
~x =





x1

x2

x3



 preslika v T (~x) =

[

2x1

−x2

].a.) Preveri, da je T linearna preslikava.b.) Zapi²i matriko linearne preslikave T v standardni bazi..) Kateri vektorji se s T preslikajo v vektor [

4
−3

]?
a.) Najprej preverimo, da je T linearna preslikava. Pokazati je torej treba, da zapoljubna 3-razseºna vektorja ~x in ~y velja

T (α~x + β~y) = αT (~x) + βT (~y).Ra£unajmo:
T (α~x + β~y) = T (α





x1

x2

x3



 + β





y1

y2

y3



) = T (





αx1 + βy1

αx2 + βy2

αx3 + βy3



)

=

[

2(αx1 + βy1)
−(αx2 + βy2)

]

=

[

2αx1

−αx2

]

+

[

2βy1

−βy2

]

= α

[

2x1

−x2

]

+ β

[

2y1

−y2

]

= αT (





x1

x2

x3



) + βT (





y1

y2

y3



)

= αT (~x) + βT (~y).Torej res, T je linearna preslikava.b.) Zapi²i zdaj matriko preslikave T v standardni bazi. Ker velja
T (~i) =

[

2
0

]

, T (~j) =

[

0
−1

]

, T (~k) =

[

0
0

]

,je matrika linearne preslikave enaka
T =

[

2 0 0
0 −1 0

]

.Slike standardnih baznih vektorjev smo zloºili v stolpe matrike.



.) Zdaj poglejmo ²e, kateri vektorji se s T preslikajo v vektor [

4
−3

]. To se da ugotovitineposredno iz predpisa linearne transformaije. Za vsa realna ²tevila x3 namre£ velja
T (





2
3
x3



) =

[

4
−3

]

.Rezultat: {





2
3
x3



 ; x3 poljubno realno ²tevilo}.
Naloga 2 (20 to£k)Dana je poten£na vrsta

∞
∑

n=0

xn+1

(−4)n
.a.) Izra£unaj vsoto vrste v x = 1.b.) Izra£unaj konvergen£ni polmer vrste..) Ali vrsta konvergira v x = −4?a.) Najprej izra£unajmo vsoto vrste v x = 1. Velja:

∞
∑

n=0

1n+1

(−4)n
=

∞
∑

n=0

1

(−4)n
=

∞
∑

n=0

(−1

4
)n =

1

1 − (−1
4
)

=
1
5
4

=
4

5
.Dobljena vrsta je geometrijska in konvergira, saj je |q| = | − 1

4
| < 1.b.) Izra£unajmo konvergen£ni polmer vrste:

R =
1

limn→∞

n

√

|an|
=

1

limn→∞
n

√

| 1
(−4)n−1 |

=
1

limn→∞

n

√

1
4n−1

= lim
n→∞

n

√
4n−1

= lim
n→∞

4
n−1

n = 4.Vrsta torej konvergira absolutno in enakomerno vsaj na (−4, 4)..) Preverimo ²e, ali vrsta konvergira tudi v kraji²£u x = −4. Namesto x vstavimo −4in dobimo ²tevilsko vrsto:
∞

∑

n=0

(−4)n+1

(−4)n
=

∞
∑

n=0

(−4) = −∞.Ta vrsta torej divergira, saj vsota ni kon£no ²tevilo.



Naloga 3 (20 to£k)Dana je funkija treh spremenljivk:
w(x, y, z) = sin (xy) +

x2

y2 + z2
.a.) Dolo£i de�niijsko obmo£je funkije w(x, y, z).b.) Izra£unaj wxx(1, 0,

√
2) + wzz(1, 1, 0).a.) Najprej dolo£imo de�niijsko obmo£je funkije w(x, y, z). Vidimo, da je funkijskipredpis de�niran za vse trojie (x, y, z), za katere je y2 + z2 6= 0. Drugih omejitev(razen neni£elnega imenovala) ni. Torej, de�niijsko obmo£je

Dw = {(x, y, z); y2 + z2 6= 0} = {(x, y, z); y 6= 0 ali z 6= 0}je mnoºia vseh realnih vektorjev, ki niso oblike (x, 0, 0).b.) Izra£unajmo ²e wxx(1, 0,
√

2) + wzz(1, 1, 0). Gremo po vrsti:
wx = cos (xy) · y +

2x

y2 + z2
,

wxx = − sin (xy) · y2 +
2

y2 + z2
,

wz = − 2zx2

(y2 + z2)2
,

wzz =
−2x2(y2 + z2)2 + 2zx2 · 2(y2 + z2) · 2z

(y2 + z2)4
.Sedaj sledi

wxx(1, 0,
√

2) + wzz(1, 1, 0) =
2

0 + 2
+

−2

1
= −1.

Naloga 4 (20 to£k)Poi²£i tisto re²itev diferenialne ena£be
y′′′(x) − y′′(x) − y′(x) + y(x) = 2x2,ki zado²£a pogojem y(0) = 5, y′(0) = 12 in y′′(0) = 2.Dana diferenialna ena£ba je linearna s konstantnimi koe�ienti. Splo²na re²itev je ses-tavljena iz re²itve homogenega dela (yh) in partikularne re²itve (yp):

y = yh + yp.



a.) Homogeni del (ra£unamo yh):
y′′′ − y′′ − y′ + 1 = 0.Vzamemo nastavek yh = eλ in dobimo karakteristi£no ena£bo:
λ3 − λ2 − λ + 1 = 0,

λ2(λ − 1) − (λ − 1) = 0,

(λ − 1)(λ2 − 1) = 0,

(λ − 1)2(λ + 1) = 0,katere re²itve so:
λ1,2 = 1,

λ3 = −1.Sledi re²itev homogenega dela:
yh = C1e

λ1x + C2xeλ2x + C3e
λ3x = C1e

x + C2xex + C3e
−x.b.) Nehomogeni del (ra£unamo yp):

y′′′ − y′′ − y′ + y = 2x2.Nastavek za partikularno re²itev je polinom 2. stopnje:
yp = Ax2 + Bx + C.Nastavek 3-krat odvajamo,
y = Ax2 + Bx + C,

y′ = 2Ax + B,

y′′ = 2A,

y′′′ = 0,in vstavimo v diferenialno ena£bo:
0 − 2A − (2Ax + B) + (Ax2 + Bx + C) = 2x2.Sledi sistem ena£b (izena£imo konstanti ter koe�ienta pred x in x2):

−2A − B + C = 0,

−2A + B = 0,

A = 2.Re²itev sistema je A = 2, B = 4 in C = 8. Sledi partikularna re²itev:
yp = 2x2 + 4x + 8.



Splo²na re²itev diferenialne ena£be je zato
y = yh + yp = C1e

x + C2xex + C3e
−x + 2x2 + 4x + 8.Poi²£imo ²e tisto re²itev, ki zado²£a danim pogojem:

y(0) = 5 : C1 + C3 + 8 = 5,

y′(0) = 12 : C1 + C2 − C3 + 4 = 12,

y′′(0) = 2 : C1 + 2C2 + C3 + 4 = 2.Re²itev sistema je C1 = 9
4
, C2 = 1

2
in C3 = −21

4
, zato sledi

y =
9

4
ex +

1

2
xex − 21

4
e−x + 2x2 + 4x + 8.

Naloga 5 (20 to£k)Dolo£i tip diferenialne ena£be in poi²£i njeno splo²no re²itev y(x):
2xy′ = y ln y + y′.�e diferenialno ena£bo uredimo,

(2x − 1)y′ = y ln y oz. y′ =
y ln y

2x − 1
,vidimo, da gre za diferenialno ena£bo z lo£ljivima spremenljivkama. Sedaj vstavimo y′ =

dy

dx
, lo£imo spremenljivki in integriramo:

(2x − 1)
dy

dx
= y ln y,

(2x − 1)dy = y ln y dx,

dy

y ln y
=

dx

2x − 1
,

∫

dy

y ln y
=

∫

dx

2x − 1
.Pod levim integralom uvedemo novo spremenljivko

t = ln y ⇒ dt =
dy

y
,pod desnim pa

u = 2x − 1 ⇒ du = 2dx.



Dobimo splo²no re²itev diferenialne ena£be:
∫

dt

t
=

∫

1

2
· du

u
,

ln t =
1

2
· ln u + ln C,

ln t = ln (Cu
1

2 ),

t = Cu
1

2 ,

ln y = C(2x − 1)
1

2 ,

y = eC(2x−1)
1

2

.


