
Matematika II (UNI) Izpit (11. september 2008)
RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)
Pokaºite, da se premici ~r1 = (1, 2,−1) + t(2, 2, 1) in ~r2 = (−1,−2, 3) + s(4, 6,−3) sekata,
in poi²£ite koordinate prese£i²£a. Zapi²ite ena£bo ravnine, ki jo dani premici dolo£ata.

Zapi²imo ena£bi obeh premic v parametri£ni obliki:

prva premica : x = 1 + 2t

y = 2 + 2t

z = −1 + t

druga premica : x = −1 + 4s

y = −2 + 6s

z = 3− 3s

Prese£i²£e obeh premic je to£ka, katere koordinate zado²£ajo obema ena£bama. To je:

x : 1 + 2t = −1 + 4s

y : 2 + 2t = −2 + 6s

z : −1 + t = 3− 3s

Dobimo nehomogeni sistem treh linearnih ena£b za dve neznanki, ki ga preoblikujemo do
zgornjetrikotne oblike:




1 −2 −1
1 −3 −2
1 3 4


 ≡




1 −2 −1
0 −1 −1
0 5 5


 ≡




1 −2 −1
0 −1 −1
0 0 0




2. vr.− 1. vr.
3. vr.− 1. vr.

3. vr. + 5× 2. vr.

Premici se sekata natanko tedaj, ko ima zgornji sistem eno samo re²itev. To je res, zato
ker je rang matrike (2) enak ²tevilu neznank sistema (s, t). Torej, premici se sekata.
Koordinate prese£i²£a dolo£a zgornja raz²irjena matrika:

t− 2s = −1

−s = −1

Torej s = 1 in t = 1. To£ka, v kateri se premici sekata, je zato P (3, 4, 0).

Ravnina, ki jo sekajo£i se premici dolo£ata, je dolo£ena s prese£i²£em premic in normalo,
ki je vektorski produkt smernih vektorjev premic. Torej

~n = ~s1 × ~s2 = (2, 2, 1)× (4, 6,−3) =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
2 2 1
4 6 −3

∣∣∣∣∣∣
= (−12, 10, 4) = 2(−6, 5, 2).



Za normalo lahko vzamemo vektor ~n′ = (−6, 5, 2) in dobimo ena£bo ravnine:

−6x + 5y + 2z = d, d = ~n′ · ~rP = (−6, 5, 2) · (3, 4, 0) = −18 + 20 = 2.

Ena£ba ravnine se torej glasi
−6x + 5y + 2z = 2.

Naloga 2 (20 to£k)
Poi²£ite lastne vrednosti in lastni vektor, ki pripada najmanj²i lastni vrednosti matrike

M =




1 0 0 2
0 2 0 0
0 0 2 0
2 0 0 1


 .

Lastne vrednosti matrike so re²itve ena£be det (M − λI) = 0. Ra£unajmo torej determi-
nanto:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0 2
0 2− λ 0 0
0 0 2− λ 0
2 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2− λ) ·

∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 2
0 2− λ 0
2 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣

1− λ 0
0 2− λ
2 0

= (2− λ)((1− λ)2(2− λ)− 4(2− λ)) = (2− λ)2((1− λ)2 − 4) = (2− λ)2(λ2 − 2λ− 3)

= (2− λ)2(λ− 3)(λ + 1).

Sledi, najmanj²a lastna vrednost matrike M je −1. Sicer imamo ²e lastni vrednosti 2
(dvakrat) in 3.

Izra£unajmo ²e lastni vektor za lastno vrednost −1. Re²iti moramo homogeni sistem
linearnih ena£b (M −λI)~x = 0, torej sistem (M + I)~x = 0. Sistem najprej poenostavimo:




2 0 0 2 0
0 3 0 0 0
0 0 3 0 0
2 0 0 2 0


 ≡




1 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 0


 ≡




1 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0




Sledi:

x1 + x4 = 0,

x2 = 0,

x3 = 0.

Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti −1, sedaj dobimo, tako da v re²itev (x1, 0, 0,−x1)
za prosti parameter x1 vstavimo poljubno neni£elno realno vrednost, na primer x1 = 1.
Dobimo lastni vektor ~v = (1, 0, 0,−1).



Naloga 3 (20 to£k)
Dana je periodi£na funkcija

f(t) =

{ −1, −π < t < 0
1, 0 < t < π

s periodo 2π. Dolo£ite koe�ciente a0, a1, b1, a2 in b2 funkcije

g(t) = a0 + a1 cos t + b1 sin t + a2 cos 2t + b2 sin 2t,

ki je delna vsota Fourierove vrste funkcije f(t).

Funkcija f(t) je liha, zato velja: a0 = 0 in a1 = 0. Izra£unati moramo le preostala
koe�cienta b1 in b2. To lahko naredimo, tako da izra£unamo kar splo²ni koe�cient:

bn = 1
π

∫ π

−π
f(t) sin nt dt = 2

π

∫ π

0
f(t) sin nt dt = 2

π

∫ π

0
sin nt dt = 2

π

[− 1
n

cos nt
]π

0

= − 2
nπ

(cos nπ − 1) = − 2
nπ

((−1)n − 1) = 2
nπ

(1− (−1)n).

Sledi b1 = 4
π
in b2 = 0. Funkcija g(t) je zato enaka

g(t) =
4

π
sin t.

Naloga 4 (20 to£k)
Poi²£ite to£ke, v katerih funkcija

f(x, y, z) = xyz

doseºe najmanj²o in najve£jo vrednost pri pogoju

x + y + z = 12.

Kandidati za najmanj²o in najve£jo vrednost (vezani ekstremi) so stacionarne to£ke La-
grangeove funkcije

F (x, y, z; λ) = f(x, y, z) + λg(x, y) = xyz + λ(x + y + z − 12).

Poi²£imo torej stacionarne to£ke Lagrangeove funkcije:

F ′
x = yz + λ = 0,

F ′
y = xz + λ = 0,

F ′
z = xy + λ = 0,

F ′
λ = x + y + z − 12 = 0.

Re²itev sistema so tri to£ke: T1(12, 0, 0), T2(0, 12, 0), T3(0, 0, 12) in T4(4, 4, 4). V to£kah
T1, T2 in T3 funkcija f(x, y, z) doseºe vrednost 0, v to£ki T4 pa vrednost 43 = 64.



Sledi, najmanj²o vrednost na danem obmo£ju funkcija doseºe v to£kah T1, T2 in T3. Na-
jve£jo vrednost doseºe v to£ki T4.

Naloga 5 (20 to£k)
Re²ite za£etni problem:

y′ + 5y − x = e−2x,

y(−1) = 0.

Dana diferencialna ena£ba
y′ + 5y = x + e−2x

ima konstantne koe�ciente. Splo²na re²itev je vsota re²itve homogenega dela yh in par-
tikularne re²itve yp.

A.) Homogeni del:

Karakteristi£na ena£ba homogenega dela se glasi

λ + 5 = 0,

torej λ = −5 in re²itev homogenega dela je enaka

yh = Ce−5x.

B.) Nehomogeni del:

Partikularno re²itev dobimo z nastavkom

yp = Ax + B + De−2x.

Nastavek odvajamo y′ = A− 2De−2x in vstavimo v diferencialno ena£bo:

A− 2De−2x + 5(Ax + B + De−2x) = x + e−2x,

5Ax + A + 5B + 3De−2x = x + e−2x.

Sledi sistem:

5A = 1,

A + 5B = 0,

3D = 1.

Re²itev sistema so koe�cienti A = 1
5
, B = − 1

25
in D = 1

3
. Partikularna re²itev

diferencialne ena£be je zato enaka

yp =
1

5
x− 1

25
+

1

3
e−2x.



Splo²na re²itev diferencialne ena£be je enaka

y = yh + yp = Ce−5x +
1

5
x− 1

25
+

1

3
e−2x.

Re²imo ²e za£etni problem:

y(−1) = 0 : 0 = Ce5 − 1

5
− 1

25
+

1

3
e2,

C =

(
6

25
− 1

3
e2

)
e−5,

y =

(
6

25
− 1

3
e2

)
e−5(x+1) +

1

5
x− 1

25
+

1

3
e−2x.


