
Matematika II (UNI) Izpit (14. september 2010)

RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)
Podana so ogli²£a tristrane piramide:

A(1, 2, 3), B(−1, 0,−1), C(5, 4, 3), D(1, 0,−2).

Dolo£ite:

a.) ena£bo ravnine π, ki vsebuje to£ke A, B in C,

b.) premico, ki je pravokotna na ravnino π in gre skozi to£ko D,

c.) vi²ino piramide skozi ogli²£e D.

a.) Da bi zapisali ena£bo ravnine, rabimo vektor, ki je pravokoten na ravnino. Dobimo
ga, tako da vektorsko pomnoºimo dva vektorja, ki leºita na ravnini. Na primer:

~a = ~AB = (−1, 0,−1)− (1, 2, 3) = (−2,−2,−4) = −2(1, 1, 2),

~b = ~AC = (5, 4, 3)− (1, 2, 3) = (4, 2, 0) = 2(2, 1, 0).

Torej:

~n = (1, 1, 2)× (2, 1, 0) =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 2
2 1 0

∣∣∣∣∣∣ = (−2, 4,−1).

Ena£ba ravnine π se sedaj glasi

−2x+ 4y − z = d,

kjer je
d = ~n · ~rA = (−2, 4,−1) · (1, 2, 3) = −2 + 8− 3 = 3.

b.) Za smerni vektor premice p, ki je pravokotna na ravnino π in gre skozi to£ko
D(1, 0,−2), lahko vzamemo normalo ~n = (−2, 4,−1). Dobimo kanoni£no obliko
ena£be premice:

x− 1

−2
=
y

4
=
z + 2

−1
.

c.) Izra£unajmo prese£i²£e premice p in ravnine π, katere ena£ba v parametri£ni obliki
se glasi takole:

x = 1− 2t,

y = 4t,

z = −2− t.



Prese£i²£e P dobimo, £e zgornje zveze vstavimo v ena£bo ravnine:

−2x+ 4y − z = 3,

−2(1− 2t) + 4 · 4t− (−2− t) = 3,

21t = 3,

t =
1

7
,

P (
5

7
,
4

7
,−15

7
).

Vi²ina piramide skozi ogli²£e D je enaka dolºini vektorja

~PD = (1, 0,−2)− (
5

7
,
4

7
,−15

7
) = (

2

7
,−4

7
,
1

7
).

Torej

vD = | ~PD| = |(2
7
,−4

7
,
1

7
)| =

√(
2

7

)2

+

(
−4

7

)2

+

(
1

7

)2

=

√
21

7
.

Naloga 2 (20 to£k)
Naj bo Amatrika, katere lastni vrednosti sta λ1 = 2 in λ2 = 3, pripadajo£a lastna vektorja
pa ~v1 = (1, 3)T in ~v2 = (6,−1)T . Dolo£ite vse elemente matrike A.

Vemo naslednje:

A ·
[

1
3

]
= 2

[
1
3

]
=

[
2
6

]
,

A ·
[

6
−1

]
= 3

[
6
−1

]
=

[
18
−3

]
.

Obe zgornji ena£bi lahko zdruºimo v eno matri£no ena£bo

A ·
[

1 6
3 −1

]
=

[
2 18
6 −3

]
.

Re²itev je matrika

A =

[
2 18
6 −3

]
·
[

1 6
3 −1

]−1

=

[
2 18
6 −3

]
· 1

−19

[
−1 −6
−3 1

]
= − 1

19

[
−56 6

3 −39

]
.

Naloga 3 (20 to£k)
Funkcijo

f(x) = x(4− x)
1
2

razvijte v Taylorjevo vrsto okrog to£ke 0 in dolo£ite obmo£je konvergence vrste.



Pri razvoju funkcije f(x) v Taylorjevo vrsto si bomo pomagali z Binomsko vrsto

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk,

ki konvergira za |x| < 1. To je:

f(x) = x(4− x)
1
2

= x · 4
1
2 · (1 +

−x
4

)
1
2

= 2x
∞∑
k=0

(
1
2

k

)(
−x
4

)k
=

∞∑
k=0

2

(
−1

4

)k (1
2

k

)
xk+1.

Dobljena Taylorjeva vrsta konvergira, ko velja∣∣∣∣−x4
∣∣∣∣ < 1 =⇒ |x| < 4.

Naloga 4 (20 to£k)
Zaloºnik ocenjuje, da mu prodaja knjige prinese zasluºek

f(x, y) = xy
√
y,

kjer je x znesek, vloºen v oblikovanje knjige, y pa znesek, vloºen v reklamo. Kako naj
zaloºnik razporedi sredstva v vi²ini 20 000 EUR, da bo zasluºek najve£ji?

Sredstva v vi²ini 20 000 EUR zaloºnik nameni oblikovanju knjige in reklami, kar lahko
zapi²emo z naslednjim pogojem:

x+ y = 20 000.

Najve£ji zasluºek dobimo kot maksimum funkcije f(x, y) pri zgornjem pogoju, torej kot
vezan ekstrem. Zapi²imo Lagrangeovo funkcijo:

F (x, y;λ) = xy
√
y + λ(x+ y − 20 000).

Kandidati za vezane ekstreme so stacionarne to£ke Lagrangeove funkcije, to je re²itve
naslednjega sistema ena£b:

F ′x = y
√
y + λ = 0,

F ′y = x · 3
2
y

1
2 + λ = 0,

F ′λ = x+ y − 20 000 = 0.



�e prvi dve ena£bi od²tejemo, dobimo

y
√
y − x · 3

2
y

1
2 = 0,

y
1
2 (y − 3

2
x) = 0,

y = 0 ali y =
3

2
x.

Lo£imo torej dve moºnosti:

• y = 0 =⇒ x = 20 000,

• y = 3
2
x =⇒ x+ 3

2
x = 20 000 =⇒ x = 8 000 in y = 12 000.

Ker je

f(20 000, 0) = 0,

f(8 000, 12 000) = 8 000 · 12 000 ·
√

12 000 > 0,

vidimo, da je v prvi to£ki vezan minimum, v drugi pa vezan maksimum. Torej, zaloºnik
bo dosegel najve£ji zasluºek, £e bo 8 000 EUR namenil za oblikovanje knjige, 12 000 EUR
pa za reklamo.

Naloga 5 (20 to£k)
Dolo£ite parameter a tako, da bo diferencialna ena£ba

2xy dx+ (xa − y2) dy = 0

eksaktna. Dobljeno eksaktno diferencialno ena£bo re²ite.

Dana diferencialna ena£ba bo eksaktna, £e bo veljalo

P ′y(x, y) = Q′x(x, y),

kjer sta

P (x, y) = 2xy =⇒ P ′y(x, y) = 2x,

Q(x, y) = xa − y2 =⇒ Q′x(x, y) = axa−1.

Sledi: a = 2. Dana diferencialna ena£ba se torej v eksaktni obliki glasi takole:

dz(x, y) = 2xy dx+ (x2 − y2) dy = 0.

Do re²itve z(x, y) = C pridemo, tako da re²imo naslednji sistem ena£b:

z′x = P (x, y) = 2xy,

z′y = Q(x, y) = x2 − y2.



Iz prve ena£be sledi

z(x, y) =

∫
z′x dx =

∫
2xy dx = 2y

x2

2
+D(y) = yx2 +D(y).

Dobljeno funkcijo z(x, y) sedaj parcialno odvajamo po y:

z′y = x2 +D′y.

Iz druge ena£be zgornjega sistema sledi:

x2 − y2 = x2 +D′y,

kar pomeni, da je D(y), ki je le funkcija y, enaka:

D′y = −y2 =⇒ D(y) =

∫
D′y dy = −

∫
y2 dy = −y

3

3
(konstante ne pi²emo).

Sledi

z(x, y) = yx2 +D(y) = yx2 − y3

3

in re²itev eksaktne dif. ena£be je

yx2 − y3

3
= C.


