
Matematika II (UNI) Izpit (4. september 2013)

RE�ITVE

Naloga 1 (20 to£k)
Matriko oblike

R(ϕ) =

[
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

]
,

kjer je ϕ ∈ R, imenujemo rotacijska matrika. �e matriko R(ϕ) pomnoºimo z vektorjem
~x = [x y]T , se vektor ~x v realni ravnini zarotira za kot ϕ.

a.) V kateri smeri (glede na urin kazalec) se zarotira vektor, £e je ϕ > 0?

b.) Pri katerih vrednostih ϕ ima matrika R(ϕ) realne lastne vrednosti in kak²ne?

Vse odgovore dobro utemeljite.

Re²itev:

a.) �e matriko R(ϕ) pomnoºimo z vektorjem ~i = [1 0]T , dobimo

R(ϕ) ·~i =
[

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

]
·
[
1
0

]
=

[
cosϕ
− sinϕ

]
.

Ko je npr. 0 < ϕ < π
2
, je prva komponenta (cosϕ) preslikanega vektorja pozitivna,

druga (− sinϕ) pa negativna, zato gre za rotacijo v smeri urinega kazalca.

b.) Realni lastni vektorji matrike R(ϕ) so tisti vektorji, ki jim matrika ohranja smer. Pri
rotaciji pa se vektorjem smer ohrani le takrat, kadar jih zarotiramo za ve£kratnike
kota 180◦. Matrika R(ϕ) ima zato realne lastne vrednosti le pri naslednjih vrednostih
kota ϕ:

0,±π,±2π,±3π,±4π, . . .
Torej ϕ = kπ, kjer je k ∈ Z. Pri lihih ve£kratnikih π dobimo eno samo realno lastno
vrednost −1, pri sodih ve£kratnikih π pa eno samo realno lastno vrednost 1.

Do enakega zaklju£ka bi lahko pri²li tudi z re²evanjem karakteristi£ne ena£be. Ena£ba
1 − 2λ cosϕ + λ2 ima realne re²itve natanko tedaj, kadar velja D = cos2 ϕ − 1 ≥ 0
oziroma cosϕ = ±1.

Naloga 2 (20 to£k)
Dan je sistem linearnih ena£b:

ax + y = 1,
x + ay + z = a,
x + y + az = 1.



a.) Poi²£ite vsaj eno vrednost parametra a, pri kateri bo imel sistem ve£ kot eno re²itev.

b.) Dolo£ite parameter a tako, da bo imel sistem natanko eno re²itev. To re²itev tudi
zapi²ite.

Re²itev:

a.) �e je a = 1, sta druga in tretja ena£ba sistema enaki, zato ima sistem treh ena£b
s tremi neznankami ve£ kot eno re²itev (linearno neodvisnih ena£b je manj kot nez-
nank). V tem primeru imamo neskon£no mnogo re²itev sistema.

b.) Sistem linearnih ena£b zapi²imo v matri£ni obliki in uporabimo Gaussovo elimi-
nacijo: 1 1 a 1

1 a 1 a
a 1 0 1

 ∼
 1 1 a 1

0 a− 1 1− a a− 1
0 1− a −a2 1− a

 ∼
 1 1 a 1

0 a− 1 1− a a− 1
0 0 1− a− a2 0

 .
Sistem ima natanko eno re²itev, kadar je rang matrike koe�cientov sistema enak 3.
To pa je res natanko tedaj, kadar je a 6= 1 in 1− a− a2 6= 0. Torej

a /∈ {1,−1

2
+

√
5

2
,−1

2
−
√
5

2
}.

V tem primeru je re²itev sistema enaka

x = 0, y = 1, z = 0.

Naloga 3 (20 to£k)

Vzemimo hiperboli£ni trigonometri£ni funkciji sinhx =
ex − e−x

2
in coshx =

ex + e−x

2
.

a.) Z uporabo Taylorjeve vrste za ex razvijte funkciji sinhx in coshx v Taylorjevi vrsti
okrog x = 0.

b.) Opi²ite razlike med Taylorjevima vrstama za sinhx in sinx, razviti okrog x = 0, ter
razlike med Taylorjevima vrstama za coshx in cosx, razviti okrog x = 0.

Re²itev:



a.) Taylorjeva vrsta funkcije ex, razvita okrog x = 0, je enaka

1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Sledi

sinhx =
ex − e−x

2
=

(1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ x4

4!
+ · · · )− (1− x+ x2

2!
− x3

3!
+ x4

4!
− · · · )

2

=
2x+ 2 · x3

3!
+ 2 · x5

5!
+ · · ·

2
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·

in podobno

coshx =
ex + e−x

2
=

(1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ x4

4!
+ · · · ) + (1− x+ x2

2!
− x3

3!
+ x4

4!
− · · · )

2

=
2 + 2 · x2

2!
+ 2 · x4

4!
+ · · ·

2
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ · · · .

b.) Primerjajmo Taylorjevi vrsti funkcij sinus in hiperboli£ni sinus:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · ,

sinhx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ · · · .

Obe vrsti se razlikujeta le v predznaku vsakega drugega £lena: medtem ko je predznak
sodih £lenov Taylorjeve vrste funkcije sinus negativen, je predznak sodih £lenov Tay-
lorjeve vrste funkcije hiperboli£ni sinus pozitiven. Podobno velja za funkciji kosinus
in hiperboli£ni kosinus.

Naloga 4 (20 to£k)
Dana je funkcija f(x, y) = xy + 14.

a.) Poi²£ite najmanj²o in najve£jo vrednost funkcije f pri pogoju x2 + y2 = 18.

b.) Nari²ite nivojske krivulje z = f(x, y) za vrednosti z = 0, z = 7 in z = 14.

Re²itev:

a.) Zapi²imo Lagrangeovo funkcijo vezanega ekstremalnega problema:

F (x, y;λ) = xy + 14 + λ(x2 + y2 − 18).



Najmanj²a in najve£ja vrednost funkcije f lahko nastopita le v stacionarnih to£kah
Lagrangeove funkcije:

F ′x = y + 2λx = 0,

F ′y = x+ 2λy = 0,

F ′λ = x2 + y2 − 18 = 0.

Re²itve zgornjega sistema ena£b so naslednje stacionarne to£ke:

T1(3,−3), T2(−3, 3), T3(3, 3), T4(−3,−3).

Funkcija f v teh to£kah doseºe naslednje vrednosti:

f(3,−3) = 5,

f(−3, 3) = 5,

f(3, 3) = 23,

f(−3,−3) = 23.

Najmanj²a vrednost funkcije f pri danem pogoju je torej enaka 5, najve£ja pa 23.

b.) Nivojske krivulje so:

� hiperboli y = −14
x
(ko je z = 0) in y = − 7

x
(ko je z = 7) ter

� koordinatni kriº z ena£bo xy = 0 (ko je z = 14).

Glejte spodnjo sliko.
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Naloga 5 (20 to£k)
Dana je diferencialna ena£ba y′′(x) + 3y′(x) + 4y(x) = 4x2 − 2x.

a.) Poi²£ite splo²no re²itev diferencialne ena£be.

b.) Ali je funkcija y(x) = e−
3
2
x sin (

√
7
2
x) re²itev dane diferencialne ena£be? Odgovor

utemeljite.

Re²itev:

a.) Dana je nehomogena linearna diferencialna ena£ba drugega reda. Njena splo²na
re²itev je vsota re²itve homogene ena£be in partikularne re²itve: y = yh + yp.

� Iz karakteristi£ne ena£be homogenega dela

λ2 + 3λ+ 4 = 0

dobimo λ1,2 = −3
2
± i

√
7
2
. Sledi re²itev homogene ena£be:

yh = C1e

(
− 3

2
+i

√
7

2

)
x
+C2e

(
− 3

2
−i

√
7

2

)
x
= D1e

− 3
2
x sin

(√
7

2
x

)
+D2e

− 3
2
x cos

(√
7

2
x

)
.

� Partikularno re²itev diferencialne ena£be lahko dobimo s polinomskim nas-
tavkom

yp = Ax2 +Bx+ C.

Potem ko nastavek odvedemo in vstavimo v ena£bo, dobimo pogoje za nedolo£ene
koe�ciente iz nastavka:

4A = 4,

6A+ 4B = −2,
2A+ 3B + 4C = 0.

Sledi partikularna re²itev:
yp = x2 − 2x+ 1.

Splo²na re²itev dane diferencialne ena£be je torej 2-parametri£na druºina funkcij

y = D1e
− 3

2
x sin

(√
7

2
x

)
+D2e

− 3
2
x cos

(√
7

2
x

)
+ x2 − 2x+ 1.

b.) Funkcija y(x) = e−
3
2
x sin (

√
7
2
x) ni £lanica zgornje druºine (splo²ne re²itve). Da to

ni re²itev dane diferencialne ena£be lahko vidimo tudi tako, da funkcijo odvedemo
(izra£unamo y′ in y′′) in preverimo, da ena£bi ne zado²£a.


