
Matematika II (UNI) 1. kolokvij (10. april 2008)

RE�ITVE

Naloga 1 (25 to£k)

Dani so trije vektorji v vektorskem prostoru R3, to so ~a = (q, 1, 2), ~b = (0, q,−1) in
~c = (2, 3, q − 1), ter to£ka T (3, 3, 2).

a.) Dolo£ite vrednost parametra q, tako da bodo vektorji ~a, ~b in ~c komplanarni.

b.) Naj bo q = 3. Izra£unajte prostornino paralelepipeda, ki ga dolo£ajo vektorji ~a,~b
in ~c.

c.) Naj bo q = 1. Zapi²ite ena£bo ravnine Π, ki vsebuje vektorja ~a in ~b ter to£ko T .

d.) Zapi²ite ena£bo vsaj ene premice, ki ravnino Π : x− 2y = −3 prebada v to£ki T .

a.) Vektoji so komplanarni, ko je njihov me²ani produkt enak 0:∣∣∣∣∣∣
q 1 2
0 q −1
2 3 q − 1

∣∣∣∣∣∣ = q3 − q2 − q − 2 = (q − 2)(q2 + q + 1) = 0.

Edino ni£lo (q = 2) zgornjega polinoma 3. stopnje najdemo s Hornerjevim algo-

ritmom, polinom q2 + q + 1 pa v realnem ni razcepen. Torej, vektorji ~a, ~b in ~c so
komplanarni pri q = 2.

b.) Prostornina paralelepipeda je enaka absolutni vrednosti me²anega produkta vektorjev

~a, ~b in ~c (q = 3):

|

∣∣∣∣∣∣
3 1 2
0 3 −1
2 3 2

∣∣∣∣∣∣ | = 13.

c.) Normalo ravnine Π dobimo, tako da vektorja ~a in ~b vektorsko pomnoºimo:

~n =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 1 2
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−3, 1, 1).

Splo²no ena£bo ravnine Π sedaj dobimo takole:

−3x + y + z = d, kjer je d = ~n · ~rT = (−3, 1, 1) · (3, 3, 2) = −4.

Ena£ba ravnine Π: −3x + y + z = −4.
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d.) V to£ki T prebada ravnino Π cel ²op premic (neskon£no mnogo). Ena izmed njih je
premica, katere smerni vektor je enak normali ~s = ~n = (1,−2, 0), tj. premica, ki je
pravokotna na ravnino:

x− 3 =
y − 3

−2
, z = 2.

Naloga 2 (25 to£k)

Poi²£ite matriko X, ki zado²£a ena£bi XA = B, kjer sta A =

 0 −1 1
−1 1 0

1 0 0

 in

B =

 3 3 1
2 2 1
1 1 1

.
Matri£no ena£bo XA = B lahko z desne pomnoºimo z inverzom matrike A in dobimo

X = BA−1.

Sedaj z Gaussovo eliminacijo izra£unamo inverzno matriko A−1 in do rezultata nas lo£i
²e eno matri£no mnoºenje.

Naloge se lahko lotimo tudi tako, da ena£bo XA = B transponiramo in dobimo

AT XT = BT .

Do rezultata X sedaj pridemo, tako da raz²irjeno matriko [AT |BT ] z operacijami, ki ohran-
jajo rang, transformiramo tako dolgo, da dobimo [I|XT ], kjer je I enotska matrika z
enicami na diagonali in ni£lami izven diagonale.

 0 −1 1 3 2 1
−1 1 0 3 2 1

1 0 0 1 1 1

 ≡

 −1 1 0 3 2 1
0 −1 1 3 2 1
1 0 0 1 1 1

 zamenjamo 1. in 2. vrstico

≡

 −1 1 0 3 2 1
0 −1 1 3 2 1
0 1 0 4 3 2

 ≡

 −1 1 0 3 2 1
0 −1 1 3 2 1
0 0 1 7 5 3

 1.vr. + 3.vr.
2.vr. + 3.vr.

≡

 −1 1 0 3 2 1
0 −1 0 −4 −3 −2
0 0 1 7 5 3

 2.vr.− 3.vr.

≡

 −1 0 0 −1 −1 −1
0 −1 0 −4 −3 −2
0 0 1 7 5 3

 1.vr. + 2.vr.

≡

 1 0 0 1 1 1
0 1 0 4 3 2
0 0 1 7 5 3

 (−1)× 1.vr.
(−1)× 2.vr.
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Na desni strani smo dobili matriko XT , ki jo moramo ²e transponirati (zamenjati vrstice
in stolpce), da dobimo rezultat

X =

 1 4 7
1 3 5
1 2 3

 .

Naloga 3 (25 to£k)
Dana je preslikava τ : R3 → R3 s predpisom

τ(

 x
y
z

) =

 x
0
z

 .

a.) Dolo£ite matriko preslikave τ v standardni bazi.

b.) Dolo£ite sliko vektorja ~e = [10, 4, 2008]T .

c.) Poi²£ite vse vektorje, ki jih τ preslika v vektor ~f = [−1, 0, 6]T .

a.) Matrika preslikave τ v standardni bazi ima za stolpce slike standardnih baznih vek-

torjev ~i = [1, 0, 0]T , ~j = [0, 1, 0]T in ~k = [0, 0, 1]T . Ker so

τ(~i) = τ(

 1
0
0

) =

 1
0
0

 , τ(~j) = τ(

 0
1
0

) =

 0
0
0

 , τ(~k) = τ(

 0
0
1

) =

 0
0
1

 ,

je matrika preslikave τ v standardni bazi enaka

T =

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

b.) Sliko vektorja ~e = [10, 4, 2008]T dobimo iz predpisa kot

τ(~e) = τ(

 10
4

2008

) =

 10
0

2008


ali pa tako, da matriko T pomnoºimo z vektorjem ~e.

c.) Vsi vektorji, ki jih τ preslika v vektor ~f = [−1, 0, 6]T , so vektorji oblike

~x =

 −1
x
6

 , kjer je x poljubno realno ²tevilo.

Do tega rezultata lahko pridemo tudi tako, da re²imo sistem linearnih ena£b T~x = ~f .
Dobimo 1-parametri£no re²itev s poljubno 2. komponento.
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Naloga 4 (25 to£k)
Dolo£ite konvergen£ni polmer poten£ne vrste

∞∑
n=0

(n + 3)3

3n
(x + 3)n

in izra£unajte vsoto vrste pri x = −3. Ali vrsta konvergira pri x = 1?

Najprej izra£unamo konvergen£ni polmer poten£ne vrste:

R = lim
n→∞

| an

an+1

| = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ (n+3)3

3n

(n+4)3

3n+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

3(n + 3)3

(n + 4)3
= lim

n→∞

3n3 + . . .

n3 + . . .
= 3.

Ker je sredi²£e vrste enako a = −3, sedaj vemo, da vrsta konvergira za x ∈ (−6, 0) ter
divergira za x < −6 in x > 0.

Izra£unajmo ²e vsoto vrste pri x = −3 (ki leºi v obmo£ju konvergence):

∞∑
n=0

(n + 3)3

3n
(x + 3)n =

∞∑
n=0

(n + 3)3

3n
0n =

(0 + 3)3

30
00 + 0 + . . . = 27.

Pri x = 1 vrsta ne konvergira (torej divergira), saj ta vrednost ne leºi v konvergen£nem
obmo£ju (−6, 0).
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