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avtorica: Melita Hajdinjak
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ANALITIéNA GEOMETRIJA - NADALJEVANJE
ZRCALJENJA

a.) Zrcaljenje tocke Cez premico:
A tocka na premici, § smerni vektor premice, T' dana tocka, S projekcija tocke T
pa premico, T" zrcalna tocka

. - . . . AT -3 S
P =7+TT =7F+2TS =7 +2(TA+ AS) =7 +2 (—85‘— AT)

b.) Zrcaljenje tocke ¢ez ravnino:

7 normala ravnine 7 : ax + by + ¢z = d, T(zo, Yo, 20) dana tocka, S projekcija tocke
T na ravnino m, 7" zrcalna tocka tocke T glede na ravnino 7

P =7+ TT =7+2T8 =7—2 (J(T,w) : %)
Pri tem je
axg + by + czp — d
torej predznacena razdalja med tocko in ravnino, ki je lahko tudi negativna, odvisno
od tega, na kateri strani ravnine lezi tocka T To je, ¢e ima T'S enako smer kot
normala 7, je d(T',7) > 0, sicer je negativno.

d(T,7) =

1. naloga: Dolo¢i zrcalno tocko k tocki T'(1,1, 1) glede na premico, ki je presecisée ravnin
r+y+z=2mnrx+y—z=2.

Rezultat: T'(1,1,-1).

2. naloga: Poisci simetri¢no tocko k tocki 7'(4,2,4) glede na ravnino 7 : 2x +y + 2z = 9.
Izracunaj Se projekcijo P tocke T na ravnino.

Rezultat: T'(0,0,0), P(2,1,2).

e . . .. . . C e g 2y—4
3. naloga:P”N* Zapisi ena¢bo premice, ki je simetri¢na premici le = = = 7z glede na

ravnino xr — 2y + 2z = 7.



Originalna in njej simetricna premica imata skupno tocko, tj. prebodisc¢e z ravnino.
Izracunamo jo, tako da koordinate iz parametricne oblike enacbe premice vstavimo v
enacbo ravnine:

r = 2t+1
y = t+2 :>2t+1—2(t+2)+2t:7:>t:5.
z = t

Prebodisce je zato P(11,7,5). Za smerni vektor simetri¢ne premice rabimo Se eno tocko,
ki jo lahko dobimo, tako da tocko T'(1,2,0), ki lezi na originalni premici, prezrcalimo ¢ez

ravnino: ~ L 99
7o (drm Y = 2.0y -2 (drm . L2
7] 3
kjer je
~ 1—4-7 10
dT,m)= —— = ——.
3 3
Torej
- 10 (1,-2,2 20 20
doo 20 —2 (-0 W2 DN o 00120 0209y = 2(0,18,0) + (1,-2,2))
3 3 9 9
40
= —(5,8,1
9 ( ) Y )
in koordinate prezrcaljene tocke so T’ (%, %, %). Sedaj lahko zapiSsemo smerni vektor

simetri¢cne premice:

S 200 320 40
§ =P =(—,— —)—(11,7,5) =
S (97979) ( 77) (

101 257 5 1
—, —,——) = —(101, 257, =5).
979"’ 9) 9( 257, =5)

Sledi enacba simetri¢ne premice v vektorski obliki:
= (11,7,5) + t(101, 257, —5).

ox—11 _ y=7 __ 2—5
Rezultat: %57 = 4% = =

MATRIKE

Matrika dimenzije m x n je pravokotna tabela m - n Stevil, ki ima m vrstic in n stolpcev:

a1; A2 - Aip

Q21 Q22 -+ QA2 mn
A= . . . . = [aij]izl,jzl‘

Am1 Am2  *°°  Omp

OPERACIJE NA MATRIKAH



e mnozenje s skalarjem:

a1 Q12 -+ Qin Qa;; «@ap o Qdip

Q21 Q22 - Q2p Qa1 Qdggy -+ QQ2p
(8% e

m1 Am2 - Qmp Qam1 QGpz - QQmp

e se Stevanje po komponentah (matriki morata biti enakih dimenzij):

aipz -t Qip biy -+ bip ay +bnn o ap, + by

Qg1 - Q2p by -0 by agr +bar - agy + by,
+ ) . ) = . )

Am1 - Amn bml Tt bmn am1 + bml e Amn + bmn

e transponiranje (zamenjava vrstic in stolpcev oz. zrcaljenje ¢ez glavno diagonalo):
A= [aij];)iij:l = A= [aji]?’:n;,iﬁ
e konjugiranje (za kompleksne matrike):
A* = AT
e mnozenje matrik (pogoj: §t. vrstic druge matrike = $t. stolpcev prve matrike):

A-B = C, ¢;; = skalarni produkt i—te vrstice matrike A in j—tega stolpca matrike B

e sled kvadratne matrike (vsota diagonalnih elementov):

11 Q12 -+ Qin
Q21 Q22 -+ QA2

tr(A) =tr | | o : =an tax+-+anm
Ap1 Ap2 - Ann

4. naloga:”" Dana je kompleksna matrika

1+1 2—-1 4 5
A= 4 2 =31 —4+1
—2—-1 6 7 24061

Zapisi AT in A*.

141 4 —2—1i 1—1 4 —24i
2—1 2 6 241 2 6
. AT _ .
Rezultat: A" = 4 s . , A = 4 3 .
5 —44i 2461 5 —4—1 2-6i



-2 0

5. naloga: DanistamatrikiA=| 4 —1 |inB= —bol2 . Izracunaj 4A — BT
= 5 9 2 -2 6
in 2AT + 3B!
-7 =2
Rezultat: 4A — BT = | 17 —2 ,mﬂ+33:{_7 g w]'
6 -8 22
18 2
2 -1
. . 10 . 1 -2 =5 0 L.
6. naloga: Dani sta matriki A = 3 4 in B = [ 3 4 0 -2 ] [zracunayj
-1 -1
produkta AB in BA!
-1 -8 —10 2
1 -2 =5 0 15 =21
Rezultat: AB = 9 92 15 -8 , BA = [ 1 1 }
-4 -2 5 2

7. naloga:PV Izracunaj produkta vrsti¢nega vektorja A = [ 1 2 3 } in stolpicnega vek-
—1

torja B = 2
1

Ko pomnozimo matriki velikosti 1 x 3 in 3 x 1, dobimo matriko velikosti 1 x 1, kar je
skalar:

A-B = [123]| 2 |=-1+4+43=6.

Podobno, po mnozenju matrik velikosti 3 x 1 in 1 x 3, dobimo matriko velikosti 3 x 3:

[ —1 -1 -2 -3

B-A= |2 |[[123]=]|2 4 6

! 1 2 3
[ -1 —2 -3
Rezultat: A-B=6, B- A= 2 4 6
1 2 3

8. naloga: Izracunaj f(A), ¢e je f(z) =2° — 22" — 23 + 42 +7in A =

o O O
O O =
O = O

Rezultat: f(A) =

o O3
o N O
~N O =~



9. naloga: Pravimo, da matriki A in B komutirata, ¢e velja AB = BA. Ali lahko dolo¢imo

1 2 -1 b a 5
parametra a in b, tako da bosta matriki A= [ 0 1 3 inB=19 a a | komuti-
a 2 4 a 8 a

rali?

Rezultat: Taka parametra a in b ne obstajata.

OBRNLJIVE MATRIKE IN INVERZI

Kvadratna matrika A je obrnljiva, ¢e obstaja matrika A~!, tako da je AA™' = A71A = 1.
Pri tem je

10 -+ 0
I =
00 -+ 1

enotska matrika ali identiteta. Ce matrika ni obrnljiva, pravimo, da je singularna. Matriko
A~ imenujemo inverzna matrika matrike A.

Velja naslednje:

i.) Identiteta je enota za matricno mnozenje: A-I =1-A= A.
ii.) Matrika A je nesingularna natanko tedaj, ko je det A # 0.

ili.) Izracun inverzne matrike (metoda kofaktorjev):

-1 1 AT

det A ’

kjer je A matrika kofaktorjev /Nlij = (—1)"" A;; in A;; je poddeterminanta k elementu
a;j, ki jo iz det A dobimo tako, da odstranimo i-to vrstico in j-ti stolpec.

a.)Az[z Z]

Rezultat: A1 = —1— [ _d —b }

ad—bc

cosa —sino
b.) PN B = )
) sinae  cosa

Rezultat: B~ = [

coso  sino
—sina cos«



5 8 4
c)C=13 2 5
7 6 10

—-10 —56 32

Rezultat: C’fl:% 5 22 —13

4 26 —14

RANG MATRIKE

Rang r(A) matrike A™*™ je enak Stevilu linearno neodvisnih vrstic/stolcev. To je tudi
red najvecje kvadratne podmatrike v pravokotni matriki, ki ima determinanto razli¢no od

0. Velja:
r < min{m,n}.
Rang matrike se ne spremeni, ce:
i.) dve vrstici med seboj zamenjamo,
ii.) vrstico pomnozimo s poljubnim nenicelnim Stevilom,

iii.) vrstici pristejemo poljubni veckratnik kake druge vrstice.

11. naloga: Dolo¢i rang matrik:

a.) PN A=

e )
W DN Ot
(@ INGVIEN|

Najprej delamo nicle pod glavno diagonalo (z operacijami, ki ohranjajo rang matrik).
Nadaljujemo, dokler ne dobimo matrike, v kateri imajo vrstice na zacetku vsaka
drugacno stevilo nicel. Rang take matrike je Stevilo vseh vrstic, ki niso sestavljene
iz samih nicel.

[3 5 7] 35 7 3 x 2.ur. — L.
A = 1 23| =101 2 3 x 3.ur. — Lor.
|1 3 6 | 0 4 11 3.or. — 4 x 2.0r.
[3 5 7]
= |01 2| = rA)=3.
|0 0 3|

Rezultat: r(A) = 3, matrika ima poln rang.

1 -2 3 4
b)B=|2 -1 8 —6
3 -3 11 -2

Rezultat: r(B) = 2.



Rezultat: r(C) = 4.



