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DIFERENCIALNE ENACBE — NADALJEVANJE

LINEARNE DIFERENCIALNE ENACBE 1. REDA

Tako imenujemo diferencialne enacbe oblike:

p(x)y" + q(x)y = r(z).

Splosna resitev je oblike
y(@) = yn + Yp,

kjer je yp, resitev homogene linearne enacbe, y, pa neka partikularna resitev (zadosca
diferencialni enacbi).

A. Homogeni del (dobimo yp):
p(@)y +q(z)y =0

To je diferencialna enacba z loc¢ljivima spremenljivkama. Dobimo reSitev y, =

Cy().
B. Nehomogeni del (dobimo ,):
p()y + q(x)y = r(z).

Resujemo z metodo wvariacija konstante: Za nastavek vzamemo y, = C(z)g(x
(konstanto iz resitve homogenega dela variiramo), ga odvajamo y' = C'(z)g(x) +
C(x)g'(x) in vstavimo v diferencialno enacbo. Iz dobljene enacbe izracunamo C(z).

1. naloga: Resi linearno diferencialno enacbo xy’ —2y = 22 z zacetnim pogojem y(1) = 2.

Rezultat: y(z) = z* + 22

2. naloga: Resi linearno diferencialno enacbo 2%y’ + zy +1 = 0.

: — ¢ _ Inz
Rezultat: y(r) = % — =2,
BERNOULLIJEVE DIFERENCIALNE ENACBE

Tako imenujemo diferencialne enac¢be oblike:

(e}

p(x)y' + q(x)y = r(x)y®.
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Navodilo za resevanje: Uvedemo novo odvisno spremenljivko u = y'~®, jo odvajamo

w = (1 —a)y %y, vstavimo v enacbo in dobimo linearno diferencialno enacbo 1. reda.

3. naloga: Resi Bernoullijevo diferencialno enacbo (z + 1)(yy’ — 1) = 3>

Rezultat: y(z) = £/C(x +1)2 — 2(z + 1).

EKSAKTNE DIFERENCIALNE ENACBE

Tako imenujemo diferencialne enache oblike:

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, Kjer je or _ o

oy Oz
V tem primeru obstaja taka funkcija z(z,y), da je
dz = P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

Splosna resitev eksaktne diferencialne enacbe je torej dana implicitno z enacbo z(z,y) =
C. Do resitve pa pridemo, tako da resimo sistem enacb:

2, P(z,y)
2, Q(,y).

4. naloga:PN Ali je diferencialna enacba 2zydz+(22—y?)dy = 0 eksaktna? Ce je eksaktna,
jo Tesi.

Za eksaktno dif. ena¢bo mora biti izpolnjen pogoj

or  0Q
dy  Ox’
Pri nas sta
P(z,y) =2zy in Q(z,y) =2 — ¢
zato sledi:
P, = 2u,
Q. = 2.

Pogoj je izpolnjen in dif. enacba je eksaktna. Do resitve z(x,y) = C pridemo, tako da
reSimo naslednji sistem enach:

2, P(x,y) = 2y,
z, Q(z,y) = 2° —y*.

Iz prve enacbe sledi

2
2(r.y) = /Zédf'f = /2ﬂfydfr = 2y% + D(y) = ya* + D(y).



Dobljeno funkcijo z(z,y) sedaj parcialno odvajamo po y:
z =x*+ D).
Iz druge enacbe zgornjega sistema sledi:
x2—y2:x2+D;,
kar pomeni, da je D(y), ki je le funkcija y, enaka:

3
D, =—-y* = D(y) = /D;dy = —/dey = —% (konstante ne pisemo).

Sledi
z(z,y) = y2* + D(y) = yz* — =

in resitev eksaktne dif. enacbe je

Rezultat: 9 = 99 = enacba je eksaktna, %y — L -C,
v = 3

5. naloga: Doloci parameter a, tako da bo enacba 2xIny + %y’ = ( eksaktna, in jo resi.

C
Rezultat: a =2, z(z,y) = 2*Iny, 22Iny = C, y = e:2.

ORTOGONALNE TRAJEKTORIJE

Dana je 1-parametricna druzina krivulj F(z,y,C') = 0. Ortogonalne trajektorije so vse
krivulje, ki sekajo to druzino pod pravim kotom.

F(z,y,C) = 0
| dif. enacba

y" = f(x,y) = tangens naklonskega kota tangente
|
1
yr = — ) = tangens naklonskega kota normale = tangente ortog. trajektorij
T,y
|

reSitev te dif. enacbe so ortogonalne trajektorije

6. naloga:”N Dana je druzina krivulj y = C(2? + 1). Poisci ortogonalne trajektorije.
Dolo¢i e tisto ortogonalno trajektorijo, ki gre skozi tocko T'(1, ).



Najprej poisc¢imo diferencialno enacbo,

Y

katere splosna resitev je dana druzina krivulj:

C(a®* +1)

Yy

2+ 1

y(@®+1) —y-2z

(1;2 + 1)2
y(x* +1)—y- 27
2xy
241

Diferencialna enacba, katere splosna resitev so ortogonalne trajektorije, se sedaj glasi:

Yr

Yr

1

2xy
241

22+ 1
2y

Enacbo za ortogonalne trajektorije dobimo, ¢e resimo to diferencialno enacbo 1. reda, ki
ima lo¢ljivi spremenljivki (resujemo jo tako, da namesto 3’ pisemo fil—g, lo¢imo spremenljivki

in integriramo):

22+ 1
2xy
2?2 +1
2
22 +1
2
22+ 1
s
2 +1
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Sedaj iz druzine vseh ortogonalnih trajektorij dolo¢imo tisto, ki gre skozi tocko T'(1, ):

2
j:\/—%—lnx—i—QC

y:
1 1
S o= 44— —In1+2
1 \/2n+C’
1 1
= _~ 419
16 2+C

9
C = -

32

Iskani ortogonalni trajektoriji sta zato

2 9
— 4/ =
Y \/ SRR

Rezultat: y(z) = i\/—— —Inz 4 2C cela druzina; y(x j:\/ 2 4 lnx)+ ortogo—
nalna trajektorija skozi tocko 7'

7. naloga: Dana je druzina krivulj x + y = Ce¥. Poisdi tisto ortogonalno trajektorijo, ki
gre skozi tocko T'(0,5).

Rezultat: y(x) = —x+2+Che~* cela druzina; y(r) = —x+2+3e~* ortogonalna trajektorija
skozi tocko T'.



