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1. Poiscite enacbe vseh tangentnih ravnin na ploskev
7(u,v) = (ucosv,u?, usinv),

ki so vzporedne ravnini ¥ : 4xr—y+4z = 0. Prav tako poisc¢ite enacbe vseh normalnih
premic na ploskev 7(u, v), ki so pravokotne na ravnino X.

Resitev. Najprej pos¢imo normalo na ploskev 7(u, v):

Tu(u,v) = (cosw, 2u, sinv)
Ty(u,v) = (—usinwv, 0, ucosv)
ni(u,v) = ry(u,v) X ry(u,v) = ... = (2u2 cos v, —u, 2u’ sin v)

Vzporednost z ravnino > nam da sistem enacb
2u? cosv = 4k —u=—k 2u’sinv = 4k,
iz katere dobimo
u==k Ucosv = 2 usinv = 2,
ki ima dve druzini resitev

v:%—k%ﬁ, u=k=2V2

5
vzzﬂ—i—%ﬂ, u=k=—2v2.

V obeh primerih dobimo (tako edino) tocko 7'(2,8,2), kjer velja zeleno. Torej se
enacba iskane tangentne ravnine glasi 4r — y 4+ 4z = 8, enacba iskane normalne
premice pa L2 = ¥=8 — 222
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2. Izracunajte krivuljni integral

/ (32% — 4) dx + (e" cos z) dy + (8y? — 42%) dz,
c



kjer je krivulja C' daljica od tocke A(1,—1,2) do tocke B(2,—1,1).

Resitev. Parametrizacija omenjene daljice je recimo
r=1+t2-1)=1+1t,
y=—-1+t(-1+1)=-1,
z2=2+1t(1-2)=2—t,

kjer 0 <t < 1. Tako dobimo # = 1,y = 0,2 = —1 in integral se prevede do

L= /1 (Bt+1)>—4—(8—-4(2—1))dt =

1

= ... :/ (— 4% +27t* — 42t + 23)dt =
0

=..=10

. Dolocite parameter a, da bo vektorsko polje

- a z 2 (a*—3)y

V=|-—e"siny, ——— — (a+ 1)%e“cosy, —= + —=
(x Y 1+ 9222 ( ) Yy 1+ y?22

potencialno in pri tem parametru a izracunajte njegov potencial.

Za ta parameter a izracunajte tudi integral fc Vdr, kjer je C' poljubna krivulja od

tocke A(e,0,1) do tocke B(—1,0,—1).

Resitev. Vektorsko polje 1% je potencialno, ce velja rot V =0. Druga komponenta
tega rotorja je enaka 0 neodvisno od parametra a, iz preostalih dveh komponent pa
dobimo enacbi

(a® = 3)(1 +9%2?) — (a® — 3)y?2? 1+ 9?22 — 29222

=0
(1 + y222)? (1 + y222)? ’
e“cosy — (1 +a)?e"cosy =0
oziroma (@ — (1 %)
a” — — Yz . . 2\ x —
(T 0 in — (2a+a”)e" cosy = 0.
Tako mora veljati (a? —4) = (a —2)(a+2) = 0 in a(a+2) = 0, iz ¢esar sledi a = —2.
Poiscimo sedaj potencial tega vektorskega polja pri a = —2:
2
u= / (—— —e” siny> dx = —2logx — e"siny + C(y, 2)
x
w= / (%@/222 — " cos y) dy = arctan(yz) — e*siny + C(z, 2)

2
u = / (_; + ﬁ) dz = —2log z + arctan(yz) + C(x,y)

u = arctan(yz) — 2log(zz) — e"siny + C



Ker je polje 1% potencialno, je nas iskani integral neodvisen od poti in ga lahko
izracunamo s pomocjo njegovega potenciala. Tako dobimo:

/ Vdi = u(B) — u(A) = 0 — (=2) = 2.
C

4. S pomocjo Gaussove formule izracunajte pretok vektorskega polja
V= (50:1:3 + Ty, 302y + Ty* — ye¥sin z, 602°2 — yz — e* cos z)
skozi zakljuceno ploskev, ki je rob telesa:

>0, y>0, 2> +9% 2<3—2/x2+y2

Resitev. Sledili bomo navodilu in tako uporabili Gaussovo formulo. Torej najprej
poracunamo divergenco nasega vektorskega polja V:

divV = 15022 + Ty + 3027 + 14y — e“sinz + 602 — y + e“sinz =
= 2402% + 20y.

Uvedimo polarne koordinate in dobimo
2272, z <3 —2r

Presecisce teh mejhnih ploskev se zgodi, ko je r? = 3—2r, kar pomeni (r—1)(r+3) = 0,
torej pri r = 1.

Vse do sedaj povedano nam tako prevede nas iskani integral do:
w/2 1 3—2r
= / dgo/ dr/ (2407“2 cos® o + 207 sin 90) rdz =
0 0 r2
w/2 1
=..= / dgp/ (240r? cos® o 4 207 sin ) r(3 — 2r — 1*)dr =
0 0
w/2 1
- / do / ((cos? (7200 — 480r* — 240%) + sin (607 — 40r* — 30r") ) dr =
0 0

w/2
=.= / (44 cos® p + 6sin ) dyp =
0

= ...=6+117.

5. Izracunajte kompleksni integral

/ 32 p
. Z7
|z—2i|=3 2(z —4)(z — 4i)?




kjer je integracija v pozitivni smeri.

Resitev. Singularnosti znotraj nasega obmocja sta le z = 0 in z = 44, zato
upostevamo le ta dva residuuma. Singularnost z = 0 je pol prve stopnje, singu-
larnost z = 47 pa pol druge stopnje.

R 32 , 32 1
Yz —A)(z—4i)2 0 (z—4)(z—4)? 2
32 32\ —32(22 — 4) 1 i
Rz:i . = li — < = 1 _— L = === — —
Pat 2(z —4)(z — 40)? by (z(z - 4)) b 22(z — 4)? 2 4

Integral se nam tako prevede v

32 32 T
— 27 ( Res,_ Res,_y; B
7”( S0 S (s — i 2(2—4)(,2_42)2) >
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