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1. Vzemimo ploskev ¥ in krivuljo p:

Y #(u,v) = (2usinw, u? 4sin?v), u >0, 0 < v <g

p: F(t) = (2V31,3,2V/31).

(a) Poiscite presecisée T' med ploskvijo ¥ in krivuljo p.
(b) Izrac¢unajte tangentno ravnino na ploskev ¥ v omenjenem preseciscéu 7.

(c) Izracunajte tangentno premico na krivuljo p v omenjenem preseciséu 7.

Resitev.
(a) Dobimo dokaj enostaven sistem enach:
2usinv = 2v/3t
u? =3
4sin® v = 2v/3t.

7Z upostevanjem pogoja u > 0 iz druge enacbe takoj dobimo u = v/3 in takoj
nato iz prve $e sinv = t. Ko vstavimo to v zadnjo enacbo, dobimo 4t? = 2v/%,

ki ima naceloma dve resitvi t = 0,t = “/75, ampak zaradi zacetnega pogoja
0<wv< % dobimo le t = ‘/73 in v = % Povedano nam konéno da tocko
7(3,3,3).

(b) Rac¢unajmo:

v) = (2sinv, 2u, 0)

s g

v) = (2ucos v, 0, 8sinv cosv)

(
(
= (v/3,2v/3,0)
(V3,0,2V3)
=7, <\/§ g) X T (\/5 g) = (12, -6, —6) ~
~(2,-1,-1)
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Ob upostevanju, da gre iskana tangentna ravnina skozi 7'(3, 3, 3), dobimo, da se
odgovor glasi 2z —y — z = 0.



(¢) Vemo, da je smerni vektor tangentne premice kar enak 'F(t) = (2\/3, 0, 2\/5) ~
(1,0,1), kar nam ob upostevanju, da vsebujemo Se tocko T'(3,3,3), takoj da
odgovor x = z,y = 0.

2. Dokazite, da je krivuljni integral

/( 2y —i-\/%—l—ez,arctanx+2yz3+1/%,xez+@/ﬁ+3y222)df
c\z°+1 T Y z

s

neodvisen od poti in ga za primer, ko je C neka krivulja od tocke A(Z= ?jf, O) do tocke
B(0,2,1), tudi izracunajte.

Resitev. Iz teorije vemo, da bo ta integral neodvisen od poti, ¢e bo rotor vektorskega
polia V = (P,Q,R) = (ﬂil + /£ +e* arctan v 4+ 2y2° + [22, e + /T +3y222)

enak 0, zato racunajmo:

L~ P, = —
@ Y x2+1+2 ry x24+1 2\ zy
rot V = (R, — Q., P, — Ry, Q. — P,) = (0,0,0).

Po teoriji tudi vemo, da zato tak integral izracunamo preko potenciala tega vektor-
skega polja:

U:/< A %%—ez)dx:yarctanx—i—2\/xyz+xez+0(y,z)
V x

22 +1

U= / <arctanx + 2y2° + A /%) dy = yarctanz + y*2° + 2./7yz + C(zx,z)
)
U= / (xez +4/ il + 3y222) dz = we* + 2\/zyz + y*2* + C(z,y)
z

U = yarctanz + 2\/zyz + xe® + 3225 + C

Tako kon¢no dobimo, da je nas iskani rezultat enak:
B)-UA)=4—(—+—-|=4—m.
UB)—-U(A) ( 1 + 4) s

3. Izracunajte pretok vektorskega polja

V= (3:62 +wsiny + x, cosy + xe® + 3y — 3wy, 2 (y* +3y — 1) — z:c)



skozi zakljuceno ploskev, ki je rob telesa:

2<3=2(x— 12+ (y— 12 2> (- 1)+ (y— 1%
Namig: Uporabite Gaussovo formulo in uvedite premaknjene cilindricne koordinate

r=rcosp+1, y=rsinp+1, z==z.

Resitev. Sledili bomo namigu in si tako pomagali z Gaussovo formulo. Tako najprej
poracunamo divergenco nasega polja:

divV =6z +siny+1—siny+3 -3z —z=2x+4.
Ce sledimo dalje namigu in pogledamo telo preko omenjenih koordinat, dobimo
z2<3—2r, 2>

Presecisce teh mejhnih ploskev se zgodi, ko je 3—2r = r?, kar pomeni (r—1)(r+3) = 0,
torej pri r = 1.

Vse do sedaj povedano nam tako prevede nas iskani integral do:

27 1 3—-2r
:/ dgp/ dr/ (2(rcos+1) +4)rdz =
3—2r
/ dgo/ dr/ (2r% cos p + 61r)dz =
2m v —2r 2m 3—2r
:/ cosgod@/ dr/ 2r2dz+/ dgo/ dr/ 6rdz =

3—2r
—O+27r/ dr/ 6Td2—27r/ 6r(3 — 2r —r¥)dr =
0

34\ | 3
:27r(97"2—47“3—%> dr:27r<9—4—§> _
= 7.

0

. Razvijte funkcijo
Tz+3

1&) = 25—
v Laurentovo vrsto na kolobarju 3 < |z| < 5.

Resitev. S pomocjo parcialnih ulomkov 2122;“3 = Z’i‘3+ B_ — A<Z+5)+B(z)_3) dobimo

245~ (2=3)(2+5
po resitvi sistema dveh enacb z dvema neznankama

A+B=7 5A-3B=3,



da je A =3, B = 4 oziroma ZQZLZ;ZFEB = 32+ —=. Glede na dano obmotje 3 < |z| <5

ta ulomka dalje predelamo v:

2+3 3 4 3 4
24+2:-15 2-3 z+4+5 2(1-32) 5<1_(_§)>

n=0 =0
o 3 n+1 o0 1)n n
- 2_% (2) 4; ( 5n+1z

5. Izracunajte kompleksni integral

/ L dz
’z—(3+3i)‘:4 2(z2 =3)(z —3i)2

kjer je integracija v pozitivni smeri.

Resitev. Ker je razdalja tocke 3 + 3i do izhodis¢a enaka 3v/2, kar je veé kot 4,
sta edini singularnosti znotraj nasega obmocja le z = 3 in z = 3¢, kar pomeni, da
porac¢unamo le ta dva residuuma. Singularnost z = 3 je pol prve stopnje, singularnost
z = 31 pa pol druge stopnje. Racunajmo:

1 1 1 1
Reses o3 MG —a? 3B_%F ZA—2i-1)
I
T 54 54
Res,—3; ! = lim <;)/ = lim —22 3 = —Gi+ 3 =
T2z - 3) (2 —30)2 =30 \ 2(z — 3) 2—3i 22(z — 3)2  —9(3i — 3)?
. —6i+3  —6i+3  24i
T 81(—-1—-2i+1) 162 54
Integral tako pride
.. = 27Ti<Resz3 L — + Res,—3; ! - ) =
2(z — 3)(z — 3i)? 2(z —3)(z — 31)?
:27ri(i— 2+i) :—@
54 54 27
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