Diferencialne enacbe

1.) Enacba z locljivima spremenljivkama
, d
¥ = g()h(y) = g(h()
X
Resitev:

j%:jg(x)dﬂc

3.) Linearna enacba I. reda
d

Ly fy =g

dx

Resimo najprej homogeno:

ﬂ.,.f(x)yzo 1n|y|+jf(x)dx:1nC
dx

), = Ce_j e

Potem uporabimo metodo variacije konstant:
—| f(x)dx

Y = vy, o=l

, , dv
vy, vy, ) =g —y,(x)=g(x)

dv = ) dx+C

i (x)
Splosna resitev:

y= o P U g (x)ej PO e+ Cj

Resitev je vsota partikularne in sploSne resitve:

y(x,C)=y,(x)+Cy,(x)

V= I&dx+C
V(%)

5.) Eksaktna enacba
M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0
Pogoj za eksaktno enacbo:

M _oN
oy  Ox

Integral nam da:

or =N o =M in velja
oy ox

Splosna resitev:
F(x,y)=C

ygm=yijy

dF(x,y)=0

2.) Homogena enacba

-1

Prevedemo na 1. z substitucijo:
y=ux Y =ux+u

u+u'x= f(u)

4.) Bernoullijeva enacba
Y+ f(x)y=gx)y"
Delimo enacbo z y":

y'y' + f(x)yT" = g(x)

Prevedemo na 3. s substitucijo:
—n+l

z=y Z'=(-n+Dy™"y

Vstavimo v prvotno enacbo:

Z'+(-n+1) f(x)z=(-n+1)g(x)



6.) ReSevanje enacbh z vpeljavo paremetra
x=x(,C) y=y(C)

Loc¢imo dva primera, ¢e enacba ne vsebuje:

a.)Odvisne spremenljivke:

F(x,y)=0

Izrazimo x z y', torej x = ¢(y'), vpeljemo p=y":
dy=pdx dy=pe'(p)dp ¥(p)=][pe(p)dp
Resitev v parametri¢ni obliki:

x(p)=o(p) ¥(p)= [ po'(p)dp

b.)Neodvisne spremenljivke :
F(y,y)=0
dy

Ce je mozno zrazimo y z y', delimo z y', vpeljemo p =y', dx = —:

dx:d_y:!ﬂ(p)dp

P p
Resitev v parametri¢ni obliki:
'(»)
X = IV/Tpdp y=y(p)

c.)Lahko se zgodi, dase y in y' izrazata, kot funkciji parametra u :

y=p(u) y' =y(u)
Upostevamo dy = ¢'(u)du , ter dy = y'dx in dobimo reSitev v parametri¢ni obliki:
u
x= [ g, y =)

l//(u)



7.)Lagrangeova in Clairautova enacba:
y=x¢'(y)+y ()

Vpeljemo parameter p = y':

dy = pdx = (p)dx + x¢'(p)dp +y'(p)dp

(p(p)— p)dx+x¢'(p)dp +y'(p)dp =0

ce velja o(p)— p # 0 je zgornja enacba linearna za x(p) :

(co(p)—p)j—x+x¢'(p)+w'(p) ~0
p

Splosna resitev v parametri¢ni obliki:

x=x(p,C) y=x(p,C)p(p)+y(p)
Ce za kaksen p, velja ¢(p,)— p, =0 je singularna resirev:
y=px+C(p;)

%

Ce velja ¢(p)— p = 0 preide Lagrangeova enacba v Clairautovo:
y=xy"+y(y)

Enacbo diferenciramo in upostevamo dy = y'dx:

dy = xdy'+ y'dx +¢'(y")dy’ [x+0'()ldy' =0

Vsak od faktorjev je lahko 0:

a) dy =0 sledi splosna reSitev

y=Cx+y(C)
b) x+¢@'(y") =0 sledi singularna resitev v parametri¢ni obliki
x==y'(p) y=py'(p)+y(p)

Enacbe s konstantnimi koeficienti:

8.)Homogena linearna enacba s konstantnimi koeficienti:
y'i+py'+q=0
Resimo z nastavkom y =e™, y' = de™, y" = 1Pe™:

(X +pi+qg)e™ =0 A +pl+qg=0

Resitve karakteristi¢ne enacbe dajo bazo resitev:

Korena enacbe | Baza reSitev Splosna resitev

A # 4, e, e y=Ce™ +C,e™

A,A, €R

A=4=2 e™, xe™ y=(C, +C,x)e™

AeR

A =a+pi e™ cos fx,e”™ sin fx y=e"(C, cos fix + C, sin fx)
A, =a—pi

A,A, €C




9.)Eulerjeva difer

2.

xy'+axy+by=0

encialna enacba:

Resimo z nastavkom x =e’:

, _dy dydt .
Y e T drde
Vstavimo v prvotno
y+(a—-1)y+by=0
Resitve kareakteristi

,_dy'di _d(e)

©dt dx
enacbo:

e—t — (= e—zz
7 -y

AA-D+ai+b=0

¢ne enacbe dajo bazo resitev:

Korena enacbe Baza resitev Splosna resitev

A # A, xh,x™ y=Cx" +C,x"

A4, €R

A=4=2 x*,x" logx y=(C, +C, logx)x”

AeR

A =a+if x“ cos(flogx),x” sin(flogx) | y=x“ [C1 cos(flogx)+C, sin(,Blogx)]
A, =a—if

A,A, €C

Nehomohene diferencialne enacbe:

10.)Metoda nedolocenih koeficientov:
Y+ [0y +g(x) =r(x)

Resitve enac¢be i$¢emo z nastavkom:
r(x)=e“ (P (x)cos fx+Q;(y)sin fx
-indeksa p in j predstavljata stopnjo polinoma
V primeru veckratnosti kompleksne niéle v karakteristi¢ni enacbi velja:

y,(x)=x"e” (R, (x)cos fx+S, sin fix)

-R, in S, stastopnje m = max{i, J } z neznanimi koeficienti,

k pa je veckratnost kompleksne nicle karakteristiénega polinoma

11.)Metoda variacije konstant:
V' )y +g(x) =r(x)

Homogena resitev:
i =Cy +Cy,

Partikularna resitev(konstanti homogene resitve zamenjamo s funkcijami):

Y, =u(x)y, +v(x)y

2 Y, =u(x)y, +ux)y; +v(x)'y, +v(x)y;
PripiSemo pogoje in dobimo sistem, ki po integraciji da funkciji u(x) in v(x):
u(x)'y, +v(x)'y, =0
u(x)' y{ +v(x)'y; =r(x)







