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Diferencialna geometrija

1.1 Krivulje v prostoru
. Krivulja v prostoru je dana z enachbama

322 —y—22=0
22 —x—2=0

Izra¢unaj dolzino loka od tocke A(0,0,0) do tocke B(1,1,1).

Regitev: Ce je krivulja dana v parametricni obliki

() = (2(t),y(1), 2(1)),

potem izrac¢unamo dolzino loka krivulje med tockama Ty(xg, 4o, 20) in
Ti(x1,y1,21) s pomocjo formule

/t VEDE T GOE T GO)Pd.

pri cemer je t, tista vrednost parametra t, za katero je 7(to) = (o, Yo, 20)
in 7(t) = (21,91, 21). Ce hotemo uporabiti to formulo, moramo krivuljo
najprej zapisti v parametriéni obliki. Vse koordinate tock na krivulji
moramo zapisati kot funkcije iste spremenljivke . V naSem primeru
lahko iz druge enacbe

2% —x—2=0

izrazimo z kot funkcijo spremenljivke = in dobimo
2z =22 — 1z,
potem pa lahko to vstavimo v prvo enacbo
322 —y—22=0
in izrazimo tudi y s spremenljivko x
y = 32> — 2z =327 —2(22% — 1) = —2* + 2.

Seveda je tudi z identi¢na funkcija spremenljivke x. Vse koordinate tock
na krivulji smo izrazili kot funkcije iste spremenljivke x, zato bo imela
spremenljivka x vlogo parametra ¢, torej lahko zapisemo

F(t) = (t, —t* + 2t,2t* — t).
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Doloéiti moramo Se tisti vrednosti parametra ¢, za kateri je
(0,0,0) = 7(to) = (to, —tg + 2to, 2t5 — to)
in
(1,1,1) = #(t1) = (t1, =15 + 281, 2t] — t1).
V prvem primeru dobimo, da je tg = 0, v drugem primeru pa je t; = 1.

Ker je
o(t)=1, y(t)=—-2t+2 in 2(t) =4t — 1,

je dolzina loka [ od tocke A(0,0,0) do tocke B(1,1,1) enaka

/ V124 (=2t +2)2 + (4t — 1)2 dt

/ V1+42 -8t + 4+ 1612 — 8t + 1 dt

/ V2012 — 16t + 6 dt
= 2.1211,

pri ¢emer smo doloCeni integral izracunali s pomoc¢jo matematicnega
prirocnika, lahko pa bi uporabili tudi racunalnik.

. Izrazi krivuljo

7(t) = (3t%,12t, 8V/13)

S pomocjo naravnega parametra s.

Resitev: Najprej naravni parameter s izrazimo s parametrom ¢ s pomocjo
enacbe
) = [ VE@F TG GOR
3 2
/ (6t)2 + 122 + (8 2\f> dt
/ V622 + 122 4 122t dt
—6/ V2 + 4t +4dt
= / V(t+2)? dt—6/ (t+2)dt
t
6 2t
(3+2)
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Torej je
s = 3t2 4+ 12t,

oziroma S

Sedaj izrazimo parameter ¢t s pomoc¢jo naravnega parametra s in dobimo

4+ /T654-2
; 5 R 4+§.

Ker mora biti vrednost parametra ¢ pozitivna, pride v postev le moznost

S
t=—2+4/4+ .
+/4+ 3

Preostane samo Se, da vstavimo ¢ v enacbo krivulje in dobimo

- () i)

. Poisci enacbo tangente na krivuljo v dani tocki.

(a) 7(t) = (tcost,tsint,e’), T(0,0,1)
(b) (x =1 +y*—2=0, 2+2y=0, T(2,-1,2)

Regsitev: Ce je krivulja podana v parametriéni obliki

potem je smerni vektor tangente na to krivuljo v tocki (x(t),y(t), z(t))
enak

(a) Krivulja 7(t) = (tcost,tsint,e') je podana v parametriéni obliki,
zato je njen smerni vektor

F(t) = (£(t), y(t), 2(t)) = (cost — tsint,sint + t cost, e').



[zracunati moramo Se vrednost parametra ¢t v tocki 7°(0, 0, 1). Izena-
¢imo koordinate krivulje s koordinatami tocke: (tcost,tsint,e') =
(0,0,1) in dobimo ¢ = 0. Smerni vektor tangente je potem

7(0) = (1,0,1),
enacba tangente v tocki (0,0,1) pa
r—0 =z-1

== = O
1 1 ) y Y

oziroma
r=z—1, y=0.

Krivulja je podana kot presek dveh ploskev (z — 1)2 +4?> — 2 = 0
in z + 2y = 0, zato jo moramo najprej parametrizirati. Vzemimo
spremenljivko = za parameter (lahko bi izbrali tudi spremenljivko y
ali tudi kaksen drug parameter). Potem je
oz
y=-3

To vstavimo v prvo enacbo in izrazimo z s spremenljivko x, tako da

dobimo
2 2

2 )
z=(r—1)*4y* = (117—1)24—(—%) = [E2—21'—|—1+% = %—2$+1.

Krivulja v parametricni obliki je
r 5z’
re)=(z,—=,— —20+1].
@) = (25,2 20 +1)
Pri racunanju smernega vektorja tangente torej odvajamo po spre-
menljivki x in dobimo

P (@) = (@ (), 2 () = (1, S 2) |

V tocki T'(2, —1,2) je vrednost parametra x = 2, torej

- / 1

Enacba tangente v tocki T'(2, —1,2) je potem
r—2 y+1 z2-2
T L3

oziroma




1.2 Ploskve v prostoru

4. Poisci enacbo tangentne ravnine na ploskev v dani tocki.

(a) #(u,v) = (2ucosv,usinv,u®), T(2v2,V?2,8)
(b) z = (z—1)%ye ", T(0,1,1)
(¢) 22+ 92+ 22— 20 — 4y — 62 =—17, T(1,2,2)

Resitev: Ravnina je natanko dolo¢ena z normalo in tocko, ki lezi na tej
ravnini. Torej moramo v vsakem izmed primerov izracunati normalo
tangentne ravnine v dani tocki.

(a) Ce je enacba ploskve podana v parametricni obliki

m(u,v) = (z(u,v),y(u, v), 2(u, v)),

izracunamo normalo tangentne ravnine po formuli
fi(u,v) = 7y (u, v) X 7% (u, v).

Ker je
7(u,v) = (2ucos v, usinv, u?),

je enacba normale na ploskev

n(u,v) = ry(u,v) X 7y(u,v)

ik
2cosv  sinv  3u?
—2usinv ucosv 0
= —3ud cos(v)i — 6uP sin(v)] + 2u(cos? v + sin v)k

= (—3u? cos v, —6u? sin v, 2u).

(2COSU sinv, 3u?) x (—2usin v, ucosv,0)

Zanima nas normala na ploskev v tocki (2v/2, /2, 8), zato moramo
izracunati, pri katerih vrednostih parametrov u in v je #(u,v) =
(2v/2,/2,8), torej 2ucosv = 2v/2, usinv = 2 in v® = 8. Iz
zadnje enacbe dobimo, da je u = 2, zato iz prve enacbe dobimo, da
je cosv = f in iz druge enacbe, da je sinv = \/5 Torej je v =



Normala v tocki (2v/2,/2,8) pri vrednostih parametrov u = 2 in
v =7 je enaka

(2,5) =(=3-2%°cosZ,—6-2%sin%,2-2)
= (—12\/5,—24\/‘,4).
Normalo (—12\/_,—24\/5, 4) in tocko (2\/§, V2, 8) na tangentni

ravnini sedaj poznamo, torej je enacha tangentne ravnine
—12V2x — 242y + 42 = d,
pri ¢emer smo pred x, y in z napisali koordinate normale, d pa
dolo¢imo tako, da v to enacbo vstavimo tocko (2v/2,v/2,8). Torej
je
d=—12V2-2V2 - 24v2- V2 +4-8 = —48 — 48 + 32 = —64.
Enacba tangentne ravnine na ploskev v dani tocki je
—12v2x — 24V/2y + 42 = —64.

Ce je enacba ploskve podana v eksplicitni obliki

= 2(x,y),

je normala tangentne ravnine

i(z,y) = (p(z,y),q(z,y), —1),

pri cemer je p = % inq= g—;.
Ker je z = (z — 1)2e %"y, je

0z

5y = 2@ —Dey(z— 1% (“2a)y

=2(x— e T y(l —x(z—1))
in 9
2
-1 2 —a?
-

Torej je normala tangentne ravnine v poljubni tocki (z,y, z(x,y))
na ploskvi enaka

i(z,y) = (p(z,y),q(v,y),—1)

x2

= 2z — e "yl —z(z — 1)), (z — 1)% %, —1).



V tocki T'(0,1,1), kjer jez =0in y = 1, pa je
7(0,1) = (=2,1, —1).

Enac¢ba tangentne ravnine, za katero poznamo normalo (—2,1, —1)
in tocko 7°(0,1,1), je

—2rx 4+ 1y — 1z =d,

pri ¢emer smo pred x, y in z napisali koordinate normale, d pa
dolo¢imo tako, da v enac¢bo vstavimo koordinate tocke T'(0,1,1).
Torej je

d=-2-04+1-1—-1-1=0.

Enacba tangentne ravnine na ploskev v dani tocki je
—2x4+y—2=0.
Ce je enacba ploskve podana v implicitni obliki
F(z,y,2) =0,

potem je normala tangentne ravnine

i(z,y,z) = (Fu(x,y, 2), Fy(z,y, 2), F.(z,y, 2)).
V naSem primeru je

F(z,y,2) =2* +y* + 2% — 20 — 4y — 62 + 17,
torej je
Fo(z,y,2) =2x—2, Fy(z,y,2) =2y —4 in F,(z,y,2) =2z —6.
Enaé¢ba normale tangentne ravnine v poljubni tocki (z, y, z) je potem

n(x,y,z) = (20 — 2,2y — 4,2z — 6),
v tocki T'(1,2,2), kjer jex =1,y =2 in z = 2, pa
7i(1,2,2) = (0,0, —2).

Enacba tangentne ravnine z normalo (0,0, —2) in tocko T'(1,2,2) je

0-2+0-y—2z=d,
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pri ¢emer so pred z, y in z koordinate normale, d pa dolo¢imo tako,
da v ena¢bo vstavimo koordinate tocke T'(1,2,2). Torej je

d=-2.2=—4

Enacba tangentne ravnine na ploskev v dani tocki je —2z = —4,
oziroma
z =2

5. Dana je ploskev
7(u,v) = (cosucosv,2cosusinv, 3sinu).

Dolo¢i v kateri tocki in pod kaksnim kotom se sekata koordinatni krivulji
7(u, m) in 7§, v).

Resitev: Naj bo 7(u,v) ploskev podana v parametriéni obliki. Ploskev
je odvisna od dveh parametrov u in v in je dvodimenzionalni objekt
v prostoru. Ce enega izmed parametrov fiksiramo, na primer v = v,
dobimo krivuljo 7 (u) = 7(u,vp), ki je odvisna le od enega parametra
u. Tocke te krivulje seveda lezijo na ploskvi, krivuljo pa imenujemo
koordinatna krivulja.

V naSem primeru nas zanima, pod kaksnim kotom se na ploskvi
m(u,v) = (cosucosv,2cosusinv, 3sinu)
sekata koordinatni krivulji

—

m(u) = 7(u, ) = (cosucosm,2cosusinm, 3sinu) = (— cosu, 0, 3sinu)

in
To(v) = F(g,v> = (cos%cosv,Qcos%sinv,Bsin %)
V2 V2 V2
= | —cosv,2—sinv,3—
2 2 2
2 .
= 7(0031},281111},3).
Koordinatni krivulji se sekata v tocki, kjer je u = 7 in v = m, torej v
tocki
_,<7r ) < s 9 T . 3 7T> \/§ 0 3\/§
z — —CoST —sin n—)=|-—— - |-
T cos o cosm, 2 cos - sin, 3sin 50,3
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Kot, pod katerim se sekata dve krivulji, je enak kotu, pod katerim se
sekata tangenti na krivulji v presecisc¢u, torej moramo izracunati smerna
vektorja tangent za obe koordinatni krivulji. Dobimo

7?1,(U) = (sinw, 0,3 cosu)
in
2 .
5 (v) = 7(— sinw, 2 cos v, 0).

Nas zanimata smerna vektorja tangent v preseciscu, kjer je u = 7 in
v = 7, zato izracunamo

D) (o) - (T )

n

7y () = ?(—sinW,QCOSW,O) = 22(0,-2,0) = (0, —V2,0).

S

Ker je skalarni produkt smernih vektorjev enak 0,

7! (%) () = (?os?) (0, —v/2,0) = 0,

sta smerna vektorja tangent pravokotna, torej se koordinatni krivulji
sekata pod pravim kotom.

. Dolo¢i enacho tangentne ravnine na ploskev
- oy +2 —2—-1=0

v tocki, kjer krivulja
F(t) = (2t,t — 1,3t%)

seka to ploskev.
Resitev: Dolo¢imo najprej tocko, v kateri krivulja 7(t) = (2t,¢ — 1, 3t?)

seka ploskev 22 — 2y +2y? — 2 —1 = 0. Tocka mora lezati tako na krivulji,
zato je x = 2t, y =t — 1 in z = 3t2, kot tudi na ploskvi, zato je

(2t)* —2t(t — 1) +2(t —1)> =3t — 1 =0.
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Izracunamo
42— 4 24242 — 4t +2-3t2 -1 =0,

poenostavimo
£ —2t+1=0

in dobimo, da je resitev kvadratne enacbe le ena in sicer ¢t = 1. Torej je
presecisce krivulje in ploskve v tocki

F(1) =(2-1,1-1,3-1%) = (2,0,3).

Ploskev 22 — zy + 2y*> — 2 — 1 = 0 je dana v implicitni obliki, zato je
normala tangentne ravnine na ploskev v poljubni tocki (z,y, z) enaka

n(x,y,z) = 2z —y, —x + 4y, —1),
v tocki (2,0, 3) pa je potem
n=(2-2—-0,-2+4-0,—1)=(4,-2,-1).
Enacba tangentne ravnine je
4o — 2y — z = d,
konstanto d pa doloc¢imo tako, da v enacbo vstavimo koordinate tocke

(2,0,3). Torej je
d=4-2-2-0—-1-3=5.

Enacba tangentne ravnine na ploskev v tocki (2,0, 3) je

do — 2y — 2z = 5.

Mnogoterni integrali

2.1 Integrali s parametrom

1. Izracunaj odvod funkcije F'.

(a)
F(y) = /O log(y + v y? — 2?)dx
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Resitev: Integral s parametrom

v(y)
F(y) = /( | f(z,y)dx

odvajamo po formuli

v(y)
Fly) = / ) g—;‘@ gz + Fly)y)v(y) — Flu), v ).

(a) Ker sta v tem primeru meji integrala F'(y) = f02 log(y++/y? — 22)dx
konstantni, sta zadnja dva ¢lena vsote v formuli enaka ni¢, zato je

2 1 1 2y
F'(y :/—. l+- ——— | dr
<> 0o y+ /y2—:132 2 y2_$2
_/2 1 MY Tty
0

o y+\/y2—x2 \/yz_gg

2 1
:/ —dx:arcsing
0 Vy?—a? Y
2
— arcsin —
Y

= arcsin — — arcsin 0
0 Y

(b) Uporabimo formulo za odvod integrala s parametrom za funkcijo
Fly) = [ tan;# dz in dobimo

71 1 tan*(Z-y) /7
F’ = — . 92¢ = . xd A
(y) /0 2 a’n(‘ry) COSz(l’y) Tar + us ( y2>

. v
_ /y sin(zy) dn tan?(mr)
0

cos3(zy) 2y
I N A I
-~ 2ycos?(zy)|, 2y COSQ(gy) 2ycos20
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2. Doloci stacionarne tocke funkcije
1/ t+
sin(zt) = ¥tV
F = dt.
(z,y) /O ( Tt 1)

Resitev: Za stacinarno tocko funkcije F' mora veljati

F F
a— =0 in a— =0.
ox oy
Izracunamo
1 : T
t)t t
(e, y) :/ Cos(tx ) gt — sin(zt) _sinz
0 T, x
in
Levity(t +1) evity |t ey
Ry = [ it - ~ L),
0 t+1 v o Y

Torej iscemo tiste vrednosti za spremenljivki x in y, da je
sinx =0 in ¢ —1=0.

Iz prve enacbe sledi, da je x = km, k € Z, iz druge enacbe pa, da je
y = 0. Torej so stacionarne tocke funkcije F' vse tocke (km,0), k € Z.

3. S pomocjo odvajanja na parameter izrac¢unaj integral
X omTY _ o
/ il i
0 x

Resitev: Integral F(y) = fab f(z,y)dz najprej odvajamo na parameter y
in dobimo nov integral

b
0
Flly) = 8—5(33,3/)6193-

Novi integral izracunamo, nato pa moramo dobljeno funkcijo F'(y) Se
integrirati, da dobimo F(y). Na koncu moramo dolociti $e vrednost
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konstante, ki jo dobimo pri racunanju nedoloc¢enega integrala. V nasem

primeru je
(0.9] —TYy __ —XT
0 T

Funkcijo F' odvajamo in dobimo

o = [ ()

Torej je

Ker je po eni strani

F(1) :/ € T dr=o,
0
po drugi strani pa je
F(l)=—logl+C=C,

je €' =0 in zato je
F(y) = —logy.

2.2 Dvojni integral

/ /D f(z,y) dudy

na dvakratni integral na dva nacina. Obmocje D je doloc¢eno z neenakos-
tima

. Prevedi dvojni integral

y<—(x—1)% in y>-—1.

Resitev: Dvojni integral prevedemo na dvakratni integral tako, da na-
jprej dolo¢imo minimalno in maksimalno vrednost ene izmed spremen-
ljivk na obmocju, nato pa pri doloceni vrednosti te spremenljivke dolo-
¢imo katere vrednosti lahko zavzame druga spremenljivka.
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Dvojni integral lahko prevedemo na dvakratni integral na dva nacina,
odvisno od izbire vrstnega reda spremenljivk.

Dolo¢imo najprej minimalno in maksimalno vrednost, ki jo lahko za-
vzame spremenljivka y na obmocju D. Ker je y < —(z — 1)?, je lahko y
najvec 0. Torej je —1 <y < 0. Ker je

(CB - 1)2 < —-Y,

sledi, da je
_V_ygx_]-g VY
oziroma
l—vV-y<ax<1+4++—y.
Pri neki doloceni vrednosti spremenljivke y lahko torej spremenljivka x

zavzame vrednosti od 1 —/—y do 1+ /—y. Dvojni integral lahko torej
zapisemo kot dvakratni na naslednji nacin

//Df(:v,y)dwdyZ/_ol (/li?f(a:,y)dx) dy.

Ce je y = —1, potem iz enakosti —1 = —(x — 1)?, oziroma 1 = (2 — 1)?
sledi, da je x = 0 ali x = 2. Torej je vrednost spremenljivke z na obmocju
D najmanj 0 in najve¢ 2. Pri neki doloc¢eni vrednosti spremenljivke x
lahko spremenljivka y zavzame vrednosti od —1 do —(z — 1)%. Torej
lahko dvojni integral zapisemo kot dvakratni integral tudi na naslednji

nacin , .
| [ 1) dedy - /0 ( / :(H f(m)dy) .

. Izracunaj dvojni integral
D

obmocje D je doloceno z neenakostmi

y<1l, y>1l—2 in y>x—1.

Resitev: Najprej dolo¢imo minimalno in maksimalno vrednost, ki jo
lahko zavzame spremenljivka y na obmoc¢ju D. Iz enacb y = 1 —
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iny=x—1, dobimo, da je 1 —2 = x — 1 in zato x = 1. Ko je vrednost
spremenljivke x enaka 1, je vrednost spremenljivke y enaka y = 1—x = 0.
Torej je vrednost spemenljivke y najmanj 0 in najve¢ 1, oziroma

0<y<lL

Kerjey>1—x,jex > 1—y. Podobno je y > x — 1, oziroma z < y+ 1.
Torej je
l—y<z<y+1.

Pri neki doloceni vrednosti spremenljivke y lahko torej spremenljivka x
zavzame vrednosti od 1 —y do y + 1. Dvojni integral tako zapisemo kot
dvakratni integral in dvakratnega nato izracunamo.

1 1+y
//(a:—y)2dxdy—/ dy/ (2* — 22y + ¢*) da
D 0 1-y
1 /.3 22 1+y
= - 9. . 2
J, G 2gveer)

dy
:/Ol(w_(1+y)2'y+(1+y)y2

1-y
3

1—y)3
Sty ) dy
e 2 Y 2 .3 .,,2 .3

z/‘(§+y+y4-§—y—2y—y+y+y
0

1 Y3
—§+y—f+~§+y—2ﬁ+y’—f+yﬁcw
1 4 3 1

8 4 ) s 20

= P — Ay 2y ) dy = [ = — =

LA (3y Yo+ y) Y ( 3 5 Y )
_2 4]
3 3 3

6. Izracunaj dvojni integral

1
—  dxd
//Dl+(x2+y2)2 e

obmocje D je dolo¢eno z neenakostmi

1§x2+y2§4, x>0 in y>0.
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Resitev: Tako pri funkciji, ki jo integriramo, kot tudi pri opisu obmocja
D se pojavi izraz % + y?. Zato bomo v dvojni integral uvedli nove
spremenljivke in sicer polarne koordinate

T =1TCcosp, Yy =rsinp.

Ker je 22 +y? = r? cos? o +r?sin? ¢ = 72, se v polarnih koordinatah izraz
2% + y? poenostavi v izraz r2. Funkcija je v polarnih koordinatah enaka
1 B 1 1
T+ (22 +92)2 14+ ()2 14V

obmocje pa je v polarnih koordinatah dolo¢eno z neenakostima

1<r2<4 in ogwgg.

Ko uvedemo nove koordinate z(r, ) in y(r, ¢) v dvojni integral, moramo
upostevati Se Jacobijevo determinanto

Oxr Ox

J=| O Op | _|cose ‘TSW':Acos?wsm%o):r.
dy 0Oy sinp 7rcosp
ar e

Dvojni integral je potem enak

1 3 2
— _dxdy = d -rdr.
//Dl+<w2+y2)2 o /0 SD/l R

Integral po spremenljivki ¢ lahko zZe izra¢cunamo, v drugem integralu pa
uvedemo novo spremenljivko: ¢t = r%, dt = 2rdr, kojer =1, jet =1, ko
jer=2,jet=4. Torej

/’z“d /2 1 p w/‘* 1 dt = . t4
srdr = < - — = —arctan
A A 2), 1+ 2 1 :

= %(aretanél — arctan 1).

7. Izracunaj posploseni integral.

(a)

1
dxdy,
//17\/1—x\/y+‘1 4

obmocje D je doloc¢eno z neenakostima 0 <z <1in0 <y < 1.
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1
—  dxd
//D<x2+y2+4)2 e

obmocje D je dolo¢eno z neenakostjo 0 <y < —x.

Resitev: Loc¢imo dve vrsti posplosenega integrala: posploSeni integral,
pri katerem ima funkcija, ki jo integriramo, singularnost, ter posploseni
integral, pri katerem je integracijsko obmocje neomejeno.

(a)

Funkcija ﬁm, ki jo lahko zapisemo kot produkt dveh funkcij

ene spremenljivke \/% in \/y;ﬁ’ ima singularnost za x =1 ali y =
—1. Meji integracijskega obmocja sta glede na spremenljivki x in y
konstantni, zato je

dxdy=

Vi +1

Lo S |
/0\/1—xdx/0 e
= —200-1)-2(v/2-1)

0

/)=

_ \/11—37(_1) '

2

=4(vV2-1).

o
N |—=

Integracijsko obmocje je enako polovici drugega kvadranta in je zato
neomejeno. Vpeljemo polarne koordinate x = rcosy, y = rsin p,
Jacobijeva determinanta J = r. Ker je y > 0, mora biti polarni kot
0 < ¢ <, iz neenakosti y < —x pa sledi, da je % <p< %’r. Zar
ni drugega pogoja, razen, da je nenegativen. Torej je integracijsko
obmocje dolo¢eno z neenakostima

3T
Igapgﬂ, 0<r,

funkcija pa je v polarnih koordinatah enaka

1 1
@+ P

1 i > 1
— _dzdy= [ d —— .rd
/ﬁﬂﬁ+w+®2xy A;wﬁ rap Y
B |7r /°° rdr _7T/°° rdr
T, A T 1)y (P rae

19
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Preostali integral izracunamo z vpeljavo nove spremenljivke: ¢ =
r’4+4,dt =2rdr,kojer =0, jet =4, ko jer = 00, je t = 00. Sledi

7r/°° rdr _W/Oodt_ T 1%
4 o (r2+4)2 4 ), 262 8¢

8. Izracunaj ploscino lika, dolocenega z neenkostima

x25y2 in x§1+y2.

Resitev: Ploscina lika D je enaka

| [ e

Da bomo lahko prevedli dvojni integral na dvakratnega moramo doloéiti

5y = 1+ 92, toreJ je 4y? = 17 oziroma y = jzl Najmanjsa vrednost
spremenljivke y na obmocju D je —1, najvecja Vrednost pa =. Pri neki
doloceni vrednosti spremenljivke y pa lahko spremenljivka = zavzame
vrednosti od 5y? do 1 + 3%, Torej je

//da:dy:/
D
_L A a1y 2
2 31\2 2 3\2/) 3

9. Izracunaj prostornino telesa pod ploskvijo

2(w,y) = TV

nad obmocjem D, dolocenim z neenakostjo

v+ —1<0.

Resitev: Prostornina telesa pod ploskvijo z(z,y) nad obmocjem D je

enaka
/ / z(x, y)dzdy.
D



10.

V naSem primeru bomo uvedli polarne koordinate z = rcosp, y =
rsin ¢, Jacobijeva determinanta J = r. Funkcija in obmocje sta v po-
larnih koordinatah

2 2_ 2_ 2 _
P A L R r2§1,0§<p§27r,

)

prostornina telesa pa je

// ”““y_ldxdy / dgo/e e trdr
27r

7Tt1

e Jo 2 e 0
s
= (e —1).

Te—1)

[zracunaj povrsino na ploskvi

$2

z(a:,y) = ?

nad obmoc¢jem D, dolo¢enim z neenakostima

0<z<1l in —-1<y<Il

Resitev: Povrsina ploskve z(z,y) nad obmocjem D je enaka

//D \/1 + (%(w,y))Q + (g—;(a:,y)>2dmdy.

V nasem primeru dobimo

) 2 1 1
[ (2 voaea [ [ i
D -1 0

1 1
=y, 5 (x\/l + 22 + log(x + V1 + a:2> ‘0

=(1— (—1))% (\/§+ log(1 4 v2) — o) ];
= V2 +log(1 +V2).

Pri racunanju integrala si lahko pomagamo s priro¢nikom ali racunalni-
kom.
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11.

2.3 Trojni integral

[ [ ] st 2yaaye

na trikratnega. Obmocje V' je dano z neenakostmi

Prevedi trojni integral

x>0, y>0, 2>20 in 6x+ 3y + 2z <6.

Resitev: Trojni integral [ [ fv f(z,y, z)dzdydz prevedemo na trikratni
integral tako, da si najprej izberemo eno izmed spremenljivk z, y, z.
Denimo, da izbremo spremenljivko z. Nato dolo¢imo minimalno vred-
nost z; in maksimalno vrednost 2z, te spremenljivke na obmoc¢ju V. Pri
doloceni vrednosti te spremenljivke zy € [z1, 22] dobimo dvodimenzion-
alno obmocje na ravnini z = zg, ki je del obmoc¢ja V. Izberemo si eno
izmed preostalih dveh spremenljivk. Denimo, da izberemo spremenljivko
y. Potem dolo¢imo njeno minimalno vrednost ¥ (zp) in maksimalno vred-
nost y2(zp) na ravnini z = zy (minimalna in maksimalna vrednost spre-
menljivke y sta seveda odvisni od vrednosti z). Pri dolo¢eni vrednosti yg
spremenljivke y iz obmoéja [y1(20), y2(20)] potem za tretjo spremenljivko,
v nasem primeru z, dolo¢imo minimalno vrednost x1(yo, 20) in maksi-
malno vrednost xs(yo, 20). Trojni integral je potem enak trikratnemu
integralu

22 y2(z) z2(y,2)
///f(x,y,z)da:dydz:/ dz/ dy/ f(z,y, z)dx.
1% z1 y1(2) z1(y,2)

Trojni integral lahko prevedemo na trikratni integral na razli¢ne nacine,
odvisno od izbire vrstnega reda spremenljivk. Vseh moznih nacinov,
torej vseh moznih vrstnih redov treh spremenljivk je Sest.

V naSem primeru je obmocje omejeno s Stirimi ravninami z = 0, y = 0,
z = 0 in 6z + 3y + 22 = 6, torej je nase obmocje tetraeder. Njegova
oglis¢a so presecisca treh ravnin in so 77(0,0,0), 75(1,0,0), 75(0,2,0) in
T4(0,0,3).

Denimo, da izberemo najprej spremenljivko z. Njena minimalna vred-
nost na obmocju je z; = 0, njena maksimalna vrednost na obmocju
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12.

pa je zo = 3. lIzberimo si sedaj spremenljivko y. Maksimalna vred-
nost spremenljivke y pri dani vrednosti spremenljivke z je takrat, ko je
x = 0. Torej lahko spremenljivka y pri neki Vrednosti spremenljivke z
zavzame vrednosti od 0 do y = w =2 52 Pri nekih vrednostih
spremenljivk y in 2z je minimalna vrednost spremenljlvke x = 0, njena
maksimalna vrednost pa xr = % =1- —z — —y Trojni integral
lahko torej zapisemo kot trikratni na naslednji nacin

3 2—%2 1—%2—%y
///f(x,y,z)dxdydz:/ dz/ dy/ f(x,y, z)dx.
1% 0 0 0

Ce bi spremenljivke izbrali v vrstnem redu z, x in na koncu y, bi na
podoben nacin dobili

3 1—%z 2—m—§z
///f(x,y,Z)dIdydz:/ dZ/ dw/ f(x,y, 2)dy,
1% 0 0 0

¢e pa bi spremenljivke izbrali v vrstnem redu x, y in z, bi dobili

1 2-2z 3—3z—3y
///f(a:,y,z)dxdydz:/ dx/ dy/ fx,y, z)dz.
1% 0 0 0

Trojni integral bi lahko zapisali kot trikratni integral Se na tri nacine.

[zracunaj trojni integral

I/ / =D grayas,

pri ¢emer je obmocje V' dano z neenakostmi

r>—1, 1<y<e, 220 in z<1—u2.

Regitev: Trojni integral izracunamo tako, da ga prevedemo na trikrat-
nega. Najprej si izberemo spremenljivko y. Njena minimalna vrednost
na obmocju V' je y; = 1, njena maksimalna vrednost na obmocju V' pa
je yo = e. Ostali dve spremenljivki sta neodvisni od spremenljivke y.
Ker je x > —1in je 2z < 1 — z, je lahko vrednost spremenljivke z najvec
z = 1—(—1) = 2. Minimalna vrednost spremenljivke z je 0 zaradi pogoja
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z > 0. Pri nekem z je minimalna vrednost spremenljivke = enaka —1
zaradi pogoja x > —1, njena maksimalna vrednost pa x < 1 — z zaradi
pogoja z < 1 — z. Trojni integral je torej enak

/// dﬂfd@/dz—/dy/ dz/ A7)

13. 7Z vpeljavo cilindri¢nih koordinat izracunaj trojni integral

///zex2+y2dxdydz,
v

pri cemer je obmocje V' dano z neenakostima z > /22 + 92 in z < 2.

Resitev: Ce se pri opisu integracijskega obmoéja ali pri funkeiji, ki jo
integriramo, pojavi izraz z? + y?, obi¢ajno uvedemo v trojni integral
nove spremenljivke in sicer cilindri¢ne koordinate

T =rcosp, y=rsinp in z=z.

Ko uvedemo nove koordinate v trojni integral, moramo upostevati Se
Jacobijevo determinanto, ki je za cilindricne koordinate enaka J = r.

Ker je J: +y?2 =r’cos?p+r sin ¢ = 12, se v cilindri¢nih koordinatah
izraz x? +y? poenostavi v izraz r? Funkcua je v cilindri¢nih koordinatah
enaka

2e™ Y = zerz,

obmocje pa je v cilindri¢nih koordinatah dolo¢eno z neenakostima

z>Vri=r in z<2.
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14.

Spremenljivka 7 je enaka razdalji od tocke do osi z, zato vrednost r ne
more biti negativna. Torej je minimalna vrednost spremenljivke z na
obmocju V' enaka 0 zaradi pogoja z > r, njena maksimalna vrednost
pa je 2 zaradi pogoja z < 2. Pri neki doloceni vrednosti spremenljivke
z je r < z in ker je seveda r > 0, zavzame r vrednosti med 0 in z.
Obmocje je simetricno glede na os z, saj za spremenljivko ¢ nimamo
nobenih pogojev, torej ¢ lahko zavzame katerokoli vrednost od 0 do 27.
Trojni integral v cilindriénih koordinatah je potem enak

2 2 z
///zez2+y2dxdydz:/ dgp/ dz/ ze" rdr.
1% 0 0 0

Integral po spremenljivki ¢ lahko zZe izracunamo, integral po spremenljiv-
ki r pa bomo izra¢unali s pomocjo nove spremenljivke t = 12, dt = 2rdr,
kojer=0,jet=0,kojer =z, jet=2% Sledi

/ dgo/ dz/ ze" TdT—27T/ dz/ ze—
Iﬂ'/OZ( )|0 dz—w/oz(ez—l)dz
2 2
=7T/ zezdz—w/ zdz.
0 0

Za prvi integral ponovno uvedemo novo spremenljivko v = 22, du = 2zdz,
ko je 2z =0, je u =0, in ko je z = 2, je u = 4. Torej je

2 2 4 2
7T/ e dy — 7T/ zdz = 7r/ e“d—u - (Z—)
0 0 0 2 2

T, w4 U m
25(6 )\O—QW:5(64—1)—27r:§(e4—5).

Trojni integral je enak Z(e* —5).

2

0

Z vpeljavo sfericnih koordinat izracunaj trojni integral

1
///‘/$2+y2+22+1dxdydz,

pri éemer je obmocje V dano z neenakostmi x? +y? + 22 < 1, 2 > 0 in
y=>0.
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Resitev: Kadar pri opisu integracijskega obmocja ali pri funkciji, ki jo
integriramo, nastopa izraz x2+1y%+22, obi¢ajno uvedemo v trojni integral
sferi¢cne koordinate

xr=rcospcost, y=rsinpcosf in z=rsind.

Ce uvedemo v trojni integral nove koordinate, moramo upostevati Se
Jacobijevo determinanto, ki je za sfericne koordinate enaka J = r cos#.

V sfericnih koordinatah je x? + y? + 2% = r? zato je funkcija, ki jo

integriramo, v sferi¢nih koordinatah enaka

1 1
24y24+224+1 2417

obmocje pa je v sfericnih koordinatah doloceno z neenakostmi

7?2 <1, rcospcosf >0 in rsinpcosd > 0.

Spremenljivka r je enaka razdalji od tocke do osi koordinatnega izhodisca,
zato vrednost r ne more biti negativna. V sfericnih koordinatah je kot
0 € [-5, 5], zato je cosf > 0. Torej lahko zadnji dve neenakosti delimo
z rcos @ in dobimo, da mora biti cos ¢ > 0 in sinp > 0. To pa je res za
0 < ¢ < 7. Za spremenljivko 7 imamo pogoj 0 < r < 1, za kot 6 pa ni

pogojev, torej lahko zavzame vse vrednosti med —7 in 7.

Trojni integral v sfericnih koordinatah je enak

1 B B LS|
/// dxdydz:/ dgp/ d@/ r cos fdr.
s 24y 2241 0 B o T2+1

s
2

Integrala fog dy in f_gz cos #df lahko ze izracunamo, integral po spre-
2

menljivki r pa izraéunamo s pomocjo substitucije t = r2 4+ 1, dt = 2rdr,

kojer =0,jet=1,in ko je r =1, je t = 2. Potem je

g g 1 1 7 21
/ d(p/ d@/ 5" cosfdr = T (sin9)|zw/ Lot
0 - o m+1 2 2 f, t 2

T (=) logtl? = Z1o0g2.
( g 1 2 g

Torej je trojni integral enak 7 log 2.
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15. Telo je podano z neenakostima

2+ 4+ <1 in oz >a2+ 2
gostota telesa pa je
plx,y,z) =1—z.
(a
(b

) Doloé¢i prostornino telesa.
)

(c) Doloéi tezisce telesa.
)

Dolo¢i maso telesa.
(d) Doloédi vztrajnostni moment telesa glede na os vrtenja z.

Resitev:

(a) Prostornina telesa V' je kar enaka

vol(V) = / / /V dadyd:.

V naSem primeru bomo uvedli sfericne koordinate x = r cos  cos 8,
y = rsinpcosf, z = rsinf, Jacobijeva determinanta J = rcos#6.
Tudi v novih koordinatah je telo doloceno z dvema neenakostima.
Ker je 22 4+ y? + 22 < 1, je r?> < 1 in zato r < 1. ZapiS§imo v novih
koordinatah Se drugo neenakost

rsinf > \/(rcospcosf)? + (rsin g cosh)?

= \/r2 cos? f(sin? ¢ + cos? )
=rcos#,

torej sin @ > cos §. Ta neenakost pa velja za kote 6 € [7, 5]. Dobimo

27 1 5
///dxdydz :/ dap/ dr/ r cos 0df
1% 0 0 z
2 1
:27T<r_)
2

(sin0)|

ISETSEY
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(b) Masa telesa z gostoto p je enaka

m=[] /V p(,y, 2)dwdydz.

Ponovno uvedemo sferiéne koordinate in dobimo

/// (1 — 2)dxdydz

2
/ dgp/ dr/ (1 — rsin@)r cos0do

:27r/ dr/ (r cos ) — r? sin 6 cos ) df
0 ™

251119
rsinf —r
2
A T ,sin® %
=27 rsin— —r —rsin— +r dr
0

dr

i

2 2 4 2
2
V2
1 ~Y =
oL (9)
:27T/ r—r? £ 212 d
0 2 2 2

Torej je masa telesa enaka 7 (% — g)

(c) Naj bo tocka T'(xz7, yr, 2r) tezisce telesa z gostoto p. Potem je masa

telesa m = [ [ [, p(x,y, z)dxdydz, koordinate tezista pa izracuna-
mo s pomocjo formul

J [ Jvaple,y 2)dadydz [ [ [, wpla,y, z)dedydz
fffv P(l’,y, Z)dxdydz m )

28
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_ S Jvpla,y, 2)dadydz [ [ [, yp(x,y, z)dedydz
- fffvp(fl:,y,z)dxdydz m

n

2 = fffV 2p(x, y, z)dwdyd> _ fffv zp(x,y, z)drdydz
! fffv P(Ia%z)dxdydz m .

Ce hotemo izracunati koordinate tezi¢a, moramo torej izrac¢unati
x7, yr in zp. Ker pa je v naSem primeru telo simetri¢no glede na os
z in tudi gostota je funkcija, ki je neodvisna od spremenljivk = in
y, lezi teziSce telesa na osi z, torej je xr = 0 in yr = 0. Seveda bi
dobili x7 = yr = 0 tudi, ¢e bi §li racunati prvi koordinati tezisca.
Izracunati moramo torej le

B [ Jyzp(x,y, z)dedydz

T )
m

tretjo koordinato tezis¢a. Ker Ze poznamo maso telesa, ki je m =

m <§ — ﬁ), moramo izrac¢unati le Se integral

6 2
///Zp(%y;»z)dxdydz-
1%

Zopet uporabimo sferi¢ne kordinate in dobimo

[ | [ sotaaedyiz = [ [ [ 0= 2)azaya:

2m 1 3
:/ dgo/ d’r/ rsin@(1 — rsin6)r cos 0df
0 0 z

1 3
=27 / dr / (r?sin @ — 73 sin? #) cos Hd0.
0 %

Integral po spremenljivki § izra¢unamo tako, da uvedemo novo spre-
menljivko ¢ = sin 6, dt = cosfdf, ko je 0 = 7, je t =sin} = ‘/75, in
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ko je 0 = 7, jet =sin g = 1. Torej je

1 3
27 / dr / (r*sin @ — 73 sin® §) cos 0d0
0 T

1 1
= 27r/ dr/ (r*t — r3t?)dt

0 2

1 t2

t3
= 27r/ (7’2— — r3—>
0 2 3

Tretja koordinata tezisca je potem

/2
2T = 20 = \/5 )
T (g _ %ﬁ) 20 — 12v/2

teziste pa je v todki (0, 0, 2 ﬂ>

(d) Vztrajnostni moment telesa glede na os vrtenja z je

J, = / / /V p(z,y,2)(2* + y*)dzdydz.

Ponovno uvedemo sferi¢ne koordinate, upostevamo, da je 22 +y? =
(7 cos @ cos )24 (r sin p cos §)? = r? cos? §(sin? p+cos? p) = r? cos? b,
in dobimo
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J. :///V(l—z)(xQ+y2)dxdydz

2T 1 3
= / d(p/ dr/ (1 — rsin)r? cos? 6 r cos Odf
0 0 z

1 2
= 27r/ dr/ (1% cos® § — 1 cos® fsin 6) cos Od.
0 I
Integral po spremenljivki 6 resimo tako, da pisemo cos?f = 1 —

sin? @, nato pa uvedemo novo spremenljivko t = sin 6, dt = cos 0d#,

N I o, .
koje 0 =7, jet =, inko je 0 = 7, je t = 1. Torej je

1 1
J, = 27r/ dr/ (r3(1 — %) — r*(1 — *)t)dt
o Jg
1

13 #2 4\ |!
—9 3y _ 3L 4l qb
7T/0 (7“ r3 7"2+r4

L8 —5V2 1
= 27T/ —8 5\/_7’3 ——rt ) dr
0 12 16

No)
2

Vztrajnostno moment telesa glede na os vrtenja z je w <%70 — %)

2.4 Teorija polja

16. Dano je skalarno polje

(2,y,2) = V2L

u(x,y, z) = +——>.
Y z

(a) Doloci nivojske ploskve skalarnega polja w.

(b) Izracunaj gradient skalarnega polja u

(¢) Izrac¢unaj smerni odvod skalarnega polja u v tocki (3,4,1) v smeri
vektorja (1,1,0).
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Resitev: Skalarno polje je preslikava iz R3 v R. Torej skalarno polje
u tocki (z,y, z) v tridimenzionalnem prostoru R? priredi realno $tevilo
u(z,y, z). Stevilo véasih imenujemo tudi skalar.

(a) Nivojska ploskev skalarnega polja u je dana z enacbo u(z,y, z) = ¢,

pri ¢emer je c konstanta. Za razlicne konstante dobimo razlicne
nivojske ploskve. V nasem primeru je enac¢ba nivojske ploskve

VTP

z

Ce je ¢ = 0, potem je & = y = 0 in dobimo degeneriran primer, ko je
nivojska ploskev kar os z. Naj bo sedaj ¢ # 0. Enacbo preuredimo

in dobimo
2+ 1?2

C

To pa je ravno enacba stozca z vrhom v tocki (0,0,0). Nivojske
ploskve skalarnega polja u so torej stozci z vrhom v koordinatnem
izhodiscu.

Gradient skalarnega polja u je vektorsko polje

ou ou ou
gradu(l‘ayu Z) = (%(x7y7z)u a_y(xayvz)a &(x7yu 2)) .

Torej moramo izracunati vse parcialne odvode skalarnega polja wu.
Dobimo

@(l' z) = v
81’ » Y, - /—1'2 T y2 )
ou Y

a3 Y, 2) = —F/—/—m
89( ) zy/2? + y?
ou a2+ y?

E(‘r’yaz) == 2

n

Gradient skalarnega polja u je

/22 4 2
grad u(z,y, z) = ( ° i vV Ty )

/22y 222+ g2 2
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(c) Smerni odvod skalarnega polja u v smeri vektorja [ izraéunamo po
formuli

%(xui%Z) = gradu(%?%z) '

=

o~

V nasem primeru je [ = (1,1,0), is¢emo pa smerni odvod v tocki
(3,4,1). Gradient skalarnega polja smo ze izrac¢unali zato dobimo

@@ Y, 2) ( - Y v I2+y2> ((1,1.0)

z\/xQ—i-yQ’ z\/azJQ—i—yZ7 22
1 T +y

NN

Smerni odvod skalarnega polja v tocki (3,4,1) je potem

ol B VIt

@(341)_L 344 7
ol V2 IV 142 52

17. Izracunaj divergenco in rotor vektorskega polja v.

(a)

. T—Yz Yy—Tz Z—xY
’U(l’,y,Z): T ’ y ’ >

(b)

. rr
v(x,y,2) = >

Resitev: Vektorsko polje je preslikava iz R? v R3. Torej vektorsko polje
¥ totki (z,y,z) v tridimenzionalnem prostoru R?® priredi neko tocko
¥(z,y, z) prav tako v R3. Tocke v prostoru R? identificiramo z njihovimi
krajevnimi vektorji, zato vektorsko polje ¢/ priredi vektorju nek drug vek-
tor.

Divergenca vektorskega polja ¢ = (v, v, v3) je skalarno polje

81)1 81)2 81)3
or "oy T ox

divd = div(vy, v, v3) =
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Rotor vektorskega polja v = (vy,v2,v3) je vektorsko polje

i ]k
oti=| 2 2 2 :<%_% O _ Jvs %_%>
or Oy 0z Oy 0z 0z 9Oxr’ dr Oy
V1 U2 U3
(a)
diw_),:div(.r—yz,y—:vz’z—xy)
x Yy z

_2 T —yz ﬁ Yy —xz 2 z—xy
_(996( x )+3y( y )+0Z( z )

_w—(fr—yZ)+y—(y—x2)+z—(z—wy)

o 72 y2 2
L yz Tz oy
i j k
0 0 0
rotv = ox dy 0z
rT—Yz Yy—xTz 2—TY
T Y z

r x z oz
z Yz x Yy =z

(b) Z 7 oznacimo krajevni vektor ¥ = (z,y, z), z r pa njegovo dolzino
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r = /2% + y? + 22. Potem je
div (%F) = div ( Vel s Zz(f”’y’@)

2
3<x\/m —|—2< x2+y2+z2)
ox 2 dy 2

0 (TR
o 2

DO | —

Pyttt - + Va2 +y? + 22
/$2+y2+22

Yy 2 2 2 Z
+y +VrEty +22+ 2
Va?+y? + 22 Va4 y?+ 22

1 2?4y + 22

== 2 4 y? + 2% +
Va4 y?+ 22

=2v/a? +y* + 22 =2r.

[\]

Sle -
Sl
P ™

rotv =

e+ 2422yt P42 2a? P+ 2P

2 2 2
Y= Yz

‘( Fr e 2T
Tz . Tz
2+ 12+ 22 2/ 2+ 22

Ty Ty
212 + 2+ 22 2\/x? +y? + 22

= (0,0,0).

18. Preveri, ¢e je vektorsko polje @ potencialno. Ce je ¥ potencialno, poiséi
potencial.

(a)

Uz, y,2) = (2xy222 — xz,20%y2% — w2, 2%y 2 — yz) .
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(b)

U(x,y, z) = (—zysin(zy), —zxsin(zy), 1 + cos(xy)) .

Resitev: Vektorsko polje ¥ je potencialno, ¢e obstaja tako skalarno polje
u, da je

v(x,y, z) = gradu(z,y, 2).
To skalarno polje imenujemo potencial vektorskega polja . Ali je vek-
torsko polje ¢ potencialno, preverimo tako, da izracunamo rotor vek-
torskega polja 7. Ce je rotor razlicen od ni¢, potem vektorsko polje @ ni
potencialno. Ce pa je ot = (0,0, 0), lahko ra¢unamo potencial.

(a)

roty = rot (2:1:y2z2 — xz,20%y2% — w2, 20y 2 — yz)
i i k
_ 0 0 0
ox dy 0z

20972 —xz 2Py —axz 22%y%r — xy

= (4x2yz — x — 42%yz + o, —dzyPz + y + 4o’z — z,
dayz? — 2 — 4xyz2)

=(0,—z+y,—2).

Vidimo, da je rotor razlicen od ni¢, zato vektorsko polje ni poten-
cialno.

(b)

rott = rot (—zysin(xy), —zxsin(zy), 1 + cos(zy))

i j k
_ 9 9 9
ox oy 0z

—zysin(zy) —zzsin(zy) 1+ cos(zy)

= (—sin(zy)z + z sin(zy), — sin(zy)y + y sin(zy),
—zsin(zy) — zx cos(xy)y + zsin(xy) + 2y cos(xy)z)
= (0,0,0).
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Rotor vektorskega polja v je enak 0, vektorsko polje je potencialno,
zato lahko izracunamo skalarno polje u, za katerega bo

U = gradu = @ @ @
—8 -\ 0z’ 9y’ 0z
Torej mora veljati
O (,y,2) = —zysin(ay),
5 0,2) = —sasin(ay),
%(m,y, z) =1+ cos(zy).
Sledi
w@y,7) = [ —aysin(y)ds =~y =T | gy )
Y

= zcos(zy) + K(y, 2).
Pri ra¢unanju integrala moramo upostevati, da je u funkcija treh
spremenljivk in zato ne dobimo na koncu konstante, temvec funkcijo,
ki je odvisna samo od spremenljivk y in z. Funkcijo K dolo¢imo s
pomocjo preostalih dveh enacb. Velja namrec

0 0K
—zrsin(xy) = a—Z(JJ, y,z) = z(—sin(zy))x + a—y(% z),

torej je
0K
it —0.
a9y (. 2)
Sledi, da je funkcija K neodvisna od spremenljivke y, torej je
K(y,z) = L(2)
in

u(z,y,z) = zcos(xy) + L(2).
Funkcijo L spremenljivke z dolo¢imo s pomocjo Se zadnje enakosti

1+ cos(zy) = %(m, y, z) = cos(xy) + L'(2).
Dobimo, da je
L'(z) =1, torej L(z)=z+C,
pri ¢emer je C' konstanta. Iskano skalarno polje je

u(z,y,z) = zcos(zy) + 2 + C.
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19.

2.5 Krivuljni in ploskovni integral

[zracunaj krivuljni integral prve vrste

/(m2 — 2zy + 2°)ds,
c
pri ¢emer je krivulja C' daljica od tocke T1(1,1,1) do tocke T5(2,3,4).

Resitev: Ce hotemo izracunati krivuljni integral

/ f(x,y,2)ds
C

po krivulji C' od zacetne tocke 17 do koncne tocke T, potem najprej pa-
rametriziramo krivuljo C, torej jo zapisemo kot 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)),
nato dolo¢imo vrednosti parametrov ¢; in to, tako da je 7(t;) = T} in

7(ta) = To. Ker je ds = /22 + ¢ + 22 dt, je krivuljni integral potem
enak

/Cf(x,y, 2)ds = /t 2 flx(t),y(t), z(t)) V&% + 9> + 22 dt.

V nasem primeru je krivulja daljica od tocke T1(1, 1, 1) do tocke T5(2, 3, 4),
torej je

m(t) = (1,1,1) +¢((2,3,4) — (1,1,1)) = (1 + ¢,1 + 2¢, 1 + 3t),
pri ¢emer je tocka na daljici T1T, ¢e je t € [0,1]. Ker je za tocke na

krivulji x(t) = 1+¢t, y(t) =1+ 2t in 2(t) = 1 + 3¢, je &(t) = 1, y(t) = 2
in 2(t) = 3. Torej je

/C(:c2 —2zy + 2%)ds
- /1 (L4 =21 +1)(1+2t) + (1 + 3t)%) V12 + 22 + 32t

1
:\/14/ (142t 41 —2(1 + 3t + 2t*) + 1 + 6t + 9¢%) dt
0

1

= 3V/14.

0

1 2 3
=\/ﬂ/ (2t+6t2)dt=\/ﬁ(2%+6%)
0
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20. Izracunaj krivuljni integral druge vrste

pri ¢cemer je krivulja C' dana v parametri¢ni obliki

7(t) = (2t°,t,sint), t€ [gw] .

Resitev: Naj bo @ = (vy,vs,v3) vektorsko polje. Ce zelimo izracunati
krivuljni integral druge vrste

/ udr

c

po krivulji C, potem najprej parametriziramo krivuljo C', torej jo zapi-
semo v obliki 7(t) = (z(t), y(t), 2(t)), nato pa izra¢unamo

dr(t) = (#(t), §(t), 5()) dt.

Dolo¢imo $e vrednosti parametrov t; in t9, tako da je 7(t;) = Tj in
7(ty) = Tp. Krivuljni integral je potem enak

/C = /t T (0 ()(E) + va()i(t) + vs(1)3(1)) dt.

V nasem primeru je krivulja 7(t) = (2t%¢,sint) Ze parametrizirana.
[zracunamo
dr' = (4t,1,cost).

Torej je

/ <e$+z,m—j7z2) dr
C vy
™ sint 2t2sin t
:/ ((62t2 + T) 4t + 2 -1 +sin2tcost) dt
3

—/ €2t24tdt+/ 6Sintdt—i—/ sin®t cost dt.
3 3

us

Prvi integral resimo s pomocjo substitucije u = 2t2, du = 4tdt, ée je

t = %, jeu = %2, incejet=m, jeu = 272, Tretji integral pa resimo s
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21.

pomocjo substitucije v = sint, dv = costdt, e jet = 7, je v =1, in Ce
jet =m, je v=—1. Dobimo

/62t24tdt+/ GSintdt—i-/ sin®t cost dt
3 5

™

272 -1 ) 'U3 -1
:/2 e“du—GCost\zer/ v dv = e"%5 4+ 6+ —

T 1 ’ 1

n2 1 2 16

262”2—67—1—6—1—5(—1—1):62”2—67—1——.

Torej je krivuljni integral druge vrste enak

2 16
/ (ez + E,x—j,ZQ) di = ¥ — 7 + —,
c vy 3

[zracunaj ploskovni integral prve vrste

//S(wa) as,

pri ¢emer je ploskev S dana z z = 2% + y? in 2% +y? < 1.

Resitev: Ce hotemo izracunati ploskovni integral prve vrste

/Lf@%@w

po ploskvi S, moramo ploskev S najprej parametrizirati z dvema pa-
rametroma 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), parametra u in v sta z
obmocja D, nato pa izracunamo F =7, -7y, F =17, -7, in G = 7, - 1%,
Potem je

//Sf(“”’y’z)dsz//Df(ﬂc(uw),y(u,v),z(u,v))mdudv.

V nasem primeru ploskev parametriziramo s polarnim kotom ¢ in raz-
daljo 7, torej x = rcos p, y = rsiny in z = 2% + y? = r2. Torej je

7 = (rcos @, rsing,r?).
Izra¢unamo

7 = (cosp,sinp,2r) in 7, = (—rsing,rcosyp,0),
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zato je
E = (cos p,sin @, 2r) - (cos @, sin ¢, 2r)
= cos? p +sin® @ + 4r? = 1 + 472,
F = (cosp,sinp, 2r) - (—rsinp,rcosg,0) =0,

G = (—rsing,rcosp,0) - (—rsing, rcos ¢, 0)

=r SinQQO—l-TQCOSng =72
in
VEG — F? = rv1+4r2.
Sledi, da je

//S(me)ds

2 1
:/ dgp/ (1+4\/7’2~7‘2)7’\/1+47’2dr
0 0

1 ,
:271/ (1+4r2)%rdr.
0

Uvedemo novo spremenljivko ¢t = 1 + 472, dt = 8rdr, ¢e je r = 0, je
t=1,ince jer =1, je t = 5. Potem je

1 3 5 dt
27T/ (1+4r2)2rdr—27r/ t%~—:
0 1

Torej je ploskovni integral prve vrste

// (1 +4y/2(22 +y2)> ds = % (5% - 1) .
S
22. Izracunaj ploskovni integral druge vrste

//Gw,l 1:%&
S

r+y 14z
pri cemer je ploskev S podana z z = 22, |z| < 1in |y| < 1.

Resitev: Naj bo @ = (vy,vs,v3) vektorsko polje. Ce bi radi izracunali
ploskovni integral druge vrste

//wg
S
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po ploskvi S, moramo ploskev S najprej parametrizirati z dvema pa-
rametroma 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), parametra v in v sta z
obmoc¢ja D, nato pa izracunamo dvojni integral

/ /Sgdg - / /D@l(“ﬂ})’w(u’v),vz(u,v)) (o, v) X Tylu, v))dudo.

V naSem primeru bomo za parametra vzeli kar spremenljivki = in y.
Potem je 7(z,y) = (z,y,2?), =1 <z < 1in —1 < y < 1. Izratunamo

m(,y) = (1,0,22) in 7y(z,y) = (0,1,0),

torej je

.}
!

.

(2, y) x 7y(z,y) = (1,0,22) x (0,1,0) = 10 22| = (—2x,0,1).

Sledi

-1
= (x2 (1 — 62) + 2 arctan x) |i1

= 2arctan 1 — 2arctan(—1) = 2 - % -2 (—%) =T.

23. Z uporabo Greenove formule izra¢unaj krivuljni integral

/ yide — xdy,
c
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24.

pri ¢emer je krivulja C' rob trikotnika z ogliséi (0,0), (0,1) in (1,0).
Integriramo v pozitivni smeri.

Resitev: Krivuljni integral po zakljuceni krivulji C, ki je rob nekega
obmod¢ja D v ravnini (zy), lahko prevedemo na dvojni integral po tem
obmocju. Greenova formula pravi

L(f(w,y)dx+g(x,y)dy)=//17(%(%M—%(%M) dzdy

V nasem primeru je f(x,y) = y* in g(z,y) = —x. Uporabimo Greenovo
formulo in dobimo, da je

/ yidr — xdy = // (—1 — 2y) dzdy,
C D

pri ¢emer je D trikotnik
D={(z,y):0<2<1,0<y<1—z}

[zracunamo dvojni integral:

[ / -
—/odw(—— %)

—(1—2)—(1—2)%)dx

Dobili smo, da je

/ y2dr — xdy = —2
c 6

Z uporabo Stokesove formule izracunaj krivuljni integral

/ (z,y,z)dr,
C

pri ¢emer je C sklenjena krivulja, ki je presek ploskev 22 + % + 22 = 4
inz?+(z—12=1,y>0.
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25.

Resitev: Krivuljni integral vektorskega polja v po zakljuceni krivulji C'
je enak ploskovnemu integralu rotorja tega polja po ploskvi S, katerega
rob je krivulja C. Torej Stokesova formula pravi, da je

/ Tdi = / / rotv dS.
C S

Ker je
ik
g o0 0
t ) I = a. a.  a_ = 0707()’
ot@,y,2) = | o0 5 5 |~ (000
T Yy <z

je po Stokesovi formuli integral

/(x, y,z)dr =10
C

po vsaki, Se tako ¢udni, sklenjeni krivulji.

Z uporabo Gaussove formule izrac¢unaj ploskovni integral

//(1‘22’,1’2 + 2%, 2%2)dS,
S

pri ¢emer je ploskev S rob obmoéja, danega z neenakostima 22 +7? 422 <
1,z>0in 2 > 0.

Resitev: Ploskovni integral vektorskega polja ¢ po zakljuceni ploskvi S
je enak trojnemu integralu divergence tega polja po obmocju V', katerega
rob je ploskev S. Torej Gaussova formula pravi, da je

/ / 7dS = / / / dive dedydsz.
S 14

V naSem primeru racunamo ploskovni integral po zakljuceni ploskvi, zato
lahko uporabimo Gaussovo formulo. Izra¢unamo

div(x?z, 2® + 22, 2%x) = 202 + 220 = 4z

//(xzz,xQ—l-zz,zQx)dg—///4xzd:vdydz.
v

44

Torej je



V trojni integral uvedemo sferi¢ne koordinate z = rcos¢cosf, y =
rsin @ cos in z = rsin 6, Jacobijeva determinanta je J = r2 cos §. Potem
jer? <1, torej r < 1, zaradi 2 +y° 42> < 1, =5 < ¢ < Z zaradi z > 0,
mo<g< 5 zaradi z > 0. Sledi

///4xzdxdydz
v

s 1 s
—/2 dgo/ alr/2 41 cos @ cosd - rsinf - 2 cos Odf
- 0 0

s 1 z
= 4/ oS gpdgo/ r4d7“/ cos? 0 sin Odf
- 0 0

s
2

vl
(V)

Zadnji integral izra¢unamo s substitucijo t = cos 6, dt = —sin 6df, ko je
0=0,jet=1,inkojef =7, jet=0. Sledi

3 1 3
4 / cos gpdgp/ ridr / cos? 0 sin 0df
-z 0 0

L3 o !
_ : 2 (L
—4(smg0)|7% (5)

-/10 t*(—dt)

8

Dobili smo, da je

//(3322,3:2 + 22, 22x)dS = é
s 15
Kompleksna analiza

3.1 Kompleksne funkcije

1. Preveri, ali je funkcija f analiti¢na.

(a)
f(2) = (Rez)? — 2z

g Fa 4i(Rez)(I
f(2) = Z5+ 2+ 1.( ez)(Imz)

1
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Resitev: Kompleksno funkcijo f kompleksne spremenljivke z = = + iy
lahko zapisemo v obliki f(z) = u(z,y) + iv(x,y), pri ¢emer sta u in
v realni funkciji dveh spremenljivk. Ali je funkcija f analiticna ali ne,
preverimo s pomocjo Cauchy-Riemannovih enacb

v o o
3x_8y1 oy Oz

Funkcija f je namre¢ analiticna natanko tedaj, ko zadosca Cauchy-Rie-
mannovima enacbama.

(a) Kompleksno funkcijo f kompleksne spremenljivke z = x + iy za-
piSemo najprej kot vsoto njenega realnega dela u in imaginarnega
dela v

f(z) =2 — (z +iy)(z — iy) = 2* — (2® — 2yi + 2yi + y*) = —>
Torej je u(z,y) = —y* in v(z,y) = 0. Izracunamo u,(x,y) = 0,
vy(z,y) = 0 in dobimo, da je u, = v,. Vendar pa je u,(z,y) = —2y
in v,(z,y) = 0, torej u, # —v,, zato funkcija f ni analiticna.

(b) Ponovno kompleksno funkcijo f najprej zapisemo kot vsoto njenega
realnega dela u in imaginarnega dela v

(r —iy)* + z + iy + dizy
i

flz) =

2% — 2zyi — y? + o + iy + dizy
i
?—y*+r+i(y+2wy) —i

i —i

=y + 22y —i(2® — y* + ).

Torej je
u(z,y) =y+2ry in vr,y)=-—2"+y’ -
[zra¢unamo u,(x,y) = 2y, uy(z,y) = 1+ 2z, v,(z,y) = =2z — 1 in

vy(z,y) = 2y. Hitro se prepricamo, da je u, = v, in u, = —v,, torej
je funkcija f analiticna.
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2. Poiséi analiticno funkcijo f, za katero je f(i) = 0, realni del funkcije f
pa je
u(z,y) =y* — 3%y + o — 1.

Resitev: Funkcija f je analiticna, zato za njen realni del u in imagi-
narni del v veljata Cauchy-Riemannovi enacbi v, = v, in u, = —v,.
[zracunamo

uz(x,y) = —6zxy + 1

in to mora biti enako v,(z,y). Torej je

v(z,y) = /(—6xy + 1) dy = —329° +y + K(x).

Ker je v funkcija dveh spremenljivk, smo pri integriranju namesto kon-
stante dobili funkcijo K, ki je odvisna od spremenljivke x. Funkcijo K
dolo¢imo s pomocjo druge Cauchy-Riemannove enacbe u, = —v,. Zato
najprej izracunamo

uy(x,y) = 3y2 - 31‘2,

nato pa izenac¢imo
3y? — 32" = uy(r,y) = —va(z,y) = —(=3y> + K'(2)).
Torej je
K'(r) =32 in K(x)=2"+C.

Dobimo, da je
v(z,y) = =3zy* +y +2° + C,

funkcija f pa je
f(2) =9 =32y +2—1+i(-3ay* +y+2°+0O).
Ker je f(i) =0, vstavimo za = 0 in y = 1 in dobimo
1-1+i(1+C) =0,

torej je C' = —1.

Ce hocemo funkcijo f, namesto kot funkcijo spremenljivk z in y, zapisati
kot funkcijo spremenljivke z, vstavimo

z2+zZ . Z—Z
1n =
2 Y= "9

Tr =
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porac¢unamo in dobimo

—\ 3 N2 _ _
z—Z Z+z zZ—Z Z+z
= — -1
f(z) (21) 3(2) 5 T2
4 37:—4—2 z—Z 2+z—2+ Z+Z 3 1
1 — J—
2 21 21 2

N
= %(23 — 322+ 3222 - 2°) + gl

(23 + 2%z — 22° - 2°)

5 :
+ gl(zf* — 27—+ + é(z?’ +32°Z + 322° + 2°)

+z—1-—1

—iz24+2z—-1-1

3. Dana je funkcija
2 cosh(iz?)

& =="r
Doloéi f(i).

Resitev: Hiperboli¢ni kosinus je enak cosh z = ez*';fz, torej je

icosh(i-i*) icosh(—i) 1—i 141 e'+é

O == =70 1o 2 2
14
_ T 1(Cos(—l) +isin(—1) + cos1 +isin1)
14
= +1Cosl.

4. Resi enacbo
sinz —1=0.

Resitev: V izraz sin z — i vstavimo z = x + iy, pri cemer upostevamo, da
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ez _e—iz

2i

jesinz = , in dobimo

. . ei(x—l-iy) o e—i(:v—l—iy) . i . B '

sinz —i = . —i=—c (Y — e TY) —
21 2

- —% (e7¥(cosz +isinz) — e¥(cosz — isinz)) — i
1. _ (1 -
:§s1nzn(ey+ey)—1 §cosx(ey—ey)+1 .

Ker je sin z — i = 0, mora biti realni in imaginarni del enak ni¢. Najprej
obravnavamo realni del

1
5 sin (e_y + ey) = 0.
Ker je izraz % (e7¥ + e¥) vedno pozitiven, mora biti sinz = 0, torej je

x=km, keZ.

Lo¢imo dve moznosti. Ce je k sodo stevilo, potem je cos(km) = 1. Tudi
imaginarni del mora biti enak ni¢, tako da v prvem primeru dobimo

(ev—e')+1=0.

N —

Enacbo pomnozimo z 2e¢¥ in jo preoblikujemo
e —2e¥ —1=0.
Uvedemo novo spremenljivko ¢ = €Y in dobimo kvadratno enacbo
t?—2t—1=0,
katere resitvi sta

V 2 \I+4
:#:H@ ovatd s

t 5

in t2:

Ker je e¥ za vsako vrednost spremenljivke y pozitivno Stevilo, druga
resitev kvadratne enacbe ne pride v postev. Torej je

eV =142 inzato y=log(l+V2).

49



Obravnavati moramo $e primer, ko je k liho stevilo. Potem je cos(km) =
—1. Imaginarni del enacbe mora biti enak ni¢, torej v drugem primeru

dobimo ]
3 (e’y — ey) +1=0.

Tudi to enacbo pomnozimo z 2¢Y in jo preoblikujemo
e +2e¥ —1=0.
Uvedemo novo spremenljivko ¢t = €Y in dobimo kvadratno enacho
242t —1=0,
katere resitvi sta

-2+ V444 —2—-4+4
# —:_1_\/5.

2

Ponovno upostevamo, da je eV za vsako vrednost spremenljivke y poz-
itivno Stevilo, zato druga resSitev kvadratne enacbe ne pride v postev.
Torej je

t1: :—1+\/§ n t2:

ey = —14++2 inzato y=log(—1+ V2).

V odvisnosti od tega, ali je k£ sodo ali liho stevilo, smo dobili razli¢ni
reditvi. Za sode k so resitve km+ilog(1++v/2), za lihe k pa kr+ilog(—1+
v/2). Lahko pa resitve zapisemo tudi enotno. Resitve kompleksne enacbe
so kompleksna Stevila

k4 ilog((—1)* + v/2).

3.2 Integracija v kompleksni ravnini

. Izracunaj integral

/C (3% — 22)dz,

pri ¢emer je krivulja C' dana s predpisom |z| = 1 in Rez > 0.

Resitev: Integral funkcije f kompleksne spremenljivke z = x + iy po
krivulji C' izracunamo kot krivuljni integral druge vrste

/ fe)de = / (ulz, y) + to(, y)) (d + idy)
C C
—/u(g;,y)dx—v(w,y)dy—l—i/U(Cﬁay)dx‘i‘u(%y)dy,
C C
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pri ¢emer je u realni in v imaginarni del funkcije f.

Ce ima kompleksna funkcija kako lepo lastnost, ée je na primer analitiéna,
potem raje ra¢unamo integral take funkcije na kaksen drug nacin.

V nasem primeru funkcija f ni analiticna, saj konjugiranje ni analiticna
funkcija. Integral moramo torej izracunati kot krivuljni integral. Na-
jprej parametriziramo krivuljo C'. Krivulja C' je desna polovica kroznice
s polmerom 1 in sredis¢em v koordinatnem izhodiscu, torej jo lahko
parametriziramo

xr =cost, y=sint in t€ [—m, 7l
Potem je
der =x2dt = —sintdt in dy=ydt=costdt.
Ker je
f(z) =3(x—iy) —2(x +iy) = 3z — 3yi — 2z — 2yi
=x — Hyi.
je

/Cf(z)dz :/dex—(—5y)dy+i/(—5y)dx+xdy

C

:/ (cost(—sint) + 5sintcost)dt

—T

—H/ (—5sint(—sint) + cost cost)dt.

—T

Prvi integral f:rllsintcos tdt je integral lihe funkcije na simetri¢cnem
intervalu in zato enak ni¢. Drugi integral pa izracunamo z uporabo
dvojnih kotov

/ (5sin?t + cos? t)dt = / (4sin®t + sin®t + cos® t)dt

—Tr —Tr

:/ (4sin2t+1)dt:/ (4-1_CT%(2O+1> dt

= /” (3 —2cos(2t)) dt = (3t —sin(2t))|" = 6.

Torej je

/(33 — 22)dz = 6mi.
c
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6. Izracunaj integral

/(eiz —iz%)dz
c

od tocke z; =1 do tocke zp = 7w — 1.

Resitev: Funkcija e'* —iz? je analiti¢na, zato je integral te funkcije neod-
visen od poti. Torej je

mT—i iz 3
/i (€% —i2%)dz = <€T — 1%)

Y 3
Y T Gl SV B
3 ; 3
= —ie(cos T +isinm) — = (7° — 3ir® — 37 +1) +ie '+ =

3
2 2tiflede™ 7T3+7T
= — — T _—
3 3

Zsin 2
e

po zakljuéeni krivulji C': |z —i] = 1.

7. Izracunaj integral

Resitev: Ce je f analitiéna funkcija in je C' zakljucena krivulja, potem
po Cauchyevi formuli velja

]{ ) dy — 27rif(n)(z())_
c

(z—z) 1~ nl

V nasSem primeru je zy = i, funkcija f(z) = zsinz in n = 1. Najprej
izracunamo
f'(z) =sinz+ zcos z

in nato
» S S B
f'(i) =sini+icosi= 5 +1 5
i
e —e n el+e |
= —i 1 = ie.
2 2

Torej je

j{ ﬂdz =27 -ie = —2me.
o (z—1)?
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3.3 Laurentova vrsta

. Razvij funkcijo
ei(er%)

v Laurentovo vrsto okrog tocke zy = 0.

Resitev: Prirazvoju funkcije si pomagamo z razvojem eksponentne funk-
cije

22 28
e _1+ﬂ+§+§+
Ker je
eigzcosz+isinz:1
2 2 ’
je
. . 2 . 3
i(4T) T e (iz)  (iz)* (2>
©r T _1<1+ TR T
122+z3+
=1—2 — — R
2 6
. Razvij funkcijo
z .2
— sin —
21 z

v Laurentovo vrsto okrog tocke zy = 0.

Resitev: Pri razvoju funkcije si pomagamo z razvojem sinusne funkcije

) 2 B
81nz:z—§+a—ﬁ+~-
Torej je
i\ 3 i\ 5
2i 2i (4 4
s 2 (a_CG)F G
2i z 2i \ z 3! 5!
2i)2 2i\4
CRNC
3! 5!
=1+ 2 + 2 +
ST 322 1524
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10. Zapisi prve tri nenicelne ¢lene pri razvoju funkcije

1
1 — 22

v Laurentovo vrsto okrog tocke zy = i.

Resitev: Ce razvijamo funkcijo v Laurentovo vrsto okrog tocke zg, ki je
razlicna od ni¢, uvedemo novo spremenljivko w = z — 2y in razvijemo
novo funkcijo, ki je odvisna od spremenljivke w, v Laurentovo vrsto okrog
tocke wg = 0. V nasem primeru piSemo w = z — i, torej je z = w +1 in
dobimo

B 1

1
w4+i)?  (1—(w+1i)[1+w+i)

2
1—w—i+1+w—|—i'

1— 22 1—

—

[

Pri razvoju nove funkcije pa si bomo pomagali z razvojem funkcije

=14+z+224+22+-+

1—2z
pri ¢emer vrsta konvergira, ¢e je |z| < 1. Vsakega izmed sumandov
razvijemo v vrsto
1
3 _ 1 1
l—w—i 2(1—-i) 1-—*

in
5 1 1
Ttw+i 21+ 1-(-1%)
B 1 1 w " w \? w \’ n
C2(141) 1+i 1+1i 1+1i ‘
Funkcija m je vsota ¢lenov obeh sumandov. Ce ozna¢imo
1 2
m = ag + W + aw” + - -- ,
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potem je

L1 1+it+1—i 2 1
a — == g — —
T o(1—1)  201+1) 20—-i)(A+i) 2(1+1) 2

1 1 1 1\ (1+i)2—(1—i)?
T R I BTy <_1+i> T 21— )21 +1)
1421 (1-2i-1) i
B 2(1+1)2 Y
1 1 1 1
a9 = . + .

2(1—1) (1—1)2  2(1+i) (1+1)2
A+ (1-i)? 143i-3—-i+1-31—-3+i 1

CO2(1—iB3(1 1) 2(1+1)3 4
Upostevamo, da je 1_132 = 1_($+i)2 in w = z — i, ter dobimo
1 1 i . 1 2
g Tl

3.4 Teorija residuov

11. Dolo¢i residuum funkcije f v dani tocki.

(a)

f(z)zzofh;, s=in
(b) g
O R e sy T
; f(z) =sin——, z=i
iz

Resitev: Residuum funkcije f v tocki 2y je koeficient a_; pri ¢lenu
pri razvoju funkcije f(z) = > 2

i=—00

z—20

a;(z — 2z9)" v Laurentovo vrsto okrog
tocke zp. Ce ima funkcija f v tocki 2o pol prve stopnje, potem izracunamo
residuum funkcije f v tocki zy s pomocjo formule

res,—,, f(z) = lim (z — 20)f(2),
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¢e pa je v tocki zy pol m-te stopnje, izra¢cunamo residuum funkcije f v
tej tocki s pomocjo formule

res,—,, f(z) = _ lim dm—_l((z —20)" f(2)).

(m — 1)! z—zg dgm—1

(a) Funkcija f(2) = 222 ima v totki z = im pol prve stopnje, zato je

njen residuum v tej tocki enak

cosh z ) _ _coshz ) e 4 eI
res,_jy——— = lim (2 —im) = cosh(ir) = ————
z — 17T z—1T z — 17

1
= 5(0057? +isin7 + cos(—m) + isin(—))

_ %(—1+ (=1)) = —1.

(b) Funkcija f(z) = ﬁ ima v tocki z = —1 41 pol tretje stopnje,
torej je m = 3, residuum funkcije f v tej tocki pa je enak

iz? 1 N g
T = 5 =)'
FOBe=tt (z4+1-1)3 2 =i ((Z +1-1) (z+1- 1)3)

1

= lim i-3-2-z2
z——14+i

= 3i(—1+1) = —3 — 3i.

(¢) Funkcija f(z) = sin - ima v tocki z = i bistveno singularnost, zato
jo moramo razviti v Laurentovo vrsto okrog tocke zy = i, ¢e ho¢emo
dolociti njen residuum v tocki z = i. Pri razvoju si pomagamo z
razvojem sinusne funkcije

22 20

smz:z—g—i-a—---,
funkcija sin é pa je potem razvita v Laurentovo vrsto okrog tocke
2o =1, torej po potencah (z — i), na naslednji nacin

sin - = - + —




Torej je
1

1—2Z2

= 1.

res,—; sin

12. S pomocjo izreka o residuih izracunaj integrala po zakljuceni krivulji C.
Integriraj v pozitivni smeri.

(a)

1
sz —il =2
b e Ol

7{(1 —i—i)ze%dz, C:lz|=1
c

(b)

Resitev: Integral po zakljuceni krivulji C' funkcije f, ki je analiti¢na,
razen v koncno mnogo tockah zy, 29, ..., 2,, je enak

%f(z)dz = 2mi Z res,—,. f(z).

i=1

Ce hocemo izracunati integral, zadosca, da dolo¢imo residuum funkcije
v vseh njenih singularnih tockah, ki so znotraj krivulje.

(a) Singularne tocke funkcije

1 1

(2+4)(z—1) (z—20)(z+2i)(z —1)
so 2i, —2i in i. Vse singularne tocke so poli prve stopnje. Znotraj
krivulje |z —i] = 2, to je kroznice s sredis¢em v i in polmerom 2,
sta samo singularni tocki 2i in i. Izracunajmo residuum funkcije v

teh dveh tockah

res,—o; ! = lim (2 — 2i) !
= 20) (24 20)(z —1) e (z —2i)(z + 2i)(z — i)
1 1
T (2i+20)2i—1) 4
res,—; ! = lim(z — i) !
T —2)(z +2) (2 —i) e (z — 2i)(z + 2i)(z — i)
1 1

i—20)(i+20) 3
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Torej je
1 1 1 im
dz = omi(—= + ) = T

 Ereoy gty

(b) Singularna tocka funkcije

(1+ i)zei

je samo ena in sicer z = (. Singularna tocka je bistvena singularnost
in je znotraj krivulje |z| = 1, to je kroznice s sredis¢em v koordinat-
nem izhodisc¢u in polmerom 1. Residuum funkcije v bistveni singu-
larnosti dolo¢imo tako, da razvijemo funkcijo v Laurentovo vrsto.
Pri razvoju si pomagamo z razvojem eksponentne funkcije

Dobimo

L e e

(14+1i)zez = (141i)z 1+ﬁ+ﬁ+7+”'>

. .o 1+1 141
= (1+1)z+1+1+¥+ %
Torej je .
res._o(1 +1)ze* = 1;—1
in

14
j{(l +i)zerdz = 2ri - ;—1 = (—1+1)m.
c

3.5 Konformne preslikave

13. Doloé¢i, v katerih tockah kompleksne ravnine je preslikava
f(Z) _ 623—1—3iz

konformna.

Resitev: Preslikava je konformna, ¢e ohranja kote. Analiticna funkcija je
konformna v vseh tockah, razen v tockah, kjer je f’(z) = 0. Kompleksna
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14.

funkcija f(z) = e t3iz je analiti¢na, torej moramo najprej izracunati
njen odvod
3 H .
f'(z) = e 32322 + 3i),

nato pa poiskati tista kompleksna stevila, za katera je ta odvod enak
nic. Ker je e® #£ 0 za vsako kompleksno stevilo w € C, moramo poiskati
resitve enache

322431 =0, oziroma 2?= —i.

Resitvi te enacbe sta dve, poisSéemo pa ju s pomocjo polarnega zapisa
kompleksnega stevila —i. Ker je

3
| =i =1 in je polarni kot ¢ = 77]-7

sta resitvi

1( r 3—”) 3T . 3m V2 V2
Zl = 12

cos%—l—isin% :cosz—i—ist:—T—HT
n

3T 3T

=427 427 7 7 2 2
22:1% <0082—+isin2—) :coszﬂ—l—isin%:g—ig.

Kompleksna funkcija f je konformna v vseh tockah kompleksne ravnine,
razen v tockah —*/75 + i‘/TE in ‘/75 — i?.

Dana je lomljena linearna transformacija

z—1—1

f(z) =

z

Doloé¢i obmocje, kamor ta preslikava preslika obmocje D, dano z neenakos-
tima
|z—1] <1 in Re(z) <1.

Resitev: Lomljena linearna transformacija je preslikava oblike

az+b
1) = cz+d

Za lomljeno linearno transformacijo velja, da preslika mnozico premic in
kroznic v mnozico premic in kroznic. To pomeni, da se premica preslika
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v kroznico ali premico, kroznica pa se prav tako preslika v kroznico ali
premico. Nase obmoc¢je D je omejeno z delom kroznice s srediscem v 1
in polmerom 1 ter premico x = 1. Ta kroznica in premica se bosta z
lomljeno linearno transformacijo preslikali v kroznico ali premico. Torej
moramo preveriti, kam se preslikajo na primer tocke 0, 1 —i, 1 4+1iin 1.
Dobimo

0—1—1i
f(0) = " = ox
1—1—1-—1 21 1+1 —2(1—1
L e e e e e
1—1 1—1 141 2
1+1—-—1-—1
141) = —
FA+) 1+i
1—1—1
f1) = = i

Tocke 1 —1, 0 in 1 +1 lezijo na kroznici in ker je f(0) = oo, se kroznica
preslika v premico, ki gre skozi tocki f(1 —i) =1—1iin f(1+1) =0,
to je premico y = —x. Tocke 1 —i, 1 in 1 4 i lezijo na premici in ker je
f(1—i)=1—1i, f(1) = —iin f(1+1) = 0, se premica preslika v kroznico,
ki je s tockami 1 —1i, —i in 0 natanko dolocena. Hitro ugotovimo, da je

to kroznica s srediscem v tocki % — i% in polmerom \/75, torej kroznica
1 1 \/5 . o . “ . o
|z—5+13| = %°. Meje obmocja f(D) so torej dolocene s premico y = —x

in kroznico (z — 3)? + (y + 3)*> = 3. Preveriti moramo samo $e, ali je

obmodje f(D) omejeno ali neomejeno. Izberemo si eno tocko iz obmocja
D, na primer %, in izracunamo

1 T—1—i 1
f(_):z_T_lzz(_-_Q::—y—m
2 1 9

Ker je —1 — 2i zunaj kroznice |z — 1 +i}| = \/75, je f(D) neomejeno
obmocje.
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