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1. Resi PDE

Imamo podano PDE in pogoje, da dobimo enolic¢no reSitev. ReSevanje poteka v treh
korakih. 1 korak: z metodo seperacije spremenljivk dobimo dve navadni DE. 2 korak:
Izberemo tiste reSitve DE, ki ustrezajo robnim pogojem. 3 korak:Doblejen reSitve
sestavimo tako, da je rezlutat reSitev iskana PDE in da ustreza zaCetnim pogojem.

2. Lastnosti Besselovih funkcij

Poznamo dve vrste Besselovih funkcij. Besselova funkcija prve vrste ima Besselovo
DE oblike x’y"+xy'+(x*-v?)y =0. Parameter V je nenegativno celo $tevilo. ReSitev

iS¢emo v obliki potencne vrste y(x)= Z::Omemr eksponent r je poljuben in izbran
tako, da je ¢, # 0. Po celotnem postopku racuanja dobimo ven splo3no reSitev Besselove
o (e

m=0 22"V mIC (m+v +1)

vrste reda V . Ce miV ni celo $tevilo sta funkciji J, (x) in J_,(x) linearno neodvisni.

ta reSitev je znana kot Besselova funkcija prve

Splosna resitev Besselove enacbe za vsak x # Ose glasi y(x) =a,J,(x)+a,J_,(x). Ce je
V =n nparavno Stevilo dobimo Besselovo funkcijo prve vrste reda n in dobimo funkcijo

- _1 mXZm

J,(x) =x" z N ZmEn ) . Sedaj sta Besselovi funkciji linearno odvisni in velja
m=0 25 m(n+m)!

zveza J_,(x)=(-1)"J (x) n=12,.... Da dobimo splosno resitev Besselove funkcije

potrebujemo e Besselovo funkcijo druge vrste. Besselova DE xy"+y'+xy =0 je za

drugo vrsto. Drugo partiklurano resitev iS¢emo v obliki y,(x) = J,(x)Inx+ Z ::1 a x".

Splosna resitev Besselove enacbe za vse vrednosti V je y(x) =c¢,J, (x) +¢,Y, (x)

3. Lastnosti Laplacove transformacije

Funkcijo  F(s) imenujemo  Laplacove transformiranka  funkcije  f(t).
F(s) =J’: e f(t)dt t=0.Inverzna Laplacova transformiranka f(t)=L" [ F (S)] .
Transformacija je linearna. L[af (t)+bg(t)] =aL[ f(t)] +bL]g(t)] . Zadosten pogoj za

eksistenco transformiranke je da je funkcija odeskom zvezna in da ne narasca hitreje od
neke eksponentne funkcije. | f (¢)] < Me™ . (¢rka L je velika pisana)



4. Konvolucija

Funkcija h(t) definirana z integralom h(t) = I_w f(t—u)g(u)du imenujemo
konvolucija funkcije f(t) in g(t). h(t) = f(£)* g(t) . Funkcije f(t) in g(t) (=%, ®) vsaj ena
naj bo omejena | f(¢) < M| potem funkcija h(t) obstaja. Ce funkiij f(t) in g(t) zamenjamo

se znak * zamenja z produktom.
Lastnosti:

[af (0] *g@®)=a] f(©)*g(®)]

fO* g +h@®)] = fO)*g®O+ fO*h(®)
fO*g® =g f®)

[ F©*g@)]*h() = f©)*] g(©)*h(®)]

5. Binmska slucajna spremenljivka

Zapordeje Bernulijevih poskusov priredimo slucajno spremenljivko X, ki zavzame
vrednosti k takih, ko je v zaporedju n poskusov k ugodnih in n-k ne ugodnih.
Verjetnostna funkcija P(n,p,k) za sluajno spremenljivko jo imenujemo Binomska
slucajna spremenljivka in ustreza porazdelitvi je Binomska porazdelitev. Spremenljivke
lahko zavzamejo vrednosti k=0,1,2... Verjenostna shema Binomske porazdelitve:

H L

] +
X:DO,l,2 .....

mE U U Dn_qun_z’ D0, +
Hat BE#? B il ¢

(Izraz je brez ulomkovih crt)

6. Lastnosti zvezne porazdelitve (slucajne spremenljivke)
Slucajna spremenljivka X je zvezno porazdeljena, Ce se njena porazdelitvna funkcija
izrazena z F(X) =I_X p(t)dt .

p(x) — gostotna verjetnosti, F(x) — porazdelitvena funkcija. Velja integral I_m p(x)dx =1.

Porazdelitvena funkcija je monotono narascajoca p(x)=0. Tam kje je p(x) zvezna velja
p(x) =F'(x). Ce je p(x) zvezna na intervalu [a, b] potem velja izrek o srednji vrednosti

PlasX <b)=[ p(dx = p(xy)b=0) O plx)="o=2 =D

b —
p(X,) - povprecna verjetnost na danem intervalu.



7. Kaj je ekstrem funkcionala

Ekstrem funkcioanla je najmanjSa ali najvecja vrednost, ki jo integral doseZe. Fukcija
je definirana na intervalu in je dovolj gladka in v robih zavezema prepisane vrednosti.

I[yGo] =" fexy.y)dt

8. Maxwellove enacba

Spremijanje  elektromagnetnega  polja  opisujejo = Maxwellove  enacbe.
Elektromagnetno polje je doloceno s parom vektroskih funkcij E(t,r), H(t,r) to sta

elektricna in magnetna poljska jakost. Omejeni smo na del prostora kjer polji, po katerih
se Siri valovanje nimata izvorov in snov naj ima konstanto permiabilnosti in
dielektricnosti.

Enacbe se glasijo: divE =0, divH =0 rotE =—-uu,H,, rotH =&gE,

9. Fourier-Sinusna transoformacija — izpeljava

Naj bo funkcija f(t) liha, f(-t)=-f(t). ZapiSemo definicijo Fourierjeve transformacije na
dveh integralih F (W):I:emf (t)dt + J'_O e f(t)dt. V drugem integralu zamenjamo

predznak pred t-ji in obrenmo meje tako, da integrala skupaj paSeta in izpostavimo

iwt —iwt

integral. I: f(O) <™ —e ™ Ht . Preko zveze Sin(wt) = % dobimo ven sinus.
i

F(w)= 21'J’Ooo f(t)sin(wt)dt in inverz je f(t)= —;—TJ: F(w)sin(wt)dw. To pripelje do
Fourierove sinusne transformacije Fs[ f(t)] =F (w) =J': f(t)sin(wt)dt in inverzne

transformacije f(t)=F _1[ Fs(w)] = 7—2_[J': F (w)sin(wt)dw.

10. Robni pogoji

Ce ima PDE resitev, jih ima vec. Enolicno reSitev PDE, ki ustreza danemu
fizikalnemu problemu, dobimo z dodatnimi informacijami, ki izhajajo iz konkretne
fizikalne situacije. V nekaterih primerih so na meji obmocja prepisane vrednosti iskane
funkcije in (ali) njeni odovdi. Take pogoje imenujemo robni pogoji. Odvisni so od
fizikalne situacije, na primer, kje in kako je pritrjeno nihajajoce telo.



11. Matematicno upanje — Binomske porazdelitve (disperzija, deviacija)

n [hl:] n n!
E X - k : k n—k: k _n-k .
(X)=2 kg2 =P =k
- n k=1 (n=1)=(k-1) (n=1! - nl (n—1)—th_1_D=
P P TR X L =
=np(p+q)"" =np I=k-1
D(X)=Y . (x=p)'p =01-p)p+(0-p)’q=q’p+p’q=pq
E(X)=nE(X,) =np, D(X) =nD(X,) = npq

o(X)=4/npq

12. Valovna enacba

0’ 0’u  d°u 0’
Enacba valovanja se glasi: atg = az(axlzl ayl; + azl;) +f(x,y,2,t).

Iskana funkcija u opisuje odmik masne toCke iz mirovne lege, f je zuanja sila in a je
konstnta, ki je odvinsa od tega s kakSnim fizikalnim problemom se ukvrajamo (opna,

struna,..). ZaCetna pogoja: u(x,0) = f,(x,y,2) je zaCetni odmik in u,(x,0) = f,(x,y,2) je
zacetna hitrost. Robni pogoji so odvisni od fizikalne situacije, na primer, kje in kako je
pritrjeno nihajajoce telo.

13. Nihanje okrogle membrane

Okrogla membrana s polemrom R. Uoprabimo polarne koordinate in zapiSemo Laplceov
0°u 0°u  10u g d’u

opertor z polarnimi kooradinatami: —- = ¢*(=— + - — + ——
P P a ok ror rog
u(x,t) enacbe, ki so radialno simetricne in niso odvisne od kota fi. In dobimo enacbo:

o’u _ ,,0°u 10du e . . .

— =C" (5 *——=). Za nadalnje reSevanje s seperacijo spremenljvik vstavimo not
ot or® ror

novo neodovino spremenljivko in prevedmo na Besselovo DE. In ven izracunamo

Besselovo splosno resitev, katro omejomo z robnimo pogoji.

) . I3Cemo le tiste resitve

14. Centralni moment

Posebno vlogo imaoj momenti glede na povprecno vrrednost, ki jih imenujemo centralni
momenti in jih zaznamijemo z m, :

m, =m | E(X)| =EHx-E(X))'E



15. Racunanje z dogodki

Nad dogodki se opravlajo iste oprecije kot nad mnoZicami.
A+B=AUB AXB=AnNB A+B=B+A AB=BA

(A+B)+C=A+(B+C)  A(BC)=(AB)C
(A+B)C=(AC)+(BC) A+A=A AxA=A

16. Difuzijska enacba
0’u _ ,0u

a —,
ox> ot
u(0,t) = E(t), limu(x,t) <o u(x,0)=0

a’ =RC

:TZZL[ u(x,t)] = a’sL[u(x,t)| —u(x,0)

L[u(x,t)] =U(x,s)
a—zzU(x, s)—a’sU(x,s) =0
X
U(x,s)= A(S)e_“ﬁx + B(s)eﬂﬁx
L{u(0,0)] =L[E(t)] = A(s)

L{u(x,0)] = L[ E@®)]e™™"

u(x,t)=1- ﬁj—ﬁ e dz=(1-erf (20—\7?))

17. Eulerjeva DE

Eulerjeva DE pripada variaciskemu problemu. Med tistimi reSitvami Eulerjeve
enacbe, ki ustrezajo pogojem Y(a,) =b in y(a,) =b,. Dobimo ekstremalo variaciskega
racuna.
of _9 9 _,
dy Ox dy'



18. Possionova porazdelitev

Slucajna spremenljivka, ki je porazdeljena po poissonovem zakoni, lahko
zavzame vsako nenegativho celoStevilsko vrednost k in to z verjetnostjo:

k _—a
D = a :! a=0
Porazdelitvena funkcija possionove porazdelitve:
0 o a
F(x)=F Z"20"!; mexsmtl o 01,2,
B 0 x<0
|

19. Osnovni varijaciski izrek

Naj bosta P(x) in Q(x) zvezni funkciji na intervalu [a,b], za vsako zvezno
odveljivo funkcijo 77(x), ki ustreza pogoju /7(a)=1(b) =0 naj bo izpolnjen pogoj:

J’ab[ P(x)n(x)+Q(x)n '(x)]dx =0. Potem je Q(x) todvedljiva funkcija in je P(x)=Q'(x)

20.  Prevajanje toplote v tanki palici

Omjeni smo na x o0s, in na eni strani je prvi odvod po ¢asu, na drugi pa kvakdrat
konstante in drugi odvod po x-u.

Postopek:
2
Qu_ 2 a—‘z’ u(0,0)=u(l,t)=0  u(x,0)= f(x)
ot 0x
u(x,t) = F(x)G(t) F=F(x) G=G({) v tej obliki iSCemo reSitev in

poenostaviteh, da je manj zapisat.

FG'=c’F"G /:c’FG
G' _Fll_ kz

Gc* F

F'+k’F=0 G+c’k’G=0

F(x) = Acoskx + Bsin kx

F(0)=AX+Bx=0 O A=0; BZ0 U B=1

F(l):BSll'lkl:O O kl=nm O k:%-[

F(=sinx n=12,.

_cznznzt
G(t)=Ce™**=Ce " O A = % 0 G,)=Ce™




u, (x,t)= Cne_""zt sin%Tx n=12,...
_ _ ) . nm
u(x,0)=f(x)= znzlcn sme

2 nit
c == in xd
i l.[o f (x)sin l x dx

_ © _ © C A2t . nit
u(x,t) = Zn:1u” (x,t) = znzl e sin == x

21. Nehomogena PDE z homogenimi robnimi pogoji — postopek reSevanja

0°u 0°u
Nehomogena PDE: — =c¢* — + f(x,t
& o~ g T1eD

Homogeni robni pogoji: u(0,t) =u(a,t) =0 in zaCetni pogoji:
u(x,0) = g(x), u,(x,0)=h(x)
o’'u” _ ,0u . nrx
=c O u@xt)=X (Xx)T @) O X (x)=sin—
atZ aXZ n( ) n( ) n( ) n( ) a

M&o=222amgm=21gﬁmm%?

g(x) =u(x,0) = Zw_ T, (O)Siﬂﬂ o T,0)= zJ'ag(x)sinn—r[xdx
n=1 a alo a

h(x) =u,(x,0) = zm_lTn'(O) sin* O T'(0) = 2 J’ h(x) sin 7™ x
n= a alo a
* " _ © 2 Tl27T2 0
L OX,(x)==% T () " X,(0+Y " F(0X,()
2 2
X;(X):ECOSH—T[X, X’;(x):—n 72725111 nr[x:_n IZTZXH(X)
a a a a a

T/(0)+ 5.”’7"% T,(6) = F, ()



22. Kompleksna inverzna Laplaova transformacija

Ceje F(s)=L[ f(t)], potem je orginalna funkcija f(t)=L"'[F(s)].
_ 1 e st
fO=—f, F()ds >0
fty=0  t<0

integralska formula. Integral potek vzdolZ premice S=)*iy v kompleksni ranivni.
Realno Stevilo gama je tako izbrano da premica S =V lezi desno od vseh singulranosti.
To so najveckrat poli. Sicer pa je gama poljuben. Integral racunamo kot krivulnji integral

. To je kompleksna inverzna ali Bromwhicheva

]‘ st st
i Ie F(s)ds Tako funkcijo f(t) izrazimo kot f(t)= Z rese” F(s) pri polih funkcije
C
F(s).

Formula za racunanje residiumov:

1 an—l ]- st n
S e e B TSR

23. Enakomerna zvezna porazdelitev

Enakomerno zvenzo porazdelitev definirana z gostoto verjetnosti.

1

%, a<x<b; a<b ) o ) .

p(X)=[b-a . Takoa gostota verjetnosti je nenegativna in ustreza
H), izven

0 b ]_
integralu:J'_w p(t)dt =L Edt =1. Verjetnsot je odvisna le od dolZine intervala, niC pa

od lege.

24. Izopirametricni problemi

Med vsemi funkcijamo y(x), ki so na definiranem intervalu [al,az] , ZVezZno
odvedljive in ustrezajo pogoju y(a,) =b, y(a,) =b, je treba poiskat tisto, pri kateri ima

funkcional ~ I[ y(x)| :I:Z f(x,y,y)dx  ekstrem, hkrati pa ima funkcional

K| y(x)] =J': g(x,y,y")dx predpisano vrednost K| y(x)] =1.



25. Valovna enacba v dveh dimenzijah

Primer valovne encbe v dveh dimenzijah je valovanje membrane.

9’ o’u @’
=),

ot 0x~ Oy

Robni pogoji =0, zacetni pogoji so u(x,y,0)= f(x,y),  u(x,y,0)=g(x,y)

Resitev i¢emo v ogliki u(x,y,t) =F(x,y)G(t). Pridemo do Helmholtzove PDE. Za

reSevanje uporabljamo seperacijo spremenljivk. F(x,y) = H(x)Q(t)

ReSimo enacbo in vstavimo robne pogoje. ReSimo enacbo G(t) in zdruZimo skupaj reSitve

in uporabimo zacetne pogoje.

V resitiv nastopajo dvojne vsote in pri koeficentih dvojni integrali.

Enacba se glasi

26. Besselove DE

Poznamo dve vrste. Prva vrsta Besselove funkcije ima DE obliko
x’y"+xy'+(x* +v?)y =0 . ReSujemo jih v obliki poten¢ne vrste y(x) = Z::() c x"" .
Splosna resitev prve vrste Y(x) =aJ,(x)+a,J_,(x)

Druga vrste Besselove funkcije ima DE obliko
Xy"ty+xy=0.
Splo3na resitev Besselove DE je oblike y(x) =¢,J, (x) +¢,Y, (X).

27. Verjetnost hipoteze

Bayesova formula:
p( s ay= PHDPAATH) _  P(H)P(A/H,)

P(A) Z;P(H,.)P(A/ H)

28. Kdaj sta dva dogodka nezdruzljiva

Naj bosta A in B taka dogodka, da se nemoreta zgodit hkrati. Taka dva dogodka
imenujemo nezdruZzljiva. Produkt nezdruzljivih dogodkov je nemogoc dogodek AB=N.



29. Nihanje strune

Postopek reSevanja:

2 2
‘;T’;’ :cng'j u(0,0=ul,0)=0  u(x,0)= f,(x) u(x0)=f,(x)
u(x,t) = F(x)G(t) F=F(x) G=G(t) v tej obliki is¢emo reSitev in

poenostaviteh, da je manj zapisat.

FG"=ad’F"G /:d’FG
G" _FH_ k2

Ga’ F

F'+k’F=0  G"+a’k’G=0

F(x) = Acoskx + Bsin kx

F(0)=AX+Bx=0 U A=0; B#0 U B=1
nit

F()=Bsinkl=0 0O kl=nm 0O k:T

Fn(x):sin%-[x n=12,.

G,(t) =C, cosakt + D, sin akt

u(x,t) = Z:ﬂFn(X)Gn(t) = z;sm?x é:” cosa%Tt+Dn sina?t%

00

u(x,0)= f,(x) = anlcn sin%-[x

o anit . nit
u(x,0)="17(x)= D ——sin—x
(0= f,()= D, = =sin=

_ 2 . nm
C, _7.[0 fl(x)sme dx

2 nit
D =—— x)sin — x dx
n an7‘[I0 fz( ) l



30. Telegrafska enacba — izpeljava — pogoji

Imamo homogeno linijo dolZine 1 na osi x. R — upornost, L. — induktivnost, C —
kapacitivnost, G — izgube. u(x,t) — napetost in i(x,t) tok. Telegrafka enacba je
hiperbolicna PDE. Enacba ima nehomogene robne pogoje. Pri u(0,t)=E je konstantna
napetost, pri u(l,t)=0 je kratek stik.

Izpeljava:
a_u+Lﬂ+Ri:0 ﬂ+C6—U+Gu=0
0x ot 0x ot

Levo enacbo odvajamo Se enkrat po X, desno pa po t.
2 2. . 2. 2
6_21+L£+Rﬁ:0 £+C0_EI+G0_U:0
0x otox 0x 0x0t ot ot
2. 2
0 —LCa—': —LGa—u =0 in odStejemo
0xot ot ot

0°u 0i 0’u 0

Desno enacbo pomnoc¢imo z —L in dobimo -L

od leve. In dobimo —+R—-LC—-LG L) sedaj pa prvotno desno enacbo
0x 0x ot ot
.. : : 0i ou L : y
pomnoZimo z R in dobimo RG_ =RC % —RGu  in jo vstavimo v enacbo.
X
2 2

6_121 - RCa—u -RGu - LCa—zl -LG u =0 enacbo Se malo polepSamo in dobimo:
ox ot ot

d’u 0°u

—Z—LC—Z—(RC+LG)a—u—RGu:0 za tok je wvse isto in dobimo ven
0x ot ot

2. 2.
61_LC61

di
— = (RC+LG)—-RGi=0.
PRI Vo o



Postopek reSevanja:

0°’u d’u ou
w_LC¥_(RC+LG)E_RGU:0 O U|X:0:E,U|X:l:0,u|I:O:0,U[ |t:O:0
F(x)=u(x,t) O t=konst. F(x) OO F(0)=E, F()=0

F'(x)-RGF(x)=0 O RG=b> O F"x)-b’F(x)=0
F(x) = Asinh bx + Bcosh bx = Csinh b(d — x)

F(0)=E =Csinhbd, F(I)=0=Csinhb(d—-1) O d=1 O C= .E
sinh bl
F(x)=E sinh b(I — x)
sinh bl

w(x,t) =u(x,t)— F(x)
wl.=0, w|_,=0, w|_,,=-F(x), w,=0
0°w 0°w
+F"(x)-LC
x° ) ot
F'"(x)—RGF(x)=0
a>*=LC, b*=RG, 2h=LG+RC
o’w  , 0w ow .,
-a -2h—-bw=0 0O w(xt)=P(x)G(t
P e Py (x,0) = P(x)G(t)
P(X) _ 2G'0,, GO oo
P(x) G(t) G(t)
P'+k’P=0 O a’G"+2hG'+(b*+k*>)G=0
P(O)=P(1)=0

~(LG + RC)%—Y ~RGw(x,t) ~RGF(x) =0

P,,(X)=sin"Tm, G,()=Ae™ +Be", n=12,..

n’m

12

a, B, O ar*+2hr+(b*+

n )=0
_ 0 a, ﬁ" . nrrx
w(x,t) = znzl(Ap ‘+B.e ‘)smT
_ o . NnTTx _ 2 . nTx
W= F(X)_zn:1(An +Bn)smT 0 A+B = TIOF(X)SIHT
wt|I:0=0=z::1(Alan+Bn,8n)sinnlﬂ 0 Aa +BpS =0

sinh b(I — x) % ot gy . NTTX
u(x,t)=F ————=+ e +Be"™)sin——
(x.0) sinh bl z":l(A1 ) [




31. Kaj je elementaren dogodek — kaj je sestavljen dogodek
Dogodku, ki ni sestavljen, reCemo elementaren dogodek. Sestavljen dogodek, Ce

lahko dogodek A izrazimo, kot vsota vsaj dveh ne odvisnih dogodkov.

32. Inverzna Laplaceova transformacija z parcialnimi ulomki

U 1 [] A B C

LHS+1)(5—2)ZH - s+1+(s—2)2 +s—2

33. Gasussova porazdelitev — racuanje integrala

_10v-ad

Porazdelitev je definirana z gostoto verjetnosti p(x) = e 2090 Gostota

1
o2
verjetnosti je odvisna od dveh parametrov a in sigma. a je poljubno sigma pa pozitivno

Stevilo. Porazdelitev zaznamujemo z N(a,0). Funkcija p(t) je povsod pozitivna, v tocki

1
x=a ima maksimum in v tockah @—0, a+0 gbracaj. Fumkcija je tudi
oN2m

simetricna glede na vrednost a. Od parametra a je odvisna lega krivlje, od sigme pa
oblika krivulje. Cim manjsi je sgima, bolj izraziro je teme in je krivulja oblj stisnjena
okorg temena. Ce je slucajna spremenljivka X porazdeljena po noramlem zakonu
N(a,0), lahko izratunamo verjetnost dogodkov povezanih s spremenljivko X s pomocjo

1 x5
tabelirane funkcije ®(x). Oblika funkije ®P(x) je: P(x) :FIO e ? dt. Znatilno je
T

tudi, da je ta funkcija liha.

34. Laplacova enacba v prostoru

Imao sfero s polmerom R. Na robu sfere naj bo dan elektricni potencial.
u(R,2,9) = f(¢).Kjerso r,3,¢ sfericne koordinate in f(#) dana funkcija.

Staticni potencial na robu sfere naj ne bo odvisen od kota &, potem je tudi
2

. u iw s . .
notranjost sfere =0. Laplacov operator se v sfericnih koordinatah glasi:

192
0’u 20u 10°u cotg du 1 du
Au=—+——+— + —+ tako se enacba zmanjSa zaradi kota
o’ ror rog® r’ 09 risin’g 09’ 4 zmanjsa zatacl
0 ,0u 1 0 .  Ou _ o . . . . ... ..
—(r"—)+ ——(sing—) =0 Enacbo reSujemo pri danih pogoji in z seperacijo

or Or  sing 0¢ 09

spremenljivk. Za konstnato si izberemo k.



