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Enac¢ba za nihanje vpete strune

Pu(x,t) 9 du(x,t)
=g = ax | T(X) =
Struna je vpeta v x =0 in x =/, dolZina je /.
Robni pogoji: u(0,t) = u(/,t) = 0.
Napetost strune: T = konst.

c? = % kjer je 1 dolZinska gostota strune.
1 Q%u(x,t)  d%u(x,t)
c2 0tz Ox?

» Lotitev spremenljivk u(x, t) = X(x) T(t).
» Lastne funkcije: —X” = X2X , X(x) = sin(\x).
» Lastne vrednosti:

zaradi robnih pogojev je Al =nm, n€ N, \, =
» Casovni del T” —|—w3T =0. w, =cAp.
> T,(t) = Apcos(wnt) + Bpsin(wnt)
> up(x,t) = sin(Apx) (Ap cos(wpt) + By sin(wpt)).



Enacba za nihanje kroZece strune

0?u(x, du(x,
nrgat = 4 <T(X) %)

Struna dolzine / je vpeta v x = 0.
Robni pogoji: u(0,t) =0, |u(/,t)] < .
Napetost strune: dT = xw?pdx, T(x) = puw? fXI &dg,
T(x) = %,uwz(l2 —x%), 2= %wz.
» Uvedemo novo spremenljivko § = 7.
c2uy = ((1 — 52)u§)£.
Robni pogoji u(0,t) =0, |u(1,t)| < cc.
Lotitev spremenljvk u(&,t) = =(£) T ().
—(1-€)=) =)=, 1-€3)=" —2¢=' + A= =0.
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Regitev je lihi Legendreev polinom, ker je u(0,t) = 0.
Lastne vrednosti A\, = 2n(2n — 1).

Lastne funkcije =,(§) = Pan—1().

Casovni del: T" + 2AT =0, w, = cv/A, = wy/n(2n — 1),
Th(t) = Apcos(wpt) + Bpsin(wpt).

un(x,t) = Pap_1(x/1) (Ap cos(wnt) + Bpsin(wnt)).



Enacba za nihanje obeSene strune

0?u(x, du(x,
nrgat = 4 <T(X) %)

Obegena struna, vpeta v x = [ in dolZine /. Os x je navpi¢na.
Robni pogoji: |u(0,t)| < oo, |u(l,t)] = 0.
Napetost strune: T(x) = gux, c> = g.

. i32u(x, t) 0 [ du(x,t)
2 o2 oax " ox '

» Uvedemo novo spremenljivko x = &2,

2\? 1
| 4 <C> U = g(fUﬁ)g.
> Lotimo spremenljivki u(€, t) = =(€) T(t), —¢(€=') = N

» =4 %E’Jr A\2= = 0.




Robni pogoji =(v/1) = 0, |Z(0)| < oo.
Diferencialno ena&bo redi Besslova funkcija =(&) = Jo(AE).

Lastne vrednosti: \2 = f&n//, kjer je o,n n-ta ni¢la Besslove
funkcije Jo(§).

Lastne funkcije: =,(&) = Jo(Anf).

s . . 1" c\? 2 1
Casovni del: T" + <§> AT =0, wyp = 5¢An.
Th(t) = Apcos(wpt) + Bpsin(wpt).

un(x,t) = Jo(Anv/x) (An cos(wnt) + By sin(wpt)).



Nihanje obesene strune




Nihanje vpete okrogle membrane Au(r,t) =

1 8u(r,t)
¢z ot?

Polmer membrane je a. Gledamo lastna nihanja, ki niso odvisna od

1
kota. Au = u,+ Sur Robna pogoja u(a, t) = 0in |u(0, t)| < co.

>

>

>

1 1
Enatba Uy + —U, = 72utt-

r c
Lo&imo spremenljivke u(r,t) = R(r) T (t).
—(R" + %R’) = MR, T" +c2\2T =0.
Vpeljemo novo neznanko £ = r),

d’R(£) | 1dR(€) _
e Te g TRO=0

Ker je [R(£)] < oo, je R(€) = Jo(€), R(r)
0,n

Upostevamo e drugi robni pogoj R(\a)

n-ta ni¢la Besslove funkcije Jo(&), \p = a

Jo(Ar).
)\a - 50 n

Ro(r) = Jo(Anr), T" +2X2T =0, w, = cAp.
un(r,t) = Ra(r) Ta(t) = Jo(Anr) (Ancos(wnt) + Bpsin(wnt)).



. . 2
Nihanja pravokotne membrane Au(x,y,t) = %ag%

Stranici sta a in b. Au = uy + uy,. Robni pogoji
u(0,y,t) =u(a,y, t) = u(x,0,t) = u(x, b, t) = 0.

>

>

>

1

Enacba Uyx + Uyy = ?utt-

Lo&imo spremenljivke u(x,y, t) = X(x)Y(y) T (t).

Xl/ Y// 1 T//
Enacba X + — = —5 = robni pogoji

Y c
X(0) = X(a) = Y(0) = Y(b) = 0.
Prostorski del: X” + X2 X =0, Y”+ p2Y = 0. Lastni
vrednosti A\, = % in p, = ”;r, m,n € N.
Casovni del T" + w2, T =0, wmn = 7€ (m)Z + (%)2.

Lastne funkcije umn(x,y,t) =
sin(Amx) sin(ttny) (Amn coS(Wmnt) 4+ Bmn sin(wmnt)).

)



Dirichletov robni problem: Au = 0 za polpas, 0 < x < 1,
0<y<o0.

Robni pogoji u(0,y) =0, u(l,y) =0, u(x,0) =1
limy 00 u(x,y) = 0.
» Enacba uy + uy, = 0.

» Lotimo spremenljivke u(x,y) = X(x)Y(y).
" "

» Enatba Xy + v = 0, robni pogoji X(0) = X(1) =0, |Y(y)|
je omejena funkcija 0 < y < o0.

> X"+ )2X =0, \y = nw ne N,

» Xo(x) =sin(nmx) in Yo(y) = Ane™"™ + Bpe™™.

» Koeficienti B, = 0, ker je funkcija Y(y) omejena.

> u(x,y) = 02, Apsin(nmx)e ",

> u(x,0) = Y00, Agsin(nrx) =1, A, = 212G



: 10
Graf k prejsnji nalogi z =) ", un(x, y)




Dirichletov robni problem, Au =0 za krog, 0 < r < 1.

Robni pogoji: |u(r, ¢)| < oo, u(1,¢) = (o).
) 1 1
» Enacba: u, + ;u, + r—2u¢¢ =0.

» Lotimo spremenljivke: u(r,d) = R(r)®(¢).
R" 1R 1"
» Enacba: R + TR + 20
» Robni pogoji: |R(r)| je omejena funkcija,
®(¢) je periodi¢na funkcija s periodo 27.
» Enacbi:
» &+ 0,®=0, \,=n% neNin
» r’R"(r) + rR'(r) — n*R(r) = 0.
» O,(p) = Apsin(ng) + B, cos(ng) in Ry(r) = r".
> u(r,¢) = Ao+ > 1 (Ancos(ng) + Bysin(ng)) r".

> u(l,¢) = f(¢) = Ao + >_32 (Ancos(ng) + Bnsin(ng)).

=0.



Graf k prej$nji nalogi
2=, un(xy). f(9) =sign(¢), —m<¢<m

-1.0 05 pgo 0.5 1.0

1.0



Splosna nihanja vpete okrogle membrane:
Au:éuttOSrSa.

Robni pogoji: |u(0, ¢, t)| < oo, u(a, ¢, t) =0,
u(r,¢ + 2m, t) = u(r, ¢, t), perioditnost.
Zatetni pogoji: u(r,¢,0) = f(r,) in u(r, ¢,0) = g(r,¢)
» Enacba: u, + }ur + lu = — Uy
r P2 00T 2t
» Lotimo spremenljivke: u(r, ¢, t) = R(r)®(¢)T(t).
R' 1R 19" 17"
» Enacba: R + TR + 2o 2T
» Robni pogoji: |R(0)| < oo, R(a) =0 in
®(¢) je periodi€na funkcija s periodo 27.



» Enacbe:
» &+ mPd =0, meN,

T" 4+ 2X2T =0,
rPR"(r) + rR'(r) + (\r> = m?)R(r) = 0,
Vpeljemo novo spremenljivko & = Ar dobimo enalbo
E2R"(€) +ER'(€) + (€ — m*)R(&) = 0.
Resitev je R(£) = Adm(&) + BNy ().
> )\mn — fmn/ax Wmn = C/\mn

Emn je n-ta ni¢la Besslove funkcije Jp,(€).

vV vy vVvYyy

» Resitve:
> Om(@) = sin(mg),
> Ron(r) = Jm(Amnt)
> Tomn = Amncos(Wmnt) + Bmnsin(wmnt).
u(r, ¢, t) =
Z sin(mo)Jm(Amnr) (Amn cos(wmnt) + Bmn sin(wmnt)).



Graf lastne funkcije u3(r, ¢, 0).




Prevajanje toplote po palici z izoliranima krajis¢ema

1
Uxx = ;Ut, Ux(Oa t) = Ux(aa t) =0, U(X’O) = f(X)

1
> Uxx(Xa t) — 7Ut(X, t)' LI(X, t) = X(X)T(t)
ag
X" 1T
>

X 02T’
» Krajevni del: Xyﬁ = -\
» Enatba: X" + 22X =0.
X(x) = Acos(Ax) + Bsin(Ax).
Robni pogoji: X’(x) = —AXsin(Ax) + BA cos(\x).
X(0)=0—B=0, X(a)=0— \a=nm, neN.
Lastne funkcije X, (x) = cos(""x).

vV vy VvVvYy



v

v

v

v

v

e f el LT 2
Casovni del: 5= = — ()", pp = 0.
» Enatba T/ 4 2T =
> To(t) = Aje Hot.
Lastne funkcije: un(x,t) = A, cos(”{x)e"‘%t.
Zatetni pogoj: f(x) = "4 Ancos(Zx).

2 a
An = / f(x) cos(n—wx)dx, n > 0.
a.Jo a

o0
Resitev: u(x,t) = Ag + ZA” cos(n?ﬂx)e_”%t,
n=1

. . . 1 /[
Stacionarna reSitev lim u(x,t) = Ayp = / f(x)dx.
t—o0 a 0



Temperatura na krajis¢ih je konstantna.

1 )
Ux = —5ur, u(0,t) = 10, u(a, t) = 75 in u(x,0) = f(x).
o
» Pis¢imo staconarno resitev, u; = 0, to je reSitev neodvisna od

¢asa, Uy = 0.

v

Resitev je linearna funkcija: T(x) = 7o + =5 x.
» u(x,t) =1(x) + v(x,t), v(0,t) = v(a, t) =

> v(x,t) = X(x)T(t). X = LT = )2,

» X(x) = Acos(Ax) + Bsin(Ax

> vo(x,t) = A, sin(”{x)ef(”T L

[e.9]
" Ta— 10 T (oY
> Resitev: t) =710+ + sin e \7a) "
itev: u(x,t) =19 P E Apsin( aX)

A, = j/o <f(x) - <TO + 7 T°x>> sin( " x)d

v




Resi Poissonov robni problem Au = f v prostoru. [$¢emo

reditev, ki je odvisna le od r = \/x2 + y2 + 72

1 0<r<i1
Au=f, ul)=1, u(0)<oo, f(r)= ==
0 drugod
» Laplaceov operator Au(r) = @ gﬁ
P v op =827 Forz
P 0<r<l1

> r20"(r) +2rd(r) = { u(l) =1, u(0) < oo.

» Eulerjeva diferencialna enacba, r = e*.

> u”(X)—i—u’(X):{ )

e —o0<x<0
u(0) =1, lim u(x) < oo.

0 r<l<co

0 0<x< oo
X——00



~ —20c + r°0(r) — (r> —=5r+4) 6(r — 1)
a 20r
1

» u(r) = %r“@(r) ~ %07 (rP—5r+4)6(r—1)

> u(r)

—+ C



Resi Poissonov robni problem Au = f v prostoru. [$¢emo

reditev, ki je odvisna le od r = \/x2 + y2 + 72

Au=1 1<r<2, wu(l)=0 u(2)=0

_Q%u | 20u
AT
r2u"(r) +2rd'(r) = r?, u(1) = 0, u(2) = 0.
Splona resitev u(r) = c1 + car ' + £r.
r3—Tr+6

6r '

v

Laplaceov operator Au(r)

v

v

» u(r) =



ResSevanje parcialnih diferencialnih enacb s pomodjo
Laplaceove transformacije.

Resi diferencialno enacbo

du(x, t) N X@u(x, t)

_ . 42
O ot =0, t>0, u(x,0)=0, u(0,t)=rt"

» Laplaceova transformacija enacbe:

b dUCSS) L sU(x, 5) — u(x,0)) = 0.
dx
x2
% =— /xs dx — U(x,s) = F(s)e °=.
X2
> u(t) =f(t— =), u(0,t) = 2, -
2 2

> u(x,t) = (t - %)2e(t - X?).



ResSevanje parcialnih diferencialnih enacb s pomodjo
Laplaceove transformacije.
Resi diferencialno enabo

du(x, t) du(x, t)
Ox ax ot

=2x, t>0, u(x,00=1, wu(0,t)=1.

» Laplaceova transformacija enalbe:
dU(x, s)
dx
dU(x, s)

dx
1
» U(x,s) = F(s)efsx2 + Ay

+2x (sU(x, s) — u(x,0)) = 23

2
+2xsU(x,s) = Xyox -
s

52

> u(x,t) =f(t—x>)+1+t

u(x,0)=f(t)+1+t=1— f(t)=—t.
(x,t) = —(t — x*)0(t — x*) + (1 + t)8(¢t).

> u
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