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Enačba za nihanje vpete strune

µ∂
2u(x ,t)
∂t2 = ∂

∂x

(
T (x) ∂u(x ,t)

∂x

)
Struna je vpeta v x = 0 in x = l , dolžina je l .
Robni pogoji: u(0, t) = u(l , t) = 0.
Napetost strune: T = konst.
c2 = T

µ , kjer je µ dolžinska gostota strune.

I
1

c2

∂2u(x , t)

∂t2
=
∂2u(x , t)

∂x2

I Ločitev spremenljivk u(x , t) = X (x)T (t).

I Lastne funkcije: −X ′′ = λ2X , X (x) = sin(λx).

I Lastne vrednosti:
zaradi robnih pogojev je λl = nπ, n ∈ N, λn = nπ

l .

I Časovni del T ′′ + ω2
nT = 0. ωn = cλn.

I Tn(t) = An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt)

I un(x , t) = sin(λnx) (An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt)).



Enačba za nihanje krožeče strune

µ∂
2u(x ,t)
∂t2 = ∂

∂x

(
T (x) ∂u(x ,t)

∂x

)
Struna dolžine l je vpeta v x = 0.
Robni pogoji: u(0, t) = 0, |u(l , t)| <∞.

Napetost strune: dT = xω2µ dx , T (x) = µω2
∫ l
x ξdξ,

T (x) = 1
2µω

2(l2 − x2), c2 = 1
2ω

2.

I Uvedemo novo spremenljivko ξ = x
l .

I c−2utt =
(
(1− ξ2)uξ

)
ξ
.

I Robni pogoji u(0, t) = 0, |u(1, t)| <∞.

I Ločitev spremenljvk u(ξ, t) = Ξ(ξ)T (t).

I −
(
(1− ξ2)Ξ′

)′
= λΞ, (1− ξ2)Ξ′′ − 2ξΞ′ + λΞ = 0.



I Rešitev je lihi Legendreev polinom, ker je u(0, t) = 0.

I Lastne vrednosti λn = 2n(2n − 1).

I Lastne funkcije Ξn(ξ) = P2n−1(ξ).

I Časovni del: T ′′ + c2λT = 0, ωn = c
√
λn = ω

√
n(2n − 1).

Tn(t) = An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt).

I un(x , t) = P2n−1(x/l) (An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt)).



Enačba za nihanje obešene strune

µ∂
2u(x ,t)
∂t2 = ∂

∂x

(
T (x) ∂u(x ,t)

∂x

)
Obešena struna, vpeta v x = l in dolžine l . Os x je navpična.
Robni pogoji: |u(0, t)| <∞, |u(l , t)| = 0.
Napetost strune: T (x) = gµx , c2 = g .

I
1

c2

∂2u(x , t)

∂t2
=

∂

∂x

(
x
∂u(x , t)

∂x

)
.

I Uvedemo novo spremenljivko x = ξ2.

I

(
2

c

)2

utt =
1

ξ
(ξuξ)ξ.

I Ločimo spremenljivki u(ξ, t) = Ξ(ξ)T (t), −1
ξ (ξΞ′)′ = λ2Ξ.

I Ξ′′ + 1
ξΞ′ + λ2Ξ = 0.



I Robni pogoji Ξ(
√
l) = 0, |Ξ(0)| <∞.

I Diferencialno enačbo reši Besslova funkcija Ξ(ξ) = J0(λξ).

I Lastne vrednosti: λ2
n = ξ2

0,n/l , kjer je ξ0,n n-ta ničla Besslove
funkcije J0(ξ).

I Lastne funkcije: Ξn(ξ) = J0(λnξ).

I Časovni del: T ′′ +
(c

2

)2
λ2T = 0, ωn = 1

2cλn.

Tn(t) = An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt).

I un(x , t) = J0(λn
√
x) (An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt)).



Nihanje obešene strune



Nihanje vpete okrogle membrane ∆u(r , t) = 1
c2

∂2u(r ,t)
∂t2

Polmer membrane je a. Gledamo lastna nihanja, ki niso odvisna od

kota. ∆u = urr +
1

r
ur . Robna pogoja u(a, t) = 0 in |u(0, t)| <∞.

I Enačba urr +
1

r
ur =

1

c2
utt .

I Ločimo spremenljivke u(r , t) = R(r)T (t).

I −(R ′′ + 1
r R
′) = λ2R, T ′′ + c2λ2T = 0.

I Vpeljemo novo neznanko ξ = rλ,
d2R(ξ)

dξ2
+

1

ξ

dR(ξ)

dξ
+ R(ξ) = 0.

I Ker je |R(ξ)| <∞, je R(ξ) = J0(ξ), R(r) = J0(λr).

I Upoštevamo še drugi robni pogoj R(λa) = 0, λa = ξ0,n,

n-ta ničla Besslove funkcije J0(ξ), λn =
ξ0,n

a
.

I Rn(r) = J0(λnr), T ′′ + c2λ2
nT = 0, ωn = cλn.

I un(r , t) = Rn(r)Tn(t) = J0(λnr) (An cos(ωnt) + Bn sin(ωnt)).



Nihanja pravokotne membrane ∆u(x , y , t) = 1
c2

∂2u(r ,t)
∂t2

Stranici sta a in b. ∆u = uxx + uyy . Robni pogoji
u(0, y , t) = u(a, y , t) = u(x , 0, t) = u(x , b, t) = 0.

I Enačba uxx + uyy =
1

c2
utt .

I Ločimo spremenljivke u(x , y , t) = X (x)Y (y)T (t).

I Enačba
X ′′

X
+

Y ′′

Y
=

1

c2

T ′′

T
, robni pogoji

X (0) = X (a) = Y (0) = Y (b) = 0.

I Prostorski del: X ′′ + λ2
mX = 0, Y ′′ + µ2

nY = 0. Lastni
vrednosti λm = mπ

a in µn = nπ
b , m, n ∈ N.

I Časovni del T ′′ + ω2
mnT = 0, ωmn = πc

√(
m
a

)2
+
(
n
b

)2
.

I Lastne funkcije umn(x , y , t) =
sin(λmx) sin(µny) (Amn cos(ωmnt) + Bmn sin(ωmnt)).



Dirichletov robni problem: ∆u = 0 za polpas, 0 < x < 1,
0 < y <∞.

Robni pogoji u(0, y) = 0, u(1, y) = 0, u(x , 0) = 1
limy→∞ u(x , y) = 0.

I Enačba uxx + uyy = 0.

I Ločimo spremenljivke u(x , y) = X (x)Y (y).

I Enačba
X ′′

X
+

Y ′′

Y
= 0, robni pogoji X (0) = X (1) = 0, |Y (y)|

je omejena funkcija 0 < y <∞.

I X ′′ + λ2
nX = 0, λn = nπ n ∈ N.

I Xn(x) = sin(nπx) in Yn(y) = Ane
−nπy + Bne

nπy .

I Koeficienti Bn = 0, ker je funkcija Y (y) omejena.

I u(x , y) =
∑∞

n=1 An sin(nπx)e−nπy .

I u(x , 0) =
∑∞

n=1 An sin(nπx) = 1, An = 2 1−(−1)2

nπ .



Graf k preǰsnji nalogi z =
∑10

n=1 un(x , y)



Dirichletov robni problem, ∆u = 0 za krog, 0 ≤ r ≤ 1.

Robni pogoji: |u(r , φ)| <∞, u(1, φ) = f (φ).

I Enačba: urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ = 0.

I Ločimo spremenljivke: u(r , φ) = R(r)Φ(φ).

I Enačba:
R ′′

R
+

1

r

R ′

R
+

1

r2

Φ′′

Φ
= 0.

I Robni pogoji: |R(r)| je omejena funkcija,
Φ(φ) je periodična funkcija s periodo 2π.

I Enačbi:
I Φ′′ + λnΦ = 0, λn = n2, n ∈ N in
I r2R ′′(r) + rR ′(r)− n2R(r) = 0.

I Φn(φ) = An sin(nφ) + Bn cos(nφ) in Rn(r) = rn.

I u(r , φ) = A0 +
∑∞

n=1 (An cos(nφ) + Bn sin(nφ)) rn.

I u(1, φ) = f (φ) = A0 +
∑∞

n=1 (An cos(nφ) + Bn sin(nφ)).



Graf k preǰsnji nalogi

z =
∑10

n=1 un(x , y), f (φ) = sign (φ), −π ≤ φ ≤ π.



Splošna nihanja vpete okrogle membrane:
∆u = 1

c2utt 0 ≤ r ≤ a.

Robni pogoji: |u(0, φ, t)| <∞, u(a, φ, t) = 0,
u(r , φ+ 2π, t) = u(r , φ, t), periodičnost.
Začetni pogoji: u(r , φ, 0) = f (r , φ) in ut(r , φ, 0) = g(r , φ)

I Enačba: urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ =

1

c2
utt .

I Ločimo spremenljivke: u(r , φ, t) = R(r)Φ(φ)T (t).

I Enačba:
R ′′

R
+

1

r

R ′

R
+

1

r2

Φ′′

Φ
=

1

c2

T ′′

T
.

I Robni pogoji: |R(0)| <∞, R(a) = 0 in
Φ(φ) je periodična funkcija s periodo 2π.



I Enačbe:
I Φ′′ + m2Φ = 0, m ∈ N,
I T ′′ + c2λ2T = 0,
I r2R ′′(r) + rR ′(r) + (λ2r2 −m2)R(r) = 0,
I Vpeljemo novo spremenljivko ξ = λr dobimo enačbo
I ξ2R ′′(ξ) + ξR ′(ξ) + (ξ2 −m2)R(ξ) = 0.

Rešitev je R(ξ) = AJm(ξ) + BNm(ξ).
I λmn = ξmn/a, ωmn = cλmn

ξmn je n-ta ničla Besslove funkcije Jm(ξ).

I Rešitve:
I Φm(φ) = sin(mφ),
I Rmn(r) = Jm(λmnr)
I Tmn = Amn cos(ωmnt) + Bmn sin(ωmnt).

I u(r , φ, t) =∑
m,n

sin(mφ)Jm(λmnr) (Amn cos(ωmnt) + Bmn sin(ωmnt)).



Graf lastne funkcije u2,3(r , φ, 0).



Prevajanje toplote po palici z izoliranima krajǐsčema

uxx =
1

σ2
ut , ux(0, t) = ux(a, t) = 0, u(x , 0) = f (x).

I uxx(x , t) =
1

σ2
ut(x , t). u(x , t) = X (x)T (t).

I
X ′′

X
=

1

σ2

T ′

T
.

I Krajevni del: X ′′

X = −λ2

I Enačba: X ′′ + λ2X = 0.
I X (x) = A cos(λx) + B sin(λx).
I Robni pogoji: X ′(x) = −Aλ sin(λx) + Bλ cos(λx).
I X (0) = 0→ B = 0, X (a) = 0→ λa = nπ, n ∈ N.
I Lastne funkcije Xn(x) = cos( nπ

a x).



I Časovni del: 1
σ2

T ′

T = −
(
nπ
a

)2
. µn = σ nπ

a .

I Enačba T ′ + µ2
nT = 0.

I Tn(t) = Ane
−µ2

nt .

I Lastne funkcije: un(x , t) = An cos(nπa x)e−µ
2
nt .

I Začetni pogoj: f (x) =
∑∞

n=0 An cos(nπa x).

I An =
2

a

∫ a

0
f (x) cos(

nπ

a
x)dx , n > 0.

I Rešitev: u(x , t) = A0 +
∞∑
n=1

An cos(
nπ

a
x)e−µ

2
nt .

I Stacionarna rešitev lim
t→∞

u(x , t) = A0 =
1

a

∫ a

0
f (x)dx .



Temperatura na krajǐsčih je konstantna.

uxx =
1

σ2
ut , u(0, t) = τ0, u(a, t) = τa in u(x , 0) = f (x).

I Pǐsčimo staconarno rešitev, ut = 0, to je rešitev neodvisna od
časa, uxx = 0.

I Rešitev je linearna funkcija: u(x) = τ0 + τa−τ0
a x .

I u(x , t) = u(x) + v(x , t), v(0, t) = v(a, t) = 0.

I v(x , t) = X (x)T (t). X ′′

X = 1
σ2

T ′

T = −λ2.

I X (x) = A cos(λx) + B sin(λx), X (0) = X (a) = 0.

I vn(x , t) = An sin(nπa x)e−(σ nπ
a )

2
t .

I Rešitev: u(x , t) = τ0 +
τa − τ0

a
x +

∞∑
n=1

An sin(
nπ

a
x)e−(σ nπ

a )
2
t .

I An =
2

a

∫ a

0

(
f (x)−

(
τ0 +

τa − τ0

a
x

))
sin(

nπ

a
x)dx .



Reši Poissonov robni problem ∆u = f v prostoru. Ǐsčemo

rešitev, ki je odvisna le od r =
√

x2 + y 2 + z2

∆u = f , u(1) = 1, u(0) <∞, f (r) =

{
1 0 ≤ r ≤ 1

0 drugod

I Laplaceov operator ∆u(r) =
∂2u

∂u2
+

2

r

∂u

∂r2
.

I r2u′′(r) + 2ru′(r) =

{
r2 0 ≤ r < 1

0 r ≤ 1 <∞
, u(1) = 1, u(0) <∞.

I Eulerjeva diferencialna enačba, r = ex .

I u′′(x) + u′(x) =

{
e2x −∞ < x ≤ 0

0 0 < x <∞
,

u(0) = 1, lim
x→−∞

u(x) <∞.



I u(r) =
−20c1 + r5θ(r)−

(
r5 − 5r + 4

)
θ(r − 1)

20r
+ c2

I u(r) =
1

20
r4θ(r)− 1

20r

(
r5 − 5r + 4

)
θ(r − 1)



Reši Poissonov robni problem ∆u = f v prostoru. Ǐsčemo

rešitev, ki je odvisna le od r =
√

x2 + y 2 + z2

∆u = 1, 1 < r < 2, u(1) = 0, u(2) = 0

I Laplaceov operator ∆u(r) =
∂2u

∂u2
+

2

r

∂u

∂r2
.

I r2u′′(r) + 2ru′(r) = r2, u(1) = 0, u(2) = 0.

I Splošna rešitev u(r) = c1 + c2r
−1 + 1

6 r
2.

I u(r) =
r3 − 7r + 6

6r
.



Reševanje parcialnih diferencialnih enačb s pomočjo
Laplaceove transformacije.

Reši diferencialno enačbo

∂u(x , t)

∂x
+ x

∂u(x , t)

∂t
= 0, t > 0, u(x , 0) = 0, u(0, t) = t2.

I Laplaceova transformacija enačbe:

I
dU(x , s)

dx
+ x (sU(x , s)− u(x , 0)) = 0.

I

∫
dU

U
= −

∫
xs dx → U(x , s) = F (s)e−s

x2

2 .

I u(x , t) = f (t − x2

2
), u(0, t) = t2, →

I u(x , t) = (t − x2

2
)2θ(t − x2

2
).



Reševanje parcialnih diferencialnih enačb s pomočjo
Laplaceove transformacije.

Reši diferencialno enačbo

∂u(x , t)

∂x
+ 2x

∂u(x , t)

∂t
= 2x , t > 0, u(x , 0) = 1, u(0, t) = 1.

I Laplaceova transformacija enačbe:

I
dU(x , s)

dx
+ 2x (sU(x , s)− u(x , 0)) = 2

x

s
.

I
dU(x , s)

dx
+ 2xsU(x , s) =

2x

s
+ 2x →

I U(x , s) = F (s)e−sx
2

+
1 + s

s2
.

I u(x , t) = f (t − x2) + 1 + t
u(x , 0) = f (t) + 1 + t = 1,→ f (t) = −t.

I u(x , t) = −(t − x2)θ(t − x2) + (1 + t)θ(t).
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