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INTEGRAL

ResSujemo nalogo:
Dana je funkcija f. PoiSci funkcijo F, katere odvod je enak f.

Kadar je F’(x)=f(x) pravimo, da je F(x) primitivna funkcija za funkcijo f{x).

f (X)|akcos x — F (x)agsin x

f (X)|=]sin x —_— F (x) i cos x
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Za vsako funkcijo obstaja vec primitivnih funkcij:

[sin XE cos X , primitivni funkciji za cosx
Ce poznamo eno primitivno Mnozico vseh primitivnih funkcij za f{x)
funkcijo za f, dobimo vse druge oznacimo z F(x)+c, Kjer je F(x) neka
tako, da tej priStejmo vse mozne primitivna funkcija za f{(x), ¢ pa je poljubno
konstante. realno Stevilo.

Postopek doloCanja primitivnhe funkcije imenujemo integriranje.
PiSemo:
F(x) :!}H(x) dx
—_—

L, pove po kateri spremenljivki integriramo in
nastopa pri formulah za raCunanje integralov

integrand
— integral

Pri raCunanju integralov uporabljamo pravila za integriranje in integrale osnovnih
funkcij.



OSNOVNI
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INTEGRALI .,

Ixr dx = f@ (r #-1) J’sin X d@: —(COS X

J.l ¥ In x J'cosx o] = sin x
X

1
[e' @=e [ oer etk = e

J' 11 - [i3] = arcsin x Il-l—lxz dhe]— arctg x
— X

PRAVILA
INTEGRIRANJA

J'k xf (x) dx[sk >T f(x) dx produkt s konstanto

I( f(x)£ Q(X)) dx ﬂ f(x) dx iIQ(X) dx vsota



J'(Zx 8" dx = J'16x4 +32x° +Rx* +8x+1dx =

1
:EGXS +8x*[EBx° +4x* +x




UVEDBA NOVE

SPREMENLJIVKE
Ceje If(x) dx = F(x), potem je

[ F(g(x))>g'(x) dx = F(g(x))

pravilo: funkcija u(x) —— du = fufx) dx

Novo spremenljivko u vpeljemo tako, da povsod, kjer v integralu
nastopa spremenljivka x, jo zamenjamo z ustreznim izrazom v
spremenljivki u.

r N
1 u’ (2x+1)
(2X *dx = = (u® =du :E —
-[ ] I 2 5 10
u=2x+1
du =2 dx 1 16 10

—x+8x*+BR +4x° + x+ —=
H: 5 10 [

dx @du

\. J




1 1 1
sin(4x —3)dx =(sinu— dyge— ——cosu =——cos(4x—3
f ( ) A4 o 4 4 ( )

Ixe_xzdx = —%J'e“ Z—%e“ =——e™

u=-x> du=-2xdx

sin x

J'tgx dx =J' dx :—E du =—Inu =—In(cos x)
COS X u

u=cosx du=-sinx dx




INTEGRACIJA ‘PO
DELjJ-II,l(X)W (x) dx —u(x@(x) J-u (x) 9(x) dx (integriranje produktov

doloCene oblike.)

krajSe: Iu Xdof U >V —Iv xdu

Ixe dx = xe* *dx = xe* —e*

u==x u—dx
dv=e*dx=2y =¢*

J-Xh@dx— — X lnx——J'x %x —lx lnx—éllx2

u=Inx du——dx
)

1,

dv =xdx v=—xXx

N

\,

7

J’x cos xdx = x .x ZIxsmx dx = x smx+2xco@ ZJ'cosx dx =

u=x du = 2xdx u=x du dx
dv—cosx@v:sinx dv = sin x dé=lv = —C0Ss X )
=(x* —2) sfaik + 2x cos x




UPORABA INTEGRALA
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PloscCine likov Dolzine krivulj Povprecja

Hitrost ohlajanja nekega telesa je

sorazmerna razliki med temperaturo telesa E Koliksna je
in temperaturo okolice: verjetnost, da bo
T'=k(T-T0) Zlica, ki pade na tla

oblezala na eni

Kako hitro se bo vrela juha v prostoru, kjer : 2
sami ploscici?

je 200C ohladila do uzitnih 500C?

Diferencialne enacbe .
Verjetnost



TABELA OSNOVNIH INTEGRALOV IN PRAVIL ZA

INTEGRIRANJE

("™
T r =—1
"dx =
J'x X [|
dnx r=-1
J-ex:ex

J'sinx d@:—cosx
J'cosx =sinx
1

J' o @=arcsinx
J' 1—|]—-x2 =arctgx

J'(u(x) +v(x))dx @u(x)dx + J'v (x)dx
J'k [ (x) dx|ak EJ'u(x) dx

[f (x)dx :J'j@(u)) 3'(u) du

uvedba nove spremenljivke
(substitucija)

J'u(x) ' (x) dx =u((x) —J'v(x) [(d'(x)dx

Judv =i [y @ integracija po delih
(per partes)



INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCIJ

J'g% dx P(x),Q(x) polinoma
formula: I—i@dx =lln(ax +b)
ax a

1.korak Ce je potrebno, z deljenjem
prevedemo na primer, ko je stopnja
Stevca manjSa od stopnje

mannAAvialAan

InriciivvaluvaQa.

2.korak Imenovalec razcepimo na
faktorje, potem pa integrand
razcepimo na delne ulomke oblike

A in Ax +B
(x —a)" @2 +ax +b)"

3.korak Integriramo dobljeni izraz.

q% dx =7?

(x®—3x +1):(x°>—1) =x, ost. —(2x —1)
x®—=3x +1:@ 2x -1
x?-1 (x —D(x +1)
2x =1 A B
(x—l)(x+1x—1+x+1
2x - 1=A(x+1)+B(x-1)=(A+B)x+(A—-B)
1 3

A+B:2,A—B@D A:E,B:5

3
—3x +1 1 3 1
%:x@gi__g_
x°—1 x—1 2 x+1

x*=3x+1 , [ 1 3.1 0, _
I x* -1 dx_jg@Dx—l EDx+1 e




Ce ima imenovalec dvojno ni¢lo lahko vpeliemo novo

Jpremg"‘ujivm' A
I dx =7 u=2x-1, dlpg2dx O
(2x -
u+l +1
+1 1
I - dx :J' 5 I—-@Z —lnu—— —In(2x -1)— >
(2x —1)° u u 4 8x —4
J
Ce imenovalec nima realnih nicel, lahko prevedemo na logaritem in arkus
\

J.3x =2 3x+1dx %dx+.]’ 12dx
2+ 2+ x* 2+x
13—x2dx: = Il du :Elnu :Eln(2+x2)

2+x e 2 2

u=2+x% du=2xdx

1 _

x:—J'— X = I \/Earctgu Qarctgi
2+ x° 2J1+x%/2 E 1+u° 2 2
u’ =x%/2, u=x/x/§, dx =~J2 [du




RACUNANJE PLOSCIN

Zelimo doloéiti plos¢ino pod
grafom funkcije y=f{x).

S P(x) oznac¢imo plos¢ino pod
grafom na intervalu od a do x:

a X x+h

himin, f(x) < Plx+[alf P(v)< himax f(x)

P - P
min s R parw 0 S Rt

P(x) je primitivna funkcija za f{x).




Ce je tudi F(x) primitivna funkcija za f{x), potem je F(x)-P(x)=c.

Kako bi izracunali ¢? Vstavimo x=a: F(a)-P(a)=c = c=F(a) = P(x)=F(x)-F(a).

A

P=F(b)-F(a)

a jou

Ce je F(x) poljubna primitivna funkcija za f{x), potem je
plosCina pod grafom y=f{x) na intervalu [a,b] enaka P=F(b)-
F(a).

Newton=Leibnizovaformula



(

DolocCi ploscino lika, ki ga omejujeta abscisa in parabola y=1-x2.

A

3 1

1
P :__[(l—xz) dx=x-2| =

:(1_5)_(_1_?) :g

Doloci ploscino lika med x=y2 in y=x.
y =X

N

y b x




DOLZINE KRIVULJ
y=f(x)

Zelimo dologiti dolzino krivulje, podane z y=f(x).

Lf(ﬂh)-f(X)

a X x+h

OznaCimo z [(x) dolzino grafa na intervalu od a do
X.

I(X+h)—[(x):\/h2 +(f(x+h) - f( E :hx\/1+ﬁf(x+h}3_f(x)g

£i£%1(x+hz—l(@:\/l+(f,(x))z

I[ x) je primitivna funkclada funkcijo 1+ (f'(x))’



Dolzina krivulje, podane z y=f{x) na intervalu [a,b] je

= I\/1+|@'(x))2 dx

a

(

|zraCunaj dolzino loka parabole y=1-x2 na intervalu [-1,1].
A '
f (X@—Zx
1
[ ZJ'\/1+4X2 dx =
-1

1
-1 N 1 :lx\/1+4x2+l ax +1+4x%) =
2 4 Jote |
_ Gl 52 o
4 5-2




PROSTORNINA

VRTENINE
Vrtenina je telo, ki ga dobimo, ko dani lik zavrtimo okoli osi.

V(x) je prostornina na intervalu od « do x.

V(x+h)—V(( f(x) mh a

. V(x+h)- V(x)
g e

V(x) je primitivna funifela za funkdijo ( f(x))" 7

+h




Prostornina vrtenine pod y=f{x) na intervalu [a,b]:

V= 7T><J'(x))2 dx

Prostornina krogle: kroglo dobimo, Ce zavrtimo kroznico okoli abscisne

OSl.
A r

2
y= — X2 VZITXJ’ Jre=x*| dx
. = X[ (= ) Ry x -
: : J :
o, 00 , 0
=T — Ot
M 300 3 [




IZLIMITIRANI INTEGRALI

4 A

SN

Formalno uporabimo Newton-Leibnizovo formulo:

1 “
Il+x2 dfed]arctg x |

0

: 1L
Interpretiramo: arctg x @ lim arctg x —arctg 0 = 5




Osnovna primera:

" fzvezna na neomejenem intervalu [a,+o)

jf=@go;jf

>

a]

" fzvezna na [a,b), pri b neomejena

t

f obsfghzar <b

a

’l

7 s




J'e 51@)6 dx =
J' n2x dx = @( n2x +2cos2x)

= hm(—— (sin 2@2 cos2t)) + %

U‘III\.)

N~

\
!

v

A

-
]O'sin x dx =@1(—cost) +1
0

AWAWAWAWANWAR

limita ne obstaja

VVVVV\V

1
Ilnx dx :—1—@3@ Inzr —¢)=-1
0

J’lnx d@lnx—x

A

. >

N




NUMERICNO

RACUNANJE
Integral raCunamo numericno, ¢e ne znamo dolociti

primitivne funkcije ali Ce je integrand znan le v
posameznih tockah.

Integrand f nadomestimo s priblizkom g, ki ga znamo dovolj preprosto
integrirati.

Priblizek ¢ doloCimo na podlagi vrednosti f v izbranih delilnih toCkah
(vCasih tudi iz vrednosti odvodov).

b b
J/ gk R
a a |

L, napaka, odvisna od

metode in od Stevila
delilnih toCk

priblizna vrednost integrala



METODA TRAPEZOV

A

|
|
|
|
|
:
|

a
[a,b] razdelimo na n enakih delov: Funkcijo f nadomestimo z odsekoma
. linearno funkcijo g, doloCeno s toCkami
x, =—a+tk Jb—(k =0,1...,n) (]:k ,yk)b A Yew
‘ R —
Vi = f(xk) Yk ,
b-a
!g = =00+ y) {6t o)+t 0 +0)
’ b—a
— 3
If - o [(]yo +2y, +2 t..+2y +yn) +R,
a S— —— __ - ,
trapezna formula napaka R, su@nax | £ ()|
metode 125 e




SIMPSONOVA METODA

A

[a,b] razdelimo na n enakih delov; vsakega razpolovimo in Cez tako dobljene
tri toCke potegnemo parabolo. Funkcijo f nadomestimo z g, sestavljeno iz teh

narahnl
|JULI AN VI,

D —d

x, =a+k 4 k =0,1,...,2n
¢ 2n ( )
Y = f(x)

I g=ba E@@m s
d 2n 3

b
==

b—a
6n

T, +4y, P+ +4v, +y ) +.]

b

\

b
[73 6na Qo + 4y, +2y, + 4y, Jole -+ 202000 + 4002 + 70, +R,

/.

e ——

I

N

Simpsonova formula

n

(b-a (4
R % AT
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1
v 1 r 1
lzracun J’1+—@1apako <0.01. (In(l+x) =—— O @:1n2—1n1=1n2=0.6931
0 X 0

1+x

Trapezna metoda:

2

f' <0.01 doloCimo primerenn : max Coxy

x[0,1]

. (b—a)3
1.1z pogoja [max
POgoj 121

xOla,b]

=2, @<0.01 0 n=5

2. DoloCimo delilne toCke in izraCunamo pripadajoCe funkcijske vrednosti:

xk |0.0000 |0.2000 | 0.4000 | 0.6000| 0.8000 | 1.0000
yk| 1.0000| 0.8335| 0.7144 0.625(P 0.5555} 0.5000

3. Vstavimo v trapezno formulo:

1 1

1
[ =75(1.000+2[0.8333+2 m.714@ [0.6250 +2 [0.5555 +0.5000) = 0.6956
21+x 10

dejanska napaka 0.0025
Simpsonova metoda:

n=2 (4 delilne toCke)

1
IL ~ 1 (1.000+47.8000 +2 Joifs6 +410.5714 +0.5000) = 0.6932
21+x 12

K dejanska napaka 0.0001 )







DIFERENCIALNE

Bll}le'?‘ecnggna enacba je funkcijska enacba, v kateri nastopajo odvodi iskane
funkciie

' diferencialna enacCba za y kot funkcijo
U = ¢ y |
y " & 2@_1 =0 avtonomna diferencialna enacba

(neodvisna spremenljivka ne nastopa v enachbi)

v :@_ 2 nelinearna diferencialna enacba
Y Y (odvesna spremenljivka ne nastopa linearno)

// [ I 1 ~
-2 =x =2 diferencialna enacba 2. reda
Y Y @/ Red diferencialne enacbe je red najviSjega
odvoda, ki v njej nastopa.
2 1_..m Vo 2 . . .
Xyy =Xy diferencialna enacCba 3. reda
Z" =y parcialna diferencialna enacCba (2. reda)
x Diferencialne enacCbe za funkcije ene spremenljivke

imenujemo navadne, ko nastopajo parcialni odvodi na vec
spremenljivk pa pravimo, da so to parcialne diferencialne
enache




F(x,y,y)=0 splosSna oblika diferencialne enacCbe 1. reda

Resitev diferencialne enacbe je funkcija y=y(x), pri kateri je F(x,y(x),y'(x))=0 za
vse x na nekem definicijskem obmaocju.

2

y(x)=e? jereStevdiferenciane enacbey’ =xy,
2 ’ 2)[(:| 2 ’ 2

ker je %) =[e

y(x)=x° nireSitev dife@\cialne enacbe y' =xy,
Cepravije2x =x- zanekatere vrednosti x

EnacCba mora biti izpolnjena za vse x na nekem intervalu.




Najpreprostejsi tip diferencialne enacbey’ :@(x)

Resitev je: Y (X) :E(x) dx

Tudi druge diferencialne enacbe skusamo prevesti na raCunanje

integralov.

1. korak:
pisemo ' BN
X

2. korak: enacbo preoblikujemo
tako, da so vsi y na eni in vsi x
na drugi strani enacCbe

(ko se to izide pravimo, da gre za
enacbo z lo€ljivimi
spremenljivkami)
3. korak: integriramo obe
strani
enacbe

(y'@cy

d d
LE— U
dy J .
(LB = ny o

Preskus: Cﬂ?z' C@.?— xD[C@Z

\

—> »y ZCQ (C=¢€)

J




FIZIKALNI PRIMER: RADIOAKTIVNI RAZPAD

Hitrost razpadanja radioaktivne snovi je sorazmerna s koli¢ino snovi (reakcija 1. reda). Ce
imamo na zacCetku neko koliCino snovi (npr. 5g izotopa 14C), kaj lahko povemo o koliCini
snovi ¢ez nekaj Casa (npr. Cez koliko Casa bo ostalo le 3g 14C)?

y=y(1) koli€ina snovi v trenutku ¢
y =-k, k je sorazmernostni faktor med koliCino snovi in
hitrostjo razpadanja (npr. za 14C je k=3.83 10-12 s-1)
dy dy

= =—ky O D - pdr O I—zlﬁkdt O Iny=—kt+c O y=Ce™

In2 108
D5 — — =133368146214 s=4230 let
k 63 (10

Za“C 3=5¢ 0O t=-

Diferencialna enacba skupaj z zaCetnim stanjem v celoti doloCa evolucijo
sistema.

Hitrost razpadanja pogosto podamo z razpolovno dobo 7: zvezas k je
kT=In 2
Razpolovna doba 14C je (0.6931/3.83) 1012 s = 5730 let.




DATIRANJE S

14C COSIiG kaY RIgdon
He - n
He ‘:\‘- « _nucleus of atom

n dioxide O

carbon-14

e food . -
Rastline absorbirajo CO2

14 v biosfero. Razmerje
med 12C in 14C v zivih

v
o
N

\

&

p

Radioactive carbon-14
is present in all
living arganisms.

Carbon dioxide
takes it into the
food cycle.

0,

Ogljikov izotop 14C nastaja v
viSjih plasteh atmosfere, ko pod
vplivom kozmicnih zar kov dva
neutrona nadomestita dva
protona v 14N. Nastali 14C se
veze s kisikom v 14CO2.
Razmerje med 14C0O2 in 12C0O2
v atmosferi je dokaj stabilno.

bitjih je enako, kot v
atmosferi.

0,
e

stopnja radioaktivnosti
12.5%

100% 506 25%
0 let 5730 let 11460 let 17190 let
starost

Ko ostanki zivih bitij niso vecC v stiku z atmosfero se razmerje
med 12C in 14C zaradi radioaktivhega razpada poveca v prid
prvega. Starost ostankov ocenimo na podlagi primerjave
stopenj radioaktivnosti.



MESANJE TEKOCIN

V 50-litrsko posodo z 1% -raztopino soli zaCne s

hitrostjo 2 I/min pritekati 3%-raztopina, obenem pa
dobro premeSana mesSanica odteka z isto hitrostjo. Cez
koliko Casa bo v posodi 2%-raztopina?

y=y(t) koliCina soli v posodi v

50
L |—> odteka y/50 od 2| na enoto Casa

priteka 3% od 2| na enoto Casa

— sprememba koliCine soli v posodi

dy 1 —0.04¢
=dt [ -In(0.06—0.044):k =t+c U =25(0.06 —Ce ™
0.06 —0.04y ( .04 ! ( )

y(0)=0.5 | [ C :() O y() —1.5—¢ 004

1.5-¢* =1 O ™ =05 O [afF—25In(0.5)=17.33 min=17min20s



PRIMER MODELIRANJA Z DE

Tripsin je encim trebusne slinavke, ki nastane iz tripsinogena. V reakciji nastopa tripsin
kot katalizator, zato je hitrost nastajanja tripsina sorazmerna z njegovo koncentracijo.

yO zaCetna koncentracija tripsina
Yt) . koncentracija tripsina v casu ¢
V'=ky e hitrost nastajanja je sorazmerna koncentraciji
L Oy =k .
zacetni problem: > reSitev: y=y0ekt
BAC N
Yy N Y=Yy, @k’

Model napoveduje eksponentno in
neomejeno rastkoliCine tripsina.
To se v resnici ne more zgoditi,
zato moramo poiskati ustreznejsi
model.

Yo




Med reakcijo se tripsinogen porablja: iz vsake molekule tripsinogena nastane ena
molekula tripsina. Zato privzamemo, da je hitrost reakcije sorazmerna tako
koncentraciji tripsina, kot koncentraciji tripsinogena. Ce je skupna koncentracija
tripsina in tripsinogena C, zaCetna koncentracija tripsina pa y0 dobimo zacetni

N lamA -

~I~
PIODICII].

= hC —y)
O yO&r=y,

[]

AR XU ES B3 AN AAAARA A LA XU ED B RS ALA

AR AR RS B VR AR A R TR T TR

e R Tl o e B o o W LW T

AR R R AR WA S AR R R e X N VAR R AR A W R

D T R - - - - .
LogistiCna krivulja: model predvideva, da
A A IE L E LA LA LA LA LS A LA LA AL 1

R i S i YV i LT R ¥ Sl % ol ol G e et T e e Y - - -

C L L LS ETET T L L L AT L L L LS EALTEL L LIS

0 koncentracija tripsina zrasla do prvotne
[0 g o gy o B P i o ¥ e o S o o o O i e T e b L

LA PLL IS LIPS SIS PSSP .- - -

koncentracije tripsinogena, potem pa se
LAk LA A AT AL T AAA T A LA LA LA AP LTTALA AL []

i g W W s v i i i g W e s o i -

it Fid Al FLT LA FAS AT AL AL AAALLL LT LESA LA LA bo ustallla

EAL AR ALA AL o Lt 2 LA LA -




LogistiCna krivulja je dober model za omejeno rast, vendar ni vedno povsem ustrezna. Npr.
pri tumorjih Stevilo rakastih celic najprej narasCa eksponencialno, potem pa se rast umiri in
sCasoma ustavi. S poskusi so ugotovili, da krivulja narasS€anja ni logistiCna temvec t.im.
Gompertzova krivulja (ena od vidnih razlik je, da pri njej prevoj nastopi precej prej kot pri
logisticni).

Gompertzova krivulja

Gompertzova funkcija

v() =8

logistiCna krivulja




Eksperimentalno ugotovljeno zakonitost poskusimo razloziti tako, da
pogledamo, kateri diferencialni enacCbi ustreza Gompertzova funkcija.

(4

(yoek(l_e_m)) :yoek(l_e_a@ ak é_at —0 é_at 7(t)

—
a

N

Diferencialna enacba y’ =did ' O pomeni, da $tevilo rakastih
celic narasca sorazmerno z velikostjo tumorja, vendar se sorazmernostni
faktor spreminja s Casom. Vzroke za spremembo razlagajo razlicno:

y = (q@ —at ) \b s staranjem se reproduktivna
- mo¢ celic zmanjSuje

’ —at reproduktivni faktor se ne spreminja, vendar je
=@ O) penan)
Yy narasScanje sorazmerno le z delom Stevila celic v

tumorju, ker se v notranjosti tumorja ustvari
nekroticno obmocje
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