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STEVILA IN FUNKCIJE

. Racunanije s priblizki, realna Stevila
. Funkcije — podajanje, znacilnosti, elemenarne funkcije
. Limite, raCunanje limit, asimptote

. Zvezne funkcije



PRIBLIZNO
. RACUNANJE

Ta fosil dinozavra je star 70 000 006 let, pravi paziik o muzeji.

277

Ko sem se zaposlil pred Sestimi leti so mi rekli, da je star 70 milijonov let...
\,

Vse koliCine, ki jih dobimo z merjenjem so priblizne, zato
njihov zapis mora vsebovati tudi informacijo o
natancnosti.
Proton je 1836.12-krat tezji od elektrona.
decimalna mesta

1836.12

znacilna

4 A

Stevilo decimalnmer%@st je odvisno od zapisa:
1836.12=1.83612x103=183612x10-2

Stevilo znacilnih mest pa je vedno enako.




Pomemben dogovor:

v zapisu obdrzimo le znacCilna mesta, npr. Ce Avogadrovo Stevilo
zapisemo kot N0=6.0x1023 pomeni, da je tudi zadnja nicla znacilna (tj.
pravilna).

e 1.08462 =1.085 zaokrozeno na tri
Vsaka koliCina je rezultat decimalke

zaokrozanja. Pri tem Stevke
0,1,2,3,4 zaokrozamo navzdol,
5,6,7,8,9 pa navzgor.

= 1.08 zaokrozeno na dve
decimalki

\ Pozor: 1085 zaokrozeno na dve decimalki je

1.09!

Zato N0=6.0230x1023 pomeni
6.02295x1023 < N0 < 6.02305x1023, oziroma (6.0230 + 0.00005)x1023
medtem ko N0=6.023x1023 pomeni
6.0225x1023 < NO < 6.0235x1023 oziroma (6.023 + 0.0005)x1023



RACUNSKA PRAVILA

(1.2846+21.72) / 13.14=? kalkulator: 1.750730594
Katere decimalke je smiselno obdrzati?

prakti¢na pravila:

* natancnost rezultata ne more biti veCja od natancnosti podatkov

* pri seStevanju in odstevanju naj bo Stevilo decimalnih mest rezultata enako
najmanjsemu Stevilu decimalnih mest faktorjev

(npr. 1.2846+21.72=23.00 in ne 23.0046)

* pri mnozenju in deljenju naj bo Stevilo znacilnih mest rezultata enako
najmanjSemu Stevilu znacilnin mest faktorjev

(npr. 23.0046/13.14=1.751 in ne 1.75 ali 1.750730594)



-
S titracijo smo 25 cm3 raztopine NaOH nevtralizirali z 12.21 cm3 raztopine HCI.

|lzraCunaj koncentracijo NaOH, Ce je koncentracija HCI 0.0942 mol/dm3.

c =(12.21 x 0.0942)/25.00 = 0.04600728 (12.215 x 0.09425)/24.995=0.046059761
(12.205 x 0.09415)/25.005=0.045954839

UpoStevamo tri znacCilna mesta = ¢=0.0460 mol/dm3

\

-
Koliko zeleza nastane, Ce se pri redukcijski reakciji

Fe203 +3 CO 2 Fe + 3 CO2
porabi 503 g ogljikovega monoksida? (Fe 55.85 g/mol, CO 28.01 g/mol)

m = 503/28.01 x 2/3 x 55.85 = 668.634412

Stevila molekul, ki nastopajo v reakciji (2 Fe, 3 CO) so cela, tj. to¢na, zato
Stejemo, da je Stevilo znacilnih decimalk neskoncno.

m= 669¢g

\.




REALNA
STEVILA

Realna Stevila so vsa (koncha in neskoncna) de

cimalna Stevila.

Realna Stevila so teoretiCni konstrukt, ki nam omogoca, da toCno izrazimo vse
koliCine.

V sploSnem ni mogoce podati neskonCnega zaporedja decimalk, zato v praksi
zapis in raCunanje z realnimi Stevili slonita na priblizkih in zaokrozevanju.

Nekatera realna Stevila (npr. koreni, Stevili 7T in e ...) so podana implicitno in z
njimi lahko vE€asih racunamo to¢no, brez zaokrozevanja (npr. V2 X V3 =6,
vendar pa v2+/3 nima nobenega preprostejSega zapisa).

Ce na premici izberemo enotsko dolZino, lahko mnozico to¢k premice enacimo z
mnozico realnih Stevil IR. Tako dobimo Stevilsko premico.

—— >

(pravimo tudi, da smo na premici vpeljali
koordinate)



PODAJANJE FUNKCIJ

JAUB Jox f(x)

x[A jeargument, f(x)IB je funkcijska vrednost.

Funkcija je pravilo, ki vsakemu argumentu priredi eno funkcijsko
vrednost.

Glavna operacija na funkcijah je sestavljanje.

Funkciji fin g lahko sestavimo, Ce so vrednosti f vsebovane med
argumenti g.

A—lpt, g-f:x Be(f(x))
\Ef/"
8




TABELIRANE FUNKCIJE

Premier League Final
Chelsea 95
Arsenal 83
Manchester United 77
Everton 61 Temp. (oC) Kisik (mg/L) Temp. (oC) Kisik (mg/L)
. 0 14,16 18 9,18
Liverpool 58
1 13,77 19 9,01
Bolton Wanderers 58
2 13,40 20 8,84
Middlesbrough 55
3 13,05 21 8,68
Manchester City 52
4 12,70 22 8,53
Tottenham Hotspur 52
5 12,37 23 8,38
Aston Villa 47 6 12,06 24 8,25
Charlton Athletic 46 7 11,76 25 8,11
Birmingham City 45 8 11.47 26 7.99
Gulham i 9 11,19 27 7,86
Newcastle United 44 10 10,92 28 7,75
Blackburn Rovers 42 11 10,67 29 7,64
Portsmouth 39 12 10,43 30 7,53
West Bromwich Albion 34 13 10,20 31 7,42
Crystal Palace 33 14 9,98 32 7,32
Norwich City 33 15 9,76 33 7,22
Southampton 32 16 9,56 34 7,13
17 9,37 35 7,04

AngleSka 1.
liga 2005-2006 Topnost kisika v

vodi pri tlaku 760
mmHg
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FUNKCIJE PODANE S FORMULO

f () -5 linearna funkcija (enacba premice)

s &2 pot pri prostem padcu
d(u,v) Eabﬂ + 2 razdalja tocke do izhodiSCa

z =2fy —3 linearna funkcija (enacba

ravnine)
1

S = Z\/(a +h+c)(-a + c)a-b+c)a+b-c) Herenova formula
S - T .

X = povprecna vrednost

n

Formula je lahko odvisna od ene, dveh ali veC spremenljivk.

Definicijsko obmocje formule tvorijo tisti nabori
spremenljivk, za katere lahko izraCunamo formulo.



GRAF

fASIR AOI

Graf f je mnozica toCk v ravnini, ki so oblike (x, f (x)) za

XEA.
T
T krivulja v ravnini

o) B

1—x




f:A-Ipd AOD?

Graf f je mnozica toCk v prostoru,
Ki so oblike (x, y, fix,y)) za (x,y)EA.

Bvirs

40 B0 30 100%

ploskev v prostoru B 95 80 4o e mo




Funkcije podane z
grafom

Funkcija f:AlB je predpis, ki vsakemu argumentu priredi eno funkcijsko

vrednost.
A

—

Krivulja v ravnini je graf
neke funkcije Ce jo vsaka

navpicnha premica seka
najveC enkrat.

—




OBRATNE FUNKCIJE

f:AIB

Praslika f-1(b)={a€ Al fla)=b} (mnozica reSitev enacbe f(a)=b)

Predpis »  f -1(b) dolo¢a funkcijo, e imajo mnozice f -1(b) natanko en element za
vse beB.

Tedaj je f bijektivna, predpis f je surjektivna, Ce
imajo f-1(b) vsaj en
f-1:BUA, b f-1(b) element.
pa je obratna (inverzna) funkcija za f. f]e injektivna, Ce imajo
f-1(b) najveC en
element.

Kadar funkcija ni bijektivna, lahko v€asih zozimo njeno
domeno ali kodomeno in tako dobimo sorodno funkcijo, ki
je bijektivna.



NACILNOSTI FUNKCIJE, KI SO RAZVIDNE I1Z GRAFA

1. Definicijsko obmocje, zaloga vrednosti
2. Narascanje in padanje, ekstremi

3. Ukrivljenost

4. Trend na robu definicijskega obmocja

5. PeriodiCnost in simetrije



Definicijsko obmoc¢je in zaloga vrednosti

Z, :@+oo) |
r

IDf pELy 1
_|_

Definicijsko obmocje Df je ‘senca’ (. slika projekcije) grafa na osi
x, zaloga vrednosti Zf pa je senca na osi y.



Narascanje in padanje funkcije

v v - w A A . ~
naraSCajoCa padajoCa

o T

Pri stalni
temperaturi je
tlak padajoCa
funkcija
prostornine.

1




Lokalno narasc¢anje in padanje funkcije

pri a je funkcija padajoCa

pri b je funkcija narascajoCa



Globalni ekstremi

(globalni) maksimum

(globalni) minimum



Lokalni ekstremi
lokalni maksimum

ravnovesne lege so
tipicni primeri lokalnih
ekstremov

lokalni minimum



Konveksnost in konkavnost

Funkcija je konveksna, Ce se njen graf krivi navzgor
iIn konkavna, Ce se graf krivi navzdol.

A konveksna

\

konkavna

konveksnost grafa ponazarja konkavnost grafa ponazarja
pospesSevanje procesa pojemanje procesa



Prevoji

Prevoji so toCke, pri katerih funkcija preide iz
konveksne v konkavno, ali obratno.

N

\

Prevoj je toCka, pri kateri proces
preide iz pospesevanja v zaviranje ali
obratno.

Suﬂd—l_iquid PNV-T Surface
b { for water)

Triple Line ~
e Liquid-Yapor
Midures

Solidvapor
Modures

KritiCha toCka snovi je prevoj
na kritiéni izotermi.



Asimptote

Vodoravna asimptota

npr. temperatura posode, ki se
segreje le do temperature vira

\/\/

/\ /\ npr. duseno nihanje
\//\ /\, . S >




N

Linearna asimptota
/
>

%

Vsiljeno nihanje, asimptota je / ﬂ
sinusoida
A/\AAAAAAAAA/

\/ J VVVVVVVVVY



Periodi¢nost in simetrija

A

S A S S S S

PR

AAANAAN \

liha

soda



ELEMENTARNE

FUNKCIJE

Polinomi p(x) = 7x* +1
~ 3x—5

Racionalne funkcije Q(x) = @‘7

X +x+1

Algebrajske funkcije A(x) = j@ / —3x* -1
X+4 x° + \/;

Eksponentne f(x) = —2e ™"
in
logaritmske funkcije g(x) =Infad V1+x*)
u(x) =sin(2x fof] ~3cos(x +%)

Kothe
in

. . +
loCne funkcije v(x) = dein 1_)( w(x) = afalg(1+ x%)
— X



Elementarne funkcije dobimo

pomocjo

racunskin operacij in sestavljanja iz osnovnih

funkci.

Osnovne funkcije:

potence b I Bl
koreni Q/;,DD

sinus
arkus sinus

arkus tangens

eksponentna

logaritemska

Sin x
arcsin x

arctg x

ex

Inx



Polinomi
" povsod definirani

" polinom n-te stopnje ima najvec n nicel in
n-1 ekstremov

" trend je doloCen z najviSjo potenco

" vsote sodih potenc so soda funkcija,

vsote lihih potenc pa liha funkcija

y:xx—2

/ y:X3@X2+7 y =—+x" +—4)}\+13



Racionalne funkcije

" definirane povsod, razen v niclah
imenovalca

" nicCle Stevca so nicle funkcije, niCle
Imenovalca so poli

" Ce je stopnja Stevca najveC za ena vecja
od stopnje imenovalca dobimo asimptote
Z deljenjem

+1



Algebrajske funkcije

" Kkoreni lihe stopnje so definirani povsod,
koreni sode stopnje pa le za nenegativne
argumente

" Kkoren je blizje Stevilu 1 kot njegov

argument
" asimptote dobimo z limitami...




Eksponentna funkcija f{x)=ex

" povsod definirana, zavzame le pozitivhe
vrednosti (nima nicel)

" za negativne argumente asimptota y=0, za
pozitivhe argumente zelo hitro narasca

vl

____




Logaritemska funkcija f{x)=Inx

" definirana za pozitivnhe argumente
zavzame vse realne vrednosti, niCla pri
x=1

" pol prix=0, zelo poCasi narasca

= In(oid 3x — 4)

<




Kotne funkcije sin(x), cos(x)

interval [-1,1]

funkcija

pri x=n/2+kmn

povsod definirane, zaloga vrednosti je

periodiCne, sin(x) je liha, cos(x) pa soda

sin(x) ima nicle pri x=km, cos(x) ima nicle

cos(x)=sin(m/2-x), sin2x+cos2x=1

y =sinx

N

AN\

[ AN L AN

A\
NVARANTANVAN

Y =CO0S X



A

/\

/\

Sin x

ANANINAING LWL LT LW

VB VERYRYEYETAYETAYEY R

N E- N

=
e R TSSew.

y =sinx

il ~ s y=sinx+)

\\\ i \ % \‘\\ S

—— e y= S@ -2)

sinusno nihanje: Asin(w x+d)

A: amplituda, w: frekvenca, d: fazni premik (zakasnitev)




/EKSPONENTNA
FUNKCIJA

Injektivha J
surjektivna *

Zozimo kodomeno na (0,+[).

exp:Ull (0,+D) je bijektivna.

Obratna funkcija je

exp-1=In: (0,+0) [ [




/TANGENS
injektivna * : : :
surjektivna J
je bijektivna.

Obratna funkcija

je strogo narascajocCa, ima
vodoravni asimptoti y=+m/2

N




_X2)
ardgg] 1
y=




/SINUS 1 injektivna *
/ surjektivna *

Zozitev sin: {2 BEf- [-11]
je bijektivna.

>
NS

T
( Obratna funkcija je arcsin =sin”" 3,ﬁ - 09,7




y=arfah X

1—x

.....................................................................................................................................................................




4 \
fx)Ek +e y =lud e

f:0 - [.gebijekcija

X —

Obratna funkcija

[ =

ni elementarna funkcija.

N




LIMITE IN ZVEZNOST

Stevilo L je limita funkcije f pri tocki a Ce velja: za vsako dano
natancnost € obstaja interval I okoli toCke a, da je f(x)e(L-€,L+€) za

vse x iz I.

Pisemo lim f(x)

X —-d

Stevilo L je limita funkcije f v neskon&nosti ¢e velja:

za vsako dano natancnost € obstaja Stevilo n, da je f{x)e(L-€,L+&) za vse x > n.

Fisemo lim f(x)

X — 00



\

[ = }@f (X) 1 je limita funkcije f, ko x naras¢a proti a (‘leva limita’)

r n A
| f\ [\ y=f(x)
N A P W s U —
LAt
. | = li@f(x) [ je limita funkcije f, ko x narasSca Cez vse )
ITTE[C
4 A )
\f y=f(x)
d<
V/-/yl >
a

d je limita funkcije f, ko x pada proti a (‘desna limita’) d=1 B f (X)/




y=f(x)

\ a

vrednosti.

Funkcija f je zvezna v toc€ki a, Ce je leva limita pri a
enaka desni limiti pri a in sta obe enaki funkcijski

J

lim f(x)= Jgg ()= f(a)

Alternativna definicija:

Funkcija fje zvezna pri toCki a, Ce je v tej toCki definirana in Ce za vsako izbrano
natancnost & obstaja tak interval 7 okoli toCke a, da je If{a)-f(x)|<€ za vse x€ 1.

Intuitivno: funkcija je zvezna pri a, Ce je f{x) blizu f{a) za vse x, ki so blizu a.



RACUNANJE
LIMIT

Ceje lim f, { lim £, =L,
potem je: lim(f,+ =L +L, lim(fl—@:Ll—Lz
lim( f, (fod]= L, (L., lim%:% [@Fie L,#0)
, L
Povrhu, Eeje lim £,(x) = L, in je}{rgx) =L, potemjeygfz(fl(x)) =L,

Pravila smemo uporabiti le kadar limite obstajajo!

" Ce je felementarna funkcija preoblikujemo izraz in po potrebi uporabimo osnovni
limiti :
lim E =1 gksponentne/logaritemsk lim > =1  kotne/locne

x-0 x-0

" za splosSne funkcije lahko izraCunamo funkcijsko vrednost v tocki, ki je dovolj blizu a
" kasneje: z uporabo odvodov (I’Hospitalovo pravilo)



(X ppx *+2) i (323)(x—2) o —2) 1
i _ S -~
— E—l) lx1£r11 x/é"%x2 +x +1) IXIEI} x+1)

lim+/ _ = lim —hmﬁ—i @
XIIIO} @ \/; Xo0 % 1+ =% \X 1"'\/_
(Vx+1—J;XJ;Eﬁka):(X+D_X

y=In x
mﬂ@ﬁ Sim B =lim 'ﬁ~ =3
x-0—x x-0 X—C0S 3x ~0cosy

y =3x




0.5 0.9 0.99 0.999
0.2209874833  0.1039175446  0.0095502780  0.0000453978

1.5 1.1 1.01 1.001
0.7790125166  0.8960824553  0.9904497219  0.9999546021




ASIMPTOTE : :

Pol pri b:

lim f(x) == +o0 @] lim () =~ <o [\

Vodoravna asimptota:

lim =k

X — 00




POSEVNA ASIMPTOTA

lim £ (x) g +1) =0

X —» 00

f(x)

k =lim
[ =lim f(x)—kx

(0 = o -5x+5

\V4x* -5x+ +
k= lim Y2 XS 5:hm‘@?x = lim, 4-2+ 2 =)
xoe X xoe xoe X X

-5x+
[= hm\/4x -5x+5-2x= h (4X PX+5)- s =
® \J4x? -5x+5+2x
=

-5x +
—hm XS = lim X 2—3

®\4x* =5x+5+2x *° 4-242° 49
X

XZ

asimptota je:

5
Y :@‘z




Funkcija f je zvezha, CEJe za vsar o, RjeTJe——

ZVEZNE
FUNKCIJE

definirana funkcijska vrednost f{a) enaka levi in

desni limiti pri a.

Zvezne:

£
/

)

Intuitivno, fje zvezna, Ce je njen graf nepretrgan nad

definicijskem obmocju.

;

Nezvezne:

vsakim intervalom, ki je v celoti vsebovan v

|

aaaaa

—

\/—




Lasthosti zveznih
funkcij

Osnovne funkcije )

f (x) = konst., ) =X, Q/xi

e, Inx, sinx, arcsinx, arctgx

SO

zvezne. Vse elementarne
y =

Vsota, razlika, produkt in kvocient funkcije so
zveznih funkcij je zvezna funkcija. zvezhne.

Kompozitum zveznih
funkcij je zvezna funkcija. J




Zvezna funkcija f:[a,b] 0 zavzame vse
vrednosti med minimumom in maksimumom.

a

f(b) ''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' 7\

SN
«

Nl R EE RS EEEE R C e

______ /
fla) \/

da----

A\ 4

Ce je bila jutranja temperatura 60C, opoldanska pa 150C,
potem je tisto jutro v nekem trenutku bilo tudi 100C.

Ce je etanol pri 400C tekog, pri 800C pa

. plinast, potem pri neki vmesni temperaturi
Ce vzamemo poln 100 litrski sod in ga izpraznimo, potem je v nekem vre.

trenutku med praznenjem bilo v sodu natanko 35 litrov tekogine.




BISEKCIJA - DOLOCANJE NICEL ZVEZNIH FUNKCIJ

f(x):5x2 +5

AN

Niclaje =~ 4.78



-~

EnaCbo x=e-x

y=e-x

reSi na dve decimalki natanc¢no. \

y=X

Prevedemo na: x-e-x=0




/Iééemo niclo funkcije f{x)=x-e-x
f0)=-1, f(1)=1-1/e~0.63, torejima f niClo na intervalu [0,1]

1{0.5)=-0.106, zato nadaljujemo na intervalu [0.5,1]
1{0.75)=0.277, zato nadaljujemo na intervalu [0.5,0.75]

1{0.62)=0.082, zato nadaljujemo na intervalu [0.5,0.62]

(ker i5Cemo reSitev na dve decimalki natancno, ni potrebno racunati £f{0.625))

1(0.56)=-0.011, zato nadaljujemo na intervalu [0.56,0.62]
1(0.59)=0.035, zato nadaljujemo na intervalu [0.56,0.59]

1{0.57)=0.004, zato nadaljujemo na intervalu [0.56,0.57]

Prvi dve decimalki vseh Stevil na intervalu [0.56,0.57] se ujemata, zato lahko

postopek bisekcije ustavimo in za priblizno reSitev vzamemo_x=0.56 .
(natancnejsa resitev je x = 0.5671432986 — raunanje z bisekcijo bi zahtevalo $e dodatnih 25 korakov)

/




Zvezna funkcija f:[a,b]; zavzame
minimum in maksimum.

max

SA

a min b
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