Matematika s statistiko
Integral

Diferencialne enacbe

(1) Resi diferencialne enacbe pri danih zac¢etnih pogojih:

(a) y' =2y, y(0) =3,
(b) ¥ =y(a® +1), y(0) = 2,
(c) 2yy" = e€”, y(0) = 1.

Resitev: Navadna diferencialna enacba prvega reda je enacba oblike

y = F(z,y),

kjer je F' neka zvezna funkcija dveh spremenljivk. ReSitev enacbe je vsaka odvedljiva
funkcija y = y(z), ki zados¢a enacbi. V sploSnem je resitev enacbe enoparametricna
druzina krivulj, natanko doloceno resitev pa dobimo, ¢e predpisemo vrednost resitve v
neki tocki.

Diferencialna enacba ima locljive spremenljivke, ce je oblike
y' = f(x)g(y)

za neki zvezni funkciji f in g. Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami resujemo,

tako da najprej zapisemo 3y’ = j—y, lo¢imo spremenljivki vsako na svojo stran, in nato
T

integriramo vsako stran posebej.

(a)y' =2y, y(0) =3
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Iny =2x +c.

Od tod dobimo splosno resitev enacbhe
y(x) — e2m+c — 606233 — CeQz

kjer smo oznacili C' = e°. Za vsako izbiro konstante C' dobimo natanko doloc¢eno resitev
enacbe. Resitve enacbe so definirane na celi realni osi, njihovi grafi pa razslojijo ravnino
na druzino krivulj. Pri ra¢unanju smo potiho predpostavili, da je y # 0. Hitro pa se lahko
prepricamo, da je resitev enacbe tudi funkcija y(z) = 0.



Poglejmo si Se, kako lahko z upostevanjem zacetnega pogoja dobimo natanko doloceno
reSitev. Za konstanto C' mora veljati

y(0) = Ce® = 3,
od koder dobimo, da je C' = 3, iskana resitev diferencialne enacbe pa je funkcija

y(z) = 3.

Poglejmo si Se resitve dane enacbe pri razli¢nih vrednostih konstante C'. Zacetnemu pogoju
ustreza tista resitev enacbe, ki gre skozi tocko 7°(0, 3).

(b)y = y(x* +1), y(0) =2
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Od tod dobimo splosno resitev enacbe
y(z) = 5 ate = Cetrte,

Za vsako izbiro konstante C' in predznaka dobimo natanko doloceno resitev enacbe, resitev
pa je tudi funkcija y(x) = 0. Konstanta C' je v tem primeru enaka

y(0) = Ce’ =2,
od koder dobimo, da je iskana resitev diferencialne enacbe funkcija

23
y(z) = 2e3 1"

Resitve enacbe pri razlicnih vrednostih konstante C' so skicirane na spodnji sliki.




(¢)2yy =e”, y(0)=1:

Racunajmo:
2yy’ = e”,
2ydy = e* dx,
y* =e" +C.

Splosna resitev enacbe je tako enaka
y(x) =tver + C.

Ce je konstanta C' nenegativna, je ustrezna resitev definirana za vsa realna Stevila, sicer
pa samo na nekem podintervalu.

Ker je y(0) =1 > 0, bomo vzeli predznak +. Konstanta C' pa zadosc¢a enakosti
y(0)=vV1+C=1,

od koder sledi, da je C' = 0. Resitev diferencialne enacbe je torej funkcija

(2) Stevilo prebivalstva na planetu Zemlja modeliramo z logisti¢no diferencialno enaébo
P'=+£P(K-P),

kjer je P sStevilo prebivalcev v milijardah, » = 0.03 in K = 12. Oceni stevilo prebivalcev
na nasem planetu leta 2050, ¢e je bilo na Zemlji leta 2011 sedem milijard prebivalcev.

Resitev: Pri tej nalogi bomo spoznali Verhulstov model rasti prebivalstva. Predpostavili
bomo, da funkcija P(t) Stevila prebivalcev ob casu t zadosca diferencialni enacbi

P'=LP(K—-P).
Konstanti r in K interpretiramo kot:

T koeficient sorazmernosti,

- K maksimalno stevilo prebivalcev na danem obmocju.



Tej enacbi pogosto recemo logisti¢na enacba, njenim resitvam pa logisti¢ne krivulje.

Najprej pois¢imo splosno resitev logisticne diferencialne enache

P =<P(K-P),
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Z upostevanjem zacetnega pogoja P(2011) = 7 dobimo iz enacbe P = (K — P)Ce™
vrednost
O — P(2011) o—2011r _ zefzonr
K — P(2011) 5 '

Stevilo prebivalstva se torej spreminja po formuli

B 12 . %er(t—2011) 8460.03(t—2011)

P(t) = 1+ Ler@t—2011) T 5+ 7¢0.03(t—2011)

Stevilo prebivalstva se asimptoti¢no priblizuje k stevilu

lim P(t) = K,

t—o00

na spodnji sliki pa je narisan graf funkcije P.

1950 2000 2050 Iet;
Po tej oceni bo leta 2050 na Zemlji 9.8 milijard ljudi. O]

(3) Padalec skoci iz letala in nato pada pod vplivom sile teze in sile zraénega upora. Izracunaj,
kako se spreminja hitrost padalca med padanjem in nato Se njegovo konéno hitrost.

Resitev: Gibanje padalca dolo¢a drugi Newtonov zakon, ki se v tem primeru glasi

1
mv’ = mg — §pACdvz.



7, v smo oznacili hitrost padalca v navpicni smeri, ¢lena na desni pa ustrezata sili teze
F, = myg ter sili zracnega upora Fp,rq = —%pACd’UQ. Koeficienti, ki nastopajo v enachi,
imajo naslednji pomen:

-m  masa padalca,

- p gostota zraka,

-A ploscina prereza padalca,

-Cyq  koeficient zracnega upora,

g tezni pospesek.

Da si malce poenostavimo ra¢unanje, uvedimo oznaki a? = % in b = g. Po deljenju z
m se enacba prevede v diferencialno enacbo
o = B — a2,
dv

b2 — 292

Racionalno funkcijo na levi lahko razcepimo na parcialna ulomka in dobimo

= dt.
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7 integriranjem tako pridemo do enakosti
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Ce upostevamo, da je na zacetku hitrost padalca v(0) = 0, dobimo C = 0, kar nam da

b+ av

= 2abt.
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Iz te enacbe lahko sedaj eksplicitno izrazimo v(t). Resitev je enaka
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V limiti dobimo koné¢no hitrost padalca vy, = tlgglo v(t) =/ ach

v(t) =

Poglejmo si Se primer s konkretnimi stevilkami. Vzemimo, da ima padalec 80kg in da je
p = 1.3kg/m?, g = 9.8m/s*>. Denimo §e, da je padalec med padanjem v navpiéni legi.
Potem je Cy; ~ 1, ¢elni prerez pa je A ~ 0.2m?. Pri teh podatkih bi bila konéna hitrost
padalca vy, &~ 280km/h, dosegel pa bi jo v priblizno 20s, kot kaze spodnji graf.
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