Matematika s statistiko
Integral

Nedolo¢eni integral

(1) Izracunaj nedolocene integrale s pomocjo substitucije:

(a) / (5 —2z2)" du,
o [y
@)/#ﬁ4m.

Resitev:
(a) /(5 —27)%du :
Vzemimo novo spremenljivko ¢t = 5 — 2x. Sledi dt = —2dx in

1 1 1
/(5—2x)9dx: —§/t9dt= —2—Ot10+C': —%(5—2@10—1—0.

(b) / mzdj— 9 :

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = £. Potem je dt = %’” in

1 1 1 11 1z
dr == ————de == dt = - arctg — + C.
/x2+9 v 9/@)2“ ’ 3/t2+1 gactes *

Opomba: Na podoben nacin lahko izracunamo, da za vsak a > 0 velja

1 1 T
/mdx:aarctga—i—c

2x
(c)/x2+4dx.

Uvedimo novo spremenljivko ¢ = 2% 4 4. Sledi dt = 2z dz in

2 dt
/ 2I dx:/—zln\t]+C:1n|x2+4\+C.
x4+ 4 t

Opomba: Veéasih integriramo funkcije oblike f(z) = %, kjer je g neka funkcija. V takih
primerih uvedemo novo spremenljivko u = g(x) (sledi du = ¢'(z)dx), da dobimo

/f(x)dxz/ggl((;f)) dI:/%Iln|ul+021n]g(x)|+0.




(2) Izracunaj nedolocene integrale s pomocjo integracije po delih:
(a) /wQ Inxdz,
(b) / arctgx dz,

(c) / 3e” da.

Regsitev: Pri integraciji po delih si pomagamo s formulo

/udvzuv—/vdu.

Ponavadi se pri izbiri v in dv ravnamo po nacelu:

- ... funkcija, ki se pri odvajanju poenostavi,

-dv ... izraz, ki ga znamo integrirati.

(a)/x21na:dx:

Vzemimo u = Inz in dv = 2 dx. Sledi du = df inov= %3 Tako dobimo

3 2 3 3
/xﬂnxdmz%lnx—/%dw=%lnx—%+0.

(b)/arctg:z:dm:

Funkcijo arc tg x bomo odvajali, izraz dx pa integrirali. V dobljenem integralu bomo nato
uvedli novo spremenljivko ¢t = 2% + 1. Sledi

x 1 [dt
arctgr dr = rarctgxr — dr =xarctger — = [ —

2 +1 2/ t’
1
:xarctgx—éln]ﬁ—i—l\jta

(c) / e du ;

Tokrat najprej vzemimo novo spremenljivko ¢t = 22, nato pa Se integriramo po delih

1 1 1 1
3I2 IQ 2
/:Ee da::§/tetdt:§(tet—/etdt>:§(t€t—€t)+C:§e ($—1)+C’.

O




(3) Izracunaj nedolocena integrala racionalnih funkcij:
2_ 9y -5
@ [ i &
@@+

22+ +10
(b) / (x+1)(22+9) de.

Resitev: Za integracijo racionalnih funkcij imamo na razpolago algoritem, ki nas vedno
(z ve¢ ali manj truda) pripelje do rezultata. Praviloma integriramo racionalne funkcije s
pomocjo razcepa na parcialne ulomke:

- S pomocjo deljenja zapisemo racionalno funkcijo v obliki R(z) = p(x) + Zgg, kjer je

polinom 7 nizje stopnje kot polinom gq.
- Polinom ¢ razcepimo na produkt linearnih faktorjev in pa nerazcepnih kvadratnih
faktorjev.

- Funkcijo % zapisemo kot vsoto parcialnih ulomkov s pomoc¢jo nastavkov:

CGar st t oo b e

X 1 B1+Cizx Bo+Cox L Bi+Cix
(z2+bx+-c)! R + (z2+bz+c)? + + (x2+bx+c)

- Integriramo vsak parcialni ulomek posebej.

2?2 —2x —5
dx :
(w/kﬁ—4xx+m !
Najprej bomo razcepili racionalno funkcijo na parcialne ulomke:

> —2x—-5 A N B N C  A@*+3z+2)+B@a®+x—2)+C(2* - 1)
(z2—-1)(x+2) -1 x+1 x+2 (22 —=1)(z+2) ’
2 (A+B+C)+x(3A+B)+2A-2B—-C

B (22 —1)(x + 2)

S primerjavo koeficientov polinomov v stevcu pridemo do sistema treh enacb za tri nez-
nanke:

A+ B+C =1,
3A+ B = -2,
2A — 2B — C = —5,

ki ima resitev A = —1, B=11in C' = 1. Tako dobimo

/ 22— 22 —5 p / 1 N 1 N 1 J
T = - T
(2 =1)(z+2) r—1 xz+1 z+2 ’

=—Inlz—1|+n|z+1|+njz+2|+C.




(b)/(a: +a+10 o

x+1)(x2+9)
Sedaj bomo vzeli nastavek:

?+zx+10 A +B—I—C’:U_A(a:2+9)+(B+C’a:)(a:+1)
(z+D)(22+9) z+1 2249 (x+1)(22+9) ’
:xQ(A+C')—|—J:(B+C)+(9A+B)

(x+1)(22+9)

Tukaj dobimo sistem treh enacb za tri neznanke:

A+C =1,
B+C =1,
9A + B = 10,

ki ima resitev A=1, B=1, C' = 0. Sledi

224+ +10 1 1 ) N
/(x—l—l)(ﬂ—kg) x /<x—|—1+$2+9) r=In|x+ |+3arc g3+0




