PORAZDELITVE

1. NORMALNA PORAZDELITEV

Normalna porazdelitev je najpomembnejSa porazdelitev, ki jo sreCujemo v teoriji
in praksi statisti¢nih postopkov. To je teoretiCna porazdelitev. Mnoge empiri¢ne
porazdelitve, ki jih dobimo z merjenjem pedagoskih pojavov, primerjamo z njo.
Znacilen primer so testni rezultati. Rezultati merjenja znanja s pomocjo testov se
porazdeljujejo priblizno normalno (¢im vecje je Stevilo enot, tem bolj se
porazdelitev pribliZuje normalni). Pri prou¢evanju spremenljivk, katerih
porazdelitev je podobna normalni, se bomo lahko opirali na njene zakonitosti. Se
ve€jl pomen ima normalna porazdelitev pri vzorcenju.

Graficni prikaz normalne porazdelitve:
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Vidimo, da je krivulja normalne porazdelitve zvonasta, simetri¢na in se
asimptoti¢no pribliZuje osi X. Znana je tudi kot Gaussova krivulja. 1z enacbe se
vidi, da je oblika normalne porazdelitve odvisna od aritmeti¢ne sredine in od
standardnega odklona (variance). Sprememba aritmeti¢ne sredine prestavlja
krivuljo levo-desno po osi x; standardni odklon pa spreminja njen razpon



(raztegnjenost). Pri manjsi razprSenosti je bolj konicasta, pri vecji razprSenosti
pa bolj sploS¢ena. Nestalnost njene lege in oblike je neprakti¢na lastnost.

Da bi zakonitosti normalne porazdelitve lahko preprosto uporabljali, jo bomo
standardizirali. Enostavno povedano: na os X ne bomo nanasali surovih vrednosti
spremenljivke x, temve¢ izpeljane vrednosti »z« (standardizirane odklone).
Dobili bomo le eno samo krivuljo; s standardiziranjem smo odpravili vpliv
aritmeti¢ne sredine in standardnega odklona (razprSenosti). Imenovali jo bomo
standardizirana normalna porazdelitev.

Kaksne lastnosti ima ta porazdelitev? Nekatere so ostale nespremenjene
(simetri¢nost, en vrh, zvonasta oblika, asimptoti¢nost itd.). Aritmeti¢na sredina
te porazdelitve je 0. Namrec, rezultati, ki se od povprecja ni¢ ne odklanjajo,
imajo z-vrednost O (to je na sredini). To je hkrati aritmeti¢na sredina
standardizirane normalne porazdelitve. Vrednosti, ki so manjSe od povprecja,
1imajo negativne z-vrednosti in leZijo na levi strani krivulje. Vrednosti, ki so
vecje od povprecja, imajo pozitivne z-vrednosti in leZijo na desni strani krivulje.
Standardni odklon te porazdelitve je enak 1.

Dobili smo eno samo porazdelitev, ki bo uporabna za vse primere. Hkrati pa smo
sprejeli tudi ceno za to poenostavitev: vsakokrat bomo morali preraCunavati
surove rezultate v z-vrednosti in obratno.

Za vrednosti te porazdelitve lahko sestavimo tabelo, ki bo olaj$ala uporabo. V
tabeli je za vsako vrednost »z« ploS¢ina pod krivuljo »P« (%) in vrednost
ordinate »y«. Ker je krivulja simetri¢na, je v tabeli samo desna polovica. Leva
polovica se od desne razlikuje le v tem, da so vrednosti »z« negativne. Vse
ostalo je enako.
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2. STUDENTOVA ALl »t« PORAZDELITEV

Pojem in znacilnosti

Normalna porazdelitev je za statisti¢no teorijo najpomembnejSa porazdelitev, ni
pa edina. Poleg nje se pogosteje uporabljajo Se vsaj tri: Studentova ali »t«
porazdelitev, hi-kvadrat porazdelitev in »F« porazdelitev. Mnogi pojavi se ne
porazdeljujeo podobno normalni. Zato pride v poStev Se uporaba ostalih.
Graficni prikaz normalne in t- porazdelitve:

normalna porazdelitev

t-porazdelitev

Studentova porazdelitev je zelo podobna normalni: je simetri¢na, ima en vrh in
tudi Se kar zvonasto obliko. Glavna razlika je v tem, da nima enotne oblike.
Njeno obliko doloca Stevilo stopinj prostosti, ki ga poznamo Ze iz hi-kvadrat
porazdelitve. Pri manjSem Stevilu stopinj prostosti je t- porazdelitev bolj
razvlecena od normalne (sploS¢ena), z naraScanjem Stevila stopinj prostosti pa se
po obliki vse bolj pribliZzuje normalni. Enaki sta Sele pri neskon¢nem Stevilu
stopinj prostosti. Zato so vrednosti »t« za enako tveganje vecje od vrednosti »z«.
Pri majhnih Stevilih stopinj prostosti je ta razlika velika, pri vecjih pa vse
manjsa.

Za vrednosti t- porazdelitve tudi lahko sestavimo tabelo, ki bo olajSala uporabo.
Ker tabelo uporabljamo za drugacne namene, kot tabelo normalne porazdelitve
bo veliko krajSa in preprostejSa. Seveda bi lahko namesto tabele uporabljali
enacbo, vendar zaradi zamudnosti to ni prakticno.



Pomen t-porazdelitve v vzorCenju

Na kratko bomo opisali uporabo in mesto t-porazdelitve v vzorcenju. Nekoliko
poenostavljeno bi lahko rekli, da tam kjer se pri velikih vzorcih uporablja
normalna porazdelitev, se pri malih uporablja Studentova. Pravzaprav je njena
uporabnost Se Sirsa.

Mnozica vzorcev in mnozica vseh vzorcev

Za zacCetek izberimo iz osnovne mnozice nekaj deset vzorcev. Kaksni bodo ti
vzorci ali natancneje, kakSni bodo njihovi parametri? Zaradi nazornosti bomo
vzeli za primer kar aritmeti¢ne sredine. Z razmislekom na podlagi vsakdanjih
izkuSenj lahko ugotovimo naslednje:

V vsakem vzorcu bo aritmeti¢na sredina drugacna. To si lahko razloZimo
preprosto s tem, da se enote osnovne mnoZzice med seboj razlikujejo, v vsakem
vzorcu pa so druge enote. [lustrirajmo to s primerom: osnovna mnoZica naj bodo
ucenci, spremenljivka pa njihova starost. Niti dva u¢enca nista enako stara (saj bi
se morala roditi v istem trenutku), zato niti dva vzorca ne bosta imela enake
aritmeti¢ne sredine. Ce se v vzorcu le en uéenec zamenja, bo njegova starost
takoj spremenila aritmeti¢no sredino vzorca. To je teoreti¢na plat zadeve. V
praksi pa starosti u¢encev ne merimo tako natancno — obicajno jo izrazamo v
celih letih. Po tako izrazeni starosti so posamezni ucenci lahko enaki, zato se
lahko zgodi, da imata dva vzorca enako aritmeti¢no sredino. Podobno velja za
vse nezvezne spremenljivke. Zato moramo biti previdni. Prvotno trditev bomo
nekoliko ublazili in rekli: “V sploSnem bo v vsakem vzorcu aritmeti¢na sredina
drugacna”. S tem bomo upoStevali moznost, da se tu in tam kakSni vzorci tudi
ujemajo.

Aritmeticne sredine vzorcev se zgoScajo (porazdeljujejo) okoli aritmeticne
sredine osnovne mnozice. Ce bomo raziskovali starost uéencev osnovne Sole,
bodo aritmeti¢ne sredine vzorcev ve¢inoma okoli enajst let (ker je priblizno
tak$na aritmeti¢na sredina v osnovni mnozici). Ce bomo izbirali vzorce iz
osnovne mnozice dijakov srednje Sole, bodo aritmeti¢ne sredine vzorcev
vec¢inoma med Sestnajst in sedemnajst let (ker je pribliZno takSna aritmeti¢na
sredina v osnovni mnozici). Ce bomo izbirali vzorce iz osnovne mnoZice
Studentov na univerzi, bodo aritmeti¢ne sredine vzorcev ve¢inoma okoli
enaindvajset let (ker je priblizno takSna aritmeti¢na sredina v osnovni mnoZici).
Za nas je bistveno, da parametri vzorcev niso kakrsnikoli, temvec€ se
porazdeljujejo po neki zakonitosti. Da bi opisali in spoznali zakonitosti zvez med



0SNOVNO MNOZico in vzorcem, si moramo zamisliti mnozico vseh moznih
enostavnih sluc¢ajnostnih vzorcev iz neke osnovne mnozZice. Spoznane
zakonitosti mnozice vseh vzorcev bomo uporabili v praksi, ko bomo imeli en
sam vzorec ali kve¢jemu dva. Osnova teh zakonitosti je verjetnostni racun.

Porazdelitev vzorcnih parametrov

Rekli smo, da za velike enostavne slucajnostne vzorce velja, da se njihovi
parametri porazdeljujejo pribliZzno normalno. Za posploSevanje bomo lahko
uporabili zakonitosti normalne porazdelitve. K tej sicer preprosti zakonitosti (ki
jo z nekaj truda lahko tudi sami empiri¢no potrdimo) pa je treba dodati nekaj

opomb:
. Porazdelitev ni nikdar idealno normalna; normalni se le priblizuje.
Cim vegji so vzorci, tem bolj se porazdelitev pribliZzuje normalni.
. Velikost vzorca, pri kateri je porazdelitev pribliZzno normalna, ni za

vse parametre enaka. Za aritmeti¢ne sredine Stejemo, da je dovolj, Ce je
numerus vzorcev najmanj trideset, za strukturne odstotke petdeset, za
variance najmanj sto in za korelacijske koeficiente precej nad sto.

. Normalnost porazdelitve velja brez posebnosti le za aritmeti¢no
sredino; za ostale parametre veljajo Se dodatni pogoji.

To vse pravzaprav vemo Ze iz teorije velikih vzorcev. Zgornje trditve bomo
nekoliko dopolnili. Nadaljevali bomo kar z razlago o aritmeti¢nih sredinah.
Aritmeti¢ne sredine vseh vzorcev se porazdeljujejo v t-porazdelitvi! Ker je pri
vecjih vzorcih Stevilo stopinj prostosti veliko (g=n- 1) lahko Stejemo, da je
porazdelitev skoraj normalna. Za te vzorce lahko uporabljamo zakonitosti
normalne porazdelitve. Napaka bo ob tem ve¢inoma neznatna in zanemarljiva,
korist zaradi enostavnejSih postopkov pa velika.

Ce bi tudi pri manjsih vzorcih delali tako, bi bila napaka prevelika! Zato za male
vzorce dosledno uporabljamo zakonitosti t-porazdelitve.

Zakonitosti t-porazdelitve lahko uporabljamo za vse vzorce (za male in velike).
To je pravzaprav edini zares pravilen postopek. Vendar pri ve¢jih vzorcih lahko
odstopimo od t-porazdelitve in uporabljamo normalno (saj je to lazje).

V danasSnjem casu, ko vecinoma racunalniske obdelave opravljamo racunalnisko,
takSen postopek nima ve¢ smisla. Za racunalnik je vseeno katero enacbo ima v
programu: enacbo normalne ali enacbo t-porazdelitve. Morebiti se res tudi pri
racunalniSki obdelavi prihrani nekaj ¢asa, ¢e uporabljamo normalno
porazdelitev. Toda kaj nam pomeni ¢e racunalnik prihrani eno tiso¢inko sekunde
svojega Casa? Ko bomo ¢akali na rezultate, te razlike Se opazili ne bomo. Preden
bi trenil bomo imeli rezultat po krajSem ali pa po daljSem postopku. Enkrat bo



racunanje trajalo npr. dve tiso¢inki sekunde, drugi€ pa tri. Zato racunalniski
programi v takSnih postopkih uporabljajo le t-porazdelitev.

Reprezentativnost in velikost vzorca

Reprezentativnost vzorca je lastnost, da je vzorec podoben osnovni mnozici, iz
katere je izbran. Glede na to, da so v vzorcu samo enote iz osnovne mnoZzice (in
nobene druge), je vzorec vedno podoben osnovni mnoZici. Cim bolj ji je
podoben, tem bolj je reprezentativen - ima vecjo reprezentativnost. Seveda
Zelimo, da bodo ugotovitve o osnovni mnoZici, dobljene na podlagi vzorca, ¢im
bolj trdne (resnicne, veljavne). Zato je dobro, da je vzorec kar najbolj podoben
osnovni mnozici; da je kar najbolj reprezentativen. Obicajno ne bo zadosti, da je
vzorec podoben osnovni mnoZici le po eni spremenljivki. Zelimo, da ji je
podoben po vseh tistih spremenljivkah, ki jih prou¢ujemo; Se najbolje bi bilo kar
po vseh — tudi tistih, ki jih ne prou¢ujemo! Za lazje razumevanje nadaljnje
razprave, bomo zadevo poenostavili in zacasno obravnavali podobnost po eni
sami lastnosti.

Na reprezentativnost vzorca lahko vplivamo z velikostjo vzorca in z na¢inom,
kako ga izberemo. Kaj lahko doseZemo z velikostjo?

Cim vegji del osnovne mnoZice je izbran v vzorec, tem bolj bo vzorec podoben
0Snovni MNoZici.

Najmanj reprezentativen bo vzorec, v katerem bo le ena enota!
(numerus vzorca je ena)

Najbolj reprezentativen je vzorec, v katerem so vse enote iz osnovne mnozZice!
(numerus vzorca je enak numerusu osnovne mnozice)

V drugem primeru je reprezentativnost vzorca popolna — vzorec je enak osnovni
mnozici. Z vidika reprezentativnosti bi bila to najboljsa reSitev; vendar v tem
primeru ne bi od vzor¢enja imeli nikakrS$ne koristi. Z vidika reprezentativnosti bi
bilo dobro imeti kar najvecje vzorce, z vidika ekonomi¢nosti pa kar najmanjse.
Pri dolocanju velikosti vzorca bo potemtakem vedno treba upoStevati oboje —
reprezentativnost in ekonomi¢nost. Vecinoma v pedagoskih raziskavah
predstavljajo vzorci komaj nekaj odstotkov osnovne mnozice.



Veliki in mali vzorci

Obicajno imajo vzorci v pedagoskih raziskavah od nekaj deset enot pa do nekaj
sto enot; vzorci z ved kot tiso& enotami so zares redki. Ce bi nas v neki raziskavi
zanimale, npr. le ocene u¢encev na prehodu iz razredne stopnje na predmetno
stopnjo osnovne Sole, ne bi bilo pretirano tezZko obdelati vzorca, ki bi imel nekaj
tiso¢ enot. Podatke bi izpisovali 1z Solske dokumentacije in bi bilo skoraj vseeno,
ali na Soli vzamemo nekaj deset ucencev ali pa vse ucence. Dela bi bilo le malo
ve¢ — podobno tudi pozneje pri vnasanju teh podatkov v racunalnik. V takSnih
primerih bi se lahko odlocili za zelo velike vzorce. Ker pa pogosto raziskave ne
zajemajo tako preprostih empiri¢nih podatkov, zares veliki vzorci ne bodo pogost
pojav. Najveckrat velikosti vzorcev ne presegajo nekaj sto enot.

PosploSevanje na osnovno mnozico je tem bolj zanesljivo, ¢im vecji so vzorci (s
tega vidika bi bilo najbolje vzeti kar celo osnovno mnozico!). Ekonomicnost
dela je z druge strani v prid manjSim vzorcem. Konc¢na odlocitev je vedno
odvisna od konkretnih okoli$¢in vsake raziskave.

Pri manjsih vzorcih nasploSno moramo biti bolj previdni in zato bolj dosledni pri
upoStevanju vseh okoliS¢in vzorcenja. Naceloma veljajo za manjSe in vecje
vzorce enake statisticne metode. Vendar je praksa pokazala, da pri vecjih vzorcih
lahko brez vecje Skode postopke poenostavimo.

Zato v praksi razlikujemo velike in male vzorce. Ostre meje med njimi ni. Za
nekatere postopke velja meja trideset: vzorce z manj kot tridesetimi enotami
Stejemo kot male, z veC kot tridesetimi enotami pa kot velike; za nekatere
postopke je ta meja sto enot (ali pa celo Se vec).

Za male in velike vzorce lahko uporabimo rigorozne metode: za male je to
obvezno, za velike pa stvar odlocitve (obi¢ajno se odlo¢imo za poenostavljene
metode).

Povejmo to enostavno: ¢e je neka metoda uporabna za male vzorce, je tudi za
velike — saj so veliki vsaj takSni kot mali (vsaj tako “dobri””). Obratno pa ne velja,
saj, kar je dopustno za velike vzorce, ni vedno dopustno tudi za male.

Zaradi nastetega se v pedagoskih raziskavah izogibamo malim vzorcem. Ce je le
moZzno, nacrtujemo raziskave tako, da vzorci presezejo sto enot. Vendarle pa
povsod to ni mozno. V¢asih so enote tako razprSene, da bi le z velikim trudom
dosegli Zeljeno velikost vzorca. Se pogostejsi so primeri, ko to pravzaprav sploh
ni moZno. Pedagoski proces poteka pogosto v skupinah, ki jith ne moremo
poljubno povecevati. To je razred ali vzgojna skupina. Za primer vzemimo
pedagoski eksperiment pri pouku. Lahko ga naredimo le v razredu. Nikakor ni
mozno zaradi teznje po velikih vzorcih dati v razred sto ucencev in nato v
takSnem »razredu« izvajati eksperiment. Vc¢asih lahko delamo eksperiment
paralelno v ve¢ oddelkih in nato Stejemo vse oddelke kot en vzorec. Vedno pa to
ni mogoce. Zato bomo vcasih vendarle delali z malimi vzorci.



Odvisni in neodvisni vzorci

Pri postopkih primerjave dveh osnovnih mnozic se sreCamo s pojavom odvisnih
in neodvisnih vzorcev. Neodvisna vzorca dobimo, e se pri izbiri vzorca iz druge
mnoZice ne oziramo na to, kako smo izbrali vzorec iz prve mnoZice. TakSna
vzorca imata obicajno razli¢en numerus, lahko pa imata tudi enakega (to tukaj ni
bistveno).

Odvisne vzorce dobimo, kadar se pri izbiri drugega vzorca ravnamo po tem,
kako je bil izbran prvi vzorec. Najpogosteje dobimo odvisne vzorce na dva

nacina:

1. Iz prve osnovne mnozice izberemo neko enoto za prvi vzorec. Nato
v drugi osnovni mnoZici poiS¢emo ¢imbolj podobno enoto. Ti enoti
tvorita par dveh kar najbolj izenacenih enot. Drugo enoto uvrstimo v
drugi vzorec. Tako izbiramo pare in jih nato delimo v dva vzorca, dokler
ne dobimo vzorcev z Zeljenim numerusom. TakSna vzorca sta odvisna.
Rezultati enega vzorca so odvisni od rezultatov drugega. Vzorca imata
tudi enak numerus (saj sta sestavljena iz parov). TakSen postopek
imenujemo postopek izbiranja po parih (ali Se pogosteje: izenalevanje
po parih). Tudi, ¢e bi enote za prvi vzorec izbirali slu¢ajnostno, za
drugega ne bi mogli. Zato to niso obicajni slucajnostni vzorci.
Uporabljamo jih za posebne namene; obiCajno takrat, ko bi radi dobili
dve zelo izenaceni skupini (kot vzorca). [zenacene skupine na zacetku
neke vzgojne akcije omogocajo boljSo primerjavo na koncu. Zato
odvisne vzorce le redko izbiramo na prej opisani nacin. Obicajno to
naredimo tako, da izbiramo pare iz neke mnoZice in jih nato razdelimo
na dve skupini. Ti skupini pozneje pojmujemo kot vzorca iz dveh
hipoteticnih mnoZic. Zato so odvisni vzorci poseben primer namenskega
vzorcenja. Ker gre v resnici za tezZnjo izenaciti vzorca, se ta postopek
imenuje tudi izenacevanje po parih.

2 . Priistih uéencih dvakrat ponovimo neko merjenje (npr. testiranje
znanja, anketiranje itd); recimo pred neko vzgojno akcijo in po njej.
Tako predstavlja vsak ucenec par sam s seboj. Iste u¢ence na zacetku
pojmujemo kot en vzorec, pri drugem merjenju pa kot drugi vzorec. To
sta odvisna vzorca; ta sta Se bolj podobna in odvisna kot pri
izenaCevanju po parih.



Odvisni vzorci se drugace obnasajo kot neodvisni. Glavna razlika je v tem, da so
standardne napake za odvisne vzorce manjSe kot za neodvisne. Ta korist je tem
vecja, ¢im bolje nam uspe izenacevanje parov. To lahko presodimo po visini
korelacije med rezultati obeh vzorcev (¢im bolje je uspelo izenaCevanje, tem
mocnejsa je korelacija).

Redki so primeri odvisnih vzorcev, kadar gre za vecje vzorce. Skoraj brez izjem
gre pri odvisnih vzorcih za male vzorce.
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