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LIMITE IN ZVEZNOST

LIMITA ZAPOREDJA

Stevilo L je limita zaporedja (xn), ¢e so za dovolj velike n Stevila xn blizu L.

NatancCneje, L je limita zaporedja (xn), Ce velja:
za vsako pozitivno Stevilo € obstaja tako naravno Stevilo N, da je xne(L- €,L+ €), za vse n>N.

Pisemo L =lim x

LIMITA FUNKCIJE

Stevilo L je limita funkcije £ pri tocki a ¢e velja:

za vsako pozitivno Stevilo € obstaja interval I okoli toCke a, da je f(x)e(L-¢,L+¢&) za vse x iz
L
Fisemo L =lim f(x)

Limito pri a=+0 interpretiramo tako, da za interval I vzamemo primeren poltrak (z, +0).

Tedaj lahko limito zaporedja gledamo kot posebni primer limite funkcije x(n), ko gre n proti
+[.



ZAPOREDJA, PODANA S REKURZIVNIM PRAVILOM

( x0=1 zacetni Clen o
xnt+1=xn+3 rekurzivno pravilo
x1=1+3=4
x2=4+3=7
x3=7+3=10
1,4,7,10,... aritmetiCno zaporedje
\_ Y,
( x0=1 zacetni Clen o
xn+1=3xn rekurzivno pravilo
x1=3
x2=9
x3=27 N _
L 1,3,9,27,... geometriCno zaporedje
\_ y,




/ x0=0.1 xn+1=2xn(1-
xn)
x1=2-0.1-(1-0.1)=0.18

x2=2-0.18 - (1-0.18)=0.2952
x3=2 - 0.2952 - (1-0.2952)=0.41611392

0.1, 0.18, 0.2952, 0.41611392, ...0 ?
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\ Limita je 0.5




10.2

/ x0=0.2 xn+1=2.9 xn(1-xn)
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Limita je 19/29!




x0=0.2222 xn+1= 4 xn(1-xn)
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Zaporedje je kaotiCno — nima limite!




-
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xn+1=4 xn(1-xn)

x0=0.2 x0=0.21

Zaporedje je zelo obcCutljivo na zaCetno vrednost (in torej tudi na raCunske
napake)!

J




NARASCAJOCA ZAPOREDJA IMAJO LIMITO

Zaporedje (xn) je narascCajoce, Ce je x1 <x2<x3 <.
Ce je (xn) navzgor omejeno, ima natanc¢no zgornjo mejo L.
Pokazimo,daje L =lim x,
( : . . :
" |zberimo pozitiven €: potem je L-€ manj od L.

= Zaradi lastnosti natancne zgornje meje obstaja tak N, da je
5 Yy letarascajoce, zato za vsak n> N velja L-e <xn <L.

A

" Za poljuben € so pozni Cleni zaporedja €-blizu L, torej je L=
lim xn.

Vsako naras€ajoCe, navzgor omejeno zaporedje ima
limito.

Ce je narastajoce zaporedje neomejeno, reemo, da je njegova limita +0.

Analogno premislimo primer padajocCih zaporedij.



-

x0=0.2 xn+1=2xn(1-
xn)

xn+1-xn = 2 xn(1-xn)-xn = xn(1-2xn)

Ceje0<xn<0.5,je xn<xn+l.

Povrhu, Ce je 0 < xn £ 0.5,

je xnt+tl=2xn(1l-xn) <0.5

Zaporedje je naraSCajoCe in omejeno, torej ima limito.




RACUNSKA PRAVILA ZA

LIMITE
ézrgljajo za zaporedja in za funkcue)
je limf, =L, limf, =L,,

potemje lim(f,+f,] =L, +L,
lim( f, = f,) =L, -
lim( f, %f,) = L, XL

lim£:— (Ceje L, #0)

f L

Povrhu, ¢eje lim f,(x) = L, in je lim f,(x) =L,, potemjelim f,( f,(x)) = L

X -d x> L 1 X -a

Pravila smemo uporabiti le kadar limite obstajajo!



ZVEZNE FUNKCIJE

Funkcija f je zvezna pri tocki a, ¢e je fdefinirana v a itijg f (x) = f (a)

X —-d

Funkcija fje zvezna, Ce je zvezna pri vseh toCkah kjer je
definirana.

Primeri: vse elementarne funkcije, veCina funkcij, ki
nastopajo pri modeliranju naravnih procesov.

Alternativna definicija:

Funkcija fje zvezna pri toCki a, Ce je v tej toCki definirana in Ce za vsak pozitiven &
obstaja tak interval I okoli toCke a, da je Iffa)-f(x)|<€ za vse x€l.

Intuitivno: funkcija je zvezna pri a, Ce je za x, ki je blizu a, vrednost f{x) blizu f{a).
Funkcija n spremenljivk je zvezna pri neki toCki v IRn Ce je v tej tocCki definirana in
se njena limita pri tej toCki ujema s funkcijsko vrednostjo.

(npr. f(a,b)= lim f(x,y))

~(a,b)



ZVEZNOST ELEMENTARNIH FUNKCIJ

[ fg: AT B zvezni funkcij

lim( f +g) (x) =lim £ (x) +lim g(x) = f (a) + g(a) =( f +£) (@)

X —=da

0 f+g je zvezna.

< Podobno sklepamo za ostale racunske operacije.

f-Al B, g: Bl C zvezni funkciji

}Ciflc}g(f(X)) - g(}}f{}f(X)) =g(f ()
[ gof je zvezna.

Vse osnovne funkcije so zvezne, racunske
operacije in sestavljanje funkcij pa ohranjajo
Zveznost.

Vse elementarne funkcije so zvezne.




PRINCIP SENDVICA

Ce se v zaporedju vloZzenih zaprtih intervalov
lal,b1] 2 [a2,b2] 2 [a3,b3] 2 ...

dolzine intervalov manjSajo proti 0 (tj. lim(bn-
an)=0),

potem je v njihovem preseku natanko ena tocka

/\\1/\\‘ — A L [N 1’/_\ l//\
i l i [ — i l |
al a2 a3 b3 b2 bl
L
| |

Leva krajiSCa intervalov so naraSCajoCe omejeno zaporedje, zato imajo
limito A. Desna krajiSCa so padajoCe omejeno zaporedje in imajo limito B.
Presek vseh intervalov je ravno interval [A,B].

Ne more biti A < B, ker v zaporedju obstaja interval krajSi od B-
A. Zato je A=B in v preseku je samo ena tocCka.



LASTNOSTI ZVEZNIH FUNKCIJ

Vsaka zvezna funkcija f:[a,b] 1 je omejena

Sklepali bomo s protislovjem in ovrgli moznost, da je f neomejena.

la,b] razpolovimo: Ce bi bila f neomejena, bi morala biti neomejena vsaj
na eni izmed polovic. To polovico Se naprej razpolovimo in sklepamo
enako: vsaj na enem delu je f neomejena. Z nadaljevanjem postopka
dobimo padajoCe zaporedje intervalov na katerih je f neomejena in je
vsak polovica prejsnjega, torej gredo njihove Sirine proti O.

Naj bo p toCka, ki je po principu sendviCa presek teh intervalov. Po
konstrukcliji je f neomejena na vsakem intervalu, ki vsebuje p. Po drugi
strani je f zvezna pri p, zato na nekem intervalu okoli p velja f{x)l[f(p)-1,
f{p)+1]. Dobili smo, da je na nekem intervalu okoli p funkcija f hkrati
omejena in neomejena.
Privzetka, da je fzvezna in obenem neomejena si
nasprotujeta. Torej, Ce je f zvezna, potem mora biti
omejena.



Vsaka zvezna funkcija f: [a,b] 1 zavzame maksimum in minimum.

Vemo ze, da je zaloga vrednosti funkcije f omejena, zato ima
natancno zgornjo mejo M. Denimo, da f ne doseze vrednosti M v
nobeni toCki intervala [a,b]. Potem predpis

1
“”_M—ﬂm

podaja zvezno funkcijo g:[a,b] [ R. Obenem je razlika M- f(x)
poljubno blizu 0, zato je funkcija g neomejena. To pa je v protislovju z
ugotovitvijo, da je g zvezna, zato sklepamo, da je f{x)=M za nek
x€la,b], tore] f zavzame maksimum M na [a,b].

Podobno sklepamo, da f zavzame tudi minimum na intervalu [a,b].



Zvezna funkcija f:[a,b]0; zavzame vse
vrednosti med minimumom Iin maksimumom.

a

Privzemimo f(a)<f(b) in
izberimo neko vmesno f(b)

Mnozica vseh x € [a,b] za v
katere velja fix) <vje

neprazna in omejena, zato fla) 1=
ima natancno zgornjo ; e

vrednost v: fla)<v<f(b). /\/_\

mejo, ki jo oznaCimo s c. a b
Trdimo f{c)=v.
Res, f{c) ne more biti vecji od v, saj so poljubno blizu ¢ toCke v katerih so vrednosti f

anjse od v. . o - : . : :
B]o oﬂrugl strani pa f(c) ne more biti niti manjSi od v, saj so v vseh toCkah intervala, ki so
desno od ¢ vrednosti f veCje od v.

Ostane le Se moznost f{c)=v, kar pomeni, da na poljubnem intervalu znotraj
podrocCja definicije funkcija f zavzame vse vmesne vrednosti. Posebej to velja
za vse vrednosti med minimumom in maksimumom.



Zvezna funkcija definirana na zaprtem intervalu
zavzame minimum, maksimum ter vse vmesne
vrednosti.

Njena zaloga vrednosti je zaprti interval [min f, max f].

EnaCba—fx)=cimareSitev na intervalu [a bl Ce je ¢ v zalogi vrednosti
funkcije f: [a,b] 0 ;. Ce je funkcija zvezna, je dovolj preveriti, ali f
zavzame vrednost, ki je manjSa od ¢ ter vrednost, ki je vecCja od c.

Ali je enaCba x4-x-3=2 reSljiva?

Funkcija f{x) = x4-x-3 je povsod zvezna, f(0)=-3in f(2)=11.
Sklepamo, da ima enacCba x4-x-3=2 vsaj eno resitev na intervalu [0,2].

V sploSnem ugotavljamo resljivost enacbe f{x) = ¢ na intervalu [a,b] tako, da
poiSCemo minimum in maksimum funkcije f na intervalu [a,b] in preverimo, ali se
¢ hahaja vmes.




BISEKCIJA - DOLOCANJE NICEL ZVEZNIH FUNKCIJ

f(x)=x>—-5x"+5

AN

Niclaje =~ 4.78



/ Enacbo x=e-x resSi na dve decimalki \
natancno.

y=e-x

y=X

Prevedemo na: x-e-x=0




/Iééemo niclo funkcije f{x)=x-e-x
f0)=-1, f(1)=1-1/e~0.63, torejima f niClo na intervalu [0,1]

1{0.5)=-0.106, zato nadaljujemo na intervalu [0.5,1]
1{0.75)=0.277, zato nadaljujemo na intervalu [0.5,0.75]

1(0.62)=0.082, zato nadaljujemo na intervalu [0.5,0.62]

(ker i5Cemo reSitev na dve decimalki natancno, ni potrebno racunati £f{0.625))

1(0.56)=-0.011, zato nadaljujemo na intervalu [0.56,0.62]
1(0.59)=0.035, zato nadaljujemo na intervalu [0.56,0.59]

1{0.57)=0.004, zato nadaljujemo na intervalu [0.56,0.57]

Prvi dve decimalki vseh Stevil na intervalu [0.56,0.57] se ujemata, zato lahko

postopek bisekcije ustavimo in za priblizno reSitev vzamemo_x=0.56 .
(natanénejsa resitev je x = 0.5671432986 — racunanje z bisekcijo bi zahtevalo $e dodatnih 25 korakov)

/




Ekstrem na polodprtem intervalu

fila,b) -~ zvema lim f(x)= +o

Funkcija je navzgor neomejena, zato nima maksimuma.
Minimum na intervalu [a,b’] obstaja zaradi zveznosti in je obenem minimum na
[a,b).



Ekstrem na heomejenem intervalu

f: - zvezna, lim f(x)=+o

xX-x

Funkcija nima
maksimuma, minimum na "7} 77T e
[a,b] pa je obenem
globalni minimum.

\/ b

Polinom sode stopnje ima vedno en globalni ekstrem: minimum, Ce je
vodilni koeficient pozitiven, oz. maksimum, Ce je vodilni koeficient

neaqativen
~J




Ekstrem in asimptota

Funkcija, ki ima vodoravno asimptoto, zavzame vsaj enega izmed
ekstremov.



EKSTREMI FUNKCIJ VEC SPREMENLJIVK

Ali so tudi v jn obmocCja, za katera vsaka zvezna
funkcija n spremenljivk f: A0; zavzame minimum in
maksimum?

Al in e zaprta, Ce vsebuje vse svoje robne tocke.

a Je robna tocka A Ce so v njeni blizini =
tocke, ki so v A in toCke, ki niso v A. == ——." robna totka

-
- =~

Krogu.

omejena neomejena "~~—____-- -



A
fsrs 1<y <3
-1<y <
>
zaprta in zaprta, ni omejena
omejena
X#Yy

omejena, ni zaprta ni zaprta, ni
omejena



Presek zaporedja vedno manjsih zaprtih in omejenih mnozic v jn je ena
toCka.

Podobno kot za funkcije ene spremenljivke premislimo, da je zvezna
funkcija f: Al ;, definirana na zaprti in omejeni mnozici Al jn
omejena. Dodatno ugotovimo, da zavzame natancno zgornjo in
spodnjo mejo.

Zvezna funkcija na omejeni in zaprti
mnozici zavzame maksimum in minimum.

r

f: %5  zveznain
f(x,y) > +0 za x > owaly - o

Funkcija f zavzame minimum.




ASIMPTOTE

Pol pri b:

lim f(x) =- +c0 ali Ezrbl f(x)=- —

X—>b

Al

Vodoravna asimptota:

lim f(x) =k

X —» 00



POSEVNA ASIMPTOTA

A
y=f( 7 lim f(x)—(kx+1) =0
Ty = hoct]
, 4 )
X0 x
// 5 [ =lim f(x)—kx




-~

f(x):\/x4 +3x° +5—x°

Vx*t+3x*+5-x?

x*+3x*+5-x*

k =1lim =lim =
X — 0 X XHDOX( [X4 +3X3 +5 +X2)
5
3+
3 4 3
=lim S =lim X :%

X — 00 4 3 2 X — 00
x(Vx*+3x° +5+x%) /1+3+54+1)
X X

l=lim\/><4+3x3+5—x2 —%x

X - 00

x4+3x3+5—x4—3x3—2x2

= lim 3
o \/x4+3x3+5+x2+2x
5—gx2 9
=lim 4 =——
X — 00 8

\/x4 +3x° +5+x° +§x

\

AN

. 3 9
Asimptota: = —X——
P y 5 3




REKURZIVNA ZAPOREDJA

Xx,=a x.,.,=[(,), n=01273..

x, =1 x, =x_ +0.5

(aritmeticno zaporedije)

X, =1 x, =1.25% _

(geometricno zaporedje)

A4



Xx,=a x.,=[(,), n=01273,..

Privzemimo, da je fzvezna.

Ce zaporedje konvergira, potemza x =lim x_ velja
x=lm f(x,,) = f(im x,_,) = f(x)

Edine mozne limite rekurzivhega zaporedja so resitve enacbe f{x)=x.

ToCka x je negibna toCka preslikave f, Ce velja f{x)=x.

Negibne toCke f so edini kandidati za limite rekurzivnega zaporedja, doloCenega z f.

Ali zaporedje konvergira in katera negibna toCka je limita, je odvisno od
zaCetnega Clena.



Obstoj limite: grafi€no
X2_1 +4 B X2 +4

X =05 x, =—""— x=—— [0 2x*=x*+4 0O x==%2
2X. 2X

o —_—
- X
o
o
o
5
S
o
o
o
o
o
5
S
\"’
o
e
\"’
x n o~
R
=
-~
o
o
o
o

0.50
4.25

2.59
2.07 =
200 y= -

2.00

g A WO NN P O |3

2.07 2.59 4.25
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Obstoj limite: analitiéno

Ce za primeren k <1 velja
| f(X)—f(x)] < ktx-x'l zavse x,x 0I,
potem pravimo, dajefunkcija f skrcCitevnaintervalu 17,

Privzemimo, da je f skrCitev na intervalu I okoli negibne toCke x.
x, U U fx—x, [ Hfx)-f(x,)] <k|x—x,|

lx—x, . | <k"|x—x | O liifnxn =X

n+m

Za takSno negibno toCko pravimo, da je privlaCna negibna toCka
(atraktor).

Rekurzivno zaporedje, ki se pribliza privlacni
negibni tocki, proti tej tocki tudi konvergira.

| f'(x)] <1 O x je privlacha negibna tocka.



x, =ax, _,(1—-x _)

n

(f (x)=ax(1—x))

X = f'(x)=2—-a

Negibna toCka je privlaCna, Ce graf
funkcije poteka skozi senCeno
obmocje.

a =2,2.9 priviaCcni negibni tocki
a=4 odbojna negibna tocka




Obnasanje zaporedja

X 0.2, xn+1 =a X, >{1—xn)

| m mm

il




VRSTE

Ali je mogocCe seSteti neskoncno Stevil, npr. vse Clene nekega zaporedja?

X, +x, +x, +...=7?

1 1
+ T+
16 32

1 1 1
—+ 4+ +
2 4 8




X, tXx, +x;, +...

Vsoto vrste opredelimo kot limito zaporedja delnih vsot.

X, +x, +x;, +... :hgnsn



=AW e

4 ™
a+aq+aq’ +...+aq"”" +...=7? (geometrijska
vrsta)
— 2 n—-1 __ 1_q
s, =—a+taq+taq +...taq =a
¢
1-q" _[] —— = m-l<g<I
lim a =0 1—q
n 1—q ) B
H1e obstagja zaqgll(—L11)
\ Y,
4 R
1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t+—+—+..+ +..=7 =———
2 6 12 20 k(k +1) k(k+1) k k+1
1/ 171/ 11, 1 1 1
s, =(1=A)+(Z =D +(F—=) +...+—~ =1-
n = 2) (2 3) (3 4) n n+1 n+1
lim 1—L =1
_ n n-+1 )




Harmonicna vrsta 1+l +1 +l +...+l +...="?
2 3 4 k

1 1 1 1 1

s =l+—+—+—+._. +—=) —

2 3 4 n ;k

=

o
I
o

58 1688 158 200 250 e} 50 4680 450 Lea

1 (1 1}|1 1 1 1|1 1 1 1
1+—4 -+ —+—+—+ [ H . +—|H—+. +—+..
2 {3 4}[5 6 7 8}{9 16} {17 32}

1 1 1 1
= = > >_

2 2 2 2

Ceprav se sumandi manj3ajo, je vsota neskonéna!



VRSTE S POZITIVNIMI CLENI (xn = 0)

Zaporedje delnih vsot je narasScCajocCe.

[0 Limito ima, ko je navzgor omejeno.

Primerjalna kriterija za konvergenco vrst

. 0=sx =<y

iy" obstaja [ ixn obstaja
1 1

1. 0<x,y.,inje lim % =C #0,0 (tj. Cleniobehvrst soprimerljivo veliki)
s

iyn obstaja < ixn obstaja
1 1



Geometrijska vrsta: ~ » q" konvergiraza q <1
1

- <1 |
Harmoni&na vrsta: Zn— onvergiraza r >1
1

Vrsto lahko sestejemo, Ce gre splosni Clen dovolj hitro proti O.

Hitrost konvergence ocenimo tako, da poiSCemo primerljivo
geometrijsko ali harmonicno vrsto.

(

i(\/n?’ +1-+/n° —1) =7

n=1

2

NN i Gl ol Gl V8

. Jn® +1++/n’ -1 : JnP+1++/n’ -1

Ker je r :g >1,vsotaobstaja.

je primerljivo z

i( Jn? +1-n* 1) =3.024

n=1

o

n




SPLOSNE
VRSTE o 0
len| obstaja [ an obstaja
1 1

Ogledamo si, kako se spreminjajo delne vsote: razlika med m-to in n-to delno vsoto je lxm+...+
xnl, kar je manj od lxml+...+| xnl, kolikor je razlika delnih vsot vrste iz absolutnih vrednosti. Zato,
Ce konvergira vrsta iz absolutnih vrednosti, konvergira tudi osnovna vrsta.

ALTERNIRAJO(v:E
}«laIJRSTIlE + +  pri . . . o
——+= Z ., pri kateri prirejena vrsta iz absolutnih vrednosti divergira?

X, =2X,=2X,=2...20, limx =0 [J

n

za delne vsote velja: s, <s, <s, <...<s. <s, <5, /\
bk | [\

Razlika dveh zaporednih delnih vsot gre proti 0, zato po \{@‘j‘ T
principu sendviCa zaporedje delnih vsot konvergira. Razlika

med delno in celotno vsoto je manjSa od prvega Clena, ki ga

izpustimo.

S=x —Xx,+tx,—x, ... obstajain |S -S, < Xn+1
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