Povprecje, varianca, standardni odmik in napaka povprecja

Osnovni parametri, Ki opisujejo vzorce in populacije so:

1<
* povprel je - X = ﬁz Y,
i=1
* modus -  vrednost, ki jo ima najve¢ objektov (meritev) v modus{ x,,X,,..,.X,,..X, } =x, < max{f(x.)}
VZOrcu, 12220 m i i
* mediana - vrednost, ki razdeli vzorec z N objekti = l[x +X, v, [, ali
(meritvami) na dva $tevilcno enaka dela, ki mediana % £ ;1)
imata po delitvi ali N/2 (sodi vzorci) ali (N-1)/2
objektov (lihi vzoreci). X ediana — X N41

N

Six -5 Y- ¥
-1 i=1 N

V= 1 — i=1

varianca - povprecni kvadrat odmikov posameznih

vrednosti od sredis¢a vzorca. N-1 N =1
N -, A )
D IEREIMIMEERT) R
. . . . 2 i=1 i=1 i=1
» standardni odmik - kvadratni koren variance. s = \/; = =
N -1 N -1
* razpon - razlika med najmanjso in najvec jo vrednost jo _ _
iste lastnosti objektov v populaciji Razp ON = Xynax — Xinin
o S
* napaka povpreé ja - je odvisna od velikosti vzorca (N), medtem §5: = \/ﬁ
ko standardni odmik ni!



Napovedna statistika

Nicelna hipoteza

Osnova napovedne statistike je preverjanje hipotez: njihova potrditev ali zavrnitev. Najbolj obi¢ajna
hipoteza v statistiki je nicelna hipoteza H,, ki trdi, da med povprecno vrednostjo meritve g in
poznano (standardno) vrednostjo povprecja p, ni razlike. Besedo “razlika” moramo pojmovati v
statistic nem smislu, se pravi, da testiramo, ali obstaja med srednjo vrednostjo, ki jo izmerimo na
danem vzorcu g, in srednjo vrednostjo populacije u, signifikantna razlika ali ne. Z drugimi
besedami: testiramo, ali je preiskovani vzorec vzet iz znane populacije ali ne.

Nasprotje nicelni hipotezi je hipoteza H,, imenovana tudi alternativna hipoteza in jo vedno lahko
izoblikujemo v eni od treh moznih razlicic:

L # o
2. > Mo
3. Ha < Ho

Zato da ugotovimo ali potrebujemo enostranski ali objestranski test moramo vedno oblikovati
alternativno hipotezo H,. Prva oblika zahteva obojestranski, drugi dve pa enostranski test ni¢elne
hipoteze.

Pri testu s katerokoli hipotezo je potrebno vnaprej predpisati kriticno mejo ali interval zaupanja, se
pravi tveganje «, S katerim bo odloCitev o hipotezi sprejeta ali zavrZzena. Brez vnaprej
predpisanega tveganja, odlocitve ne moremo narediti. V najvecjem Stevilu primerov privzemamo
(predpisemo) 5 % tveganje.



Primerjava povprecja s kriticno vrednostjo

Nicelno hipotezo Hy, da se izmerjeno povprec je X ne razlikuje od standardne vrednosti y,, lahko
potrdimo s tveganjem a, Ce je kriti¢na vrednost z, manj$a od vrednosti v tabelah:

=|)?—ﬂo| _ ’;_ﬂo’

o o/In

X

| | meritev

12| mepitey < ‘Z|rabe/e,a = hipoteza sprejeta

2l merity =Flmeritev < Wtabele,a,ps = hipoteza sprejeta

Dvostranski test

>

f(x)]

z =1.96 (iz tabele)

2.5% 2.5%

I |
1.96 0 L1960

Ho \/—ﬁ o Ho \/ﬁ
V tabelah gledamo vrednosti pri a/2

N4A 4




Primerjava povprecja s kriticno vrednostjo

12| meriter < |Z|7‘abe/e,a = hipoteza sprefeta

2l meritv =Hmeritev < tabele,a,ps = hipoteza sprejeta

Enostranski test

A

f(X)

= 1.65 (iz tabele)

5.0%

N4A 4

V tabelah gledamo vrednosti pri a



Napaki I in Il reda (napaki eain B)

Pri testiranju nicelne hipoteze H, bo odgovor vedno padel v eno od §tirih moznih kategorij.
Obstajata dve moznosti glede na dejansko stanje, ko H, drzi ali ne, in dve glede na ugotovitev testa,
ki Hy bodisi potrdi bodisi ovrze.

Napaka I reda ali Dejansko stanje

napaka Q, je HO drzi HO ne drzi
obi¢ajna napaka, ki
izvira iz tveganja, Izid testa:
predpostavljenega,
z dolo¢itvijo vred-
nosti intervala Hy drzi 1z <1Zean ]
zaupanja « (od tod
tudi ime).

napaka B

Zta'b Z'Eab

Napaka 11 reda ali
napaka g, je veliko Izid testa:
nevarnejsa, ker je
ne moremo Hone drzi  |z,|21Zwpl
identificirati
(odkriti). To je >
napaka, ko Ziin -
preiskovani vzorec tab
izgleda pravilno (hipotezo H, potrdimo), v resnici pa bi jo morali zavreci. Vzrok temu je premalo
oblutljiva metoda ali sistemska napaka, ki potisne meritve proti “pri¢akovanim” vrednostim. Na
napako 1 reda nas opozori Ze sam rezultat, ker je veCinoma v navadi, da slabe rezultate veckrat
preverjamo, dobre, to je tiste, ki se ujemajo s hipotezo, pa ne. V jeziku logike je napaka | reda
(napaka «) “false positive”, napaka Il reda (B) pa “false negative” rezultat.

napaka a
OK




Primerjava dveh povprecnih vrednosti, Z-test, skupna varianca

Veliki vzorci:_n; in n, > 30

Pri velikih vzorcih, etudi vrednosti x niso normalno porazdeljene, so njihova povprec ja X porazdeljena
normalno in prav tako tudi razlike x, - X,. Zaradi tega lahko pri testiranju nic¢elne hipoteze, ki se glasi:
X, = X, (ali, kar je isto: x; - X, = 0), uporabimo kot merilo kriticno vrednost z pri intervalu zaupanja:

BT

|2l — - 2| meritey < |z|mbe/e’0[ = hipoteza sprejeta
% 91, %
non

V zgornjem izrazu smo upostevali, da je teoreti¢na srednja vrednost razlik med povpredji razli¢nih
vzorcev v poljubni populaciji enaka O (y, = 0).

Varianca vsote ali razlike meritev v velikih vzorcih je enaka normalizirani vsoti varianc vseh posameznih
vzorcev:

2 2 2 2
» o; . o, . o; - o,
Crivins v = et —
S 2L AR
n n n. n
1 2 3 m

Za potrditev nicelne hipoteze H,, da je x; = X, ob 5 % tveganju (2.5% na vsaki strani normalne
porazdelitve), je Z..,= 1.96. Alternativna hipoteza H,: X; # X,

V primeru, ko testiramo z enostranskim testom, to je test z alternativno hipotezo H,, da je x, bodisi

vec ji bodisi manjsi od X,, moramo v tabelah za z-test poiskati mejo, ki na vsaki strani oddeli 5%
vzorcev. Ta meja je Z, e, = 1.645.



Primerjava dveh povprecnih vrednosti, t-test, skupna varianca majhnih vzorcev

Primer: majhni vzorci: n; in n, < 30

Pri majhnih vzorcih je treba upoStevati, da se povprecne vrednosti ne porazdeljujejo z normalno
porazdelitvijo. Zaradi tega izraCunana varianca malega vzorca s ni dober priblizek variance
celotne populacije o. Prvi korak k primerjavi povprecij dveh vzorcev je ta, da preverimo ali
varianci obeh vzorcev pripadata isti populaciji ali ne. Za to opravimo z F-testom, ki je obdelan v
naslednjem poglavju.

Ko z F-testom ugotovimo, da sta obe varianci statisticho enaki (pripadata isti populaciji), lahko
izracunamo skupno varianco obeh vzorcev (pooled variance za majhne vzorce) na naslednji nacin:

k

2 (m - 1)s? + (n, - 1)522 , Z(ﬂf ~1)s7
v i1

n+n -2 splosno = S, = =

21:(”/ -1)

‘S'paa/ed =

Stevilo prostostnih stopenj je n,+n,-2

Poseben, a zelo pogost primer je izra¢un skupne (pooled) variance k vzorcev, ki imajo vsak le po dve
meritvi X;; in X,:

1 124 132 1.280 20.080 0.0064
2 156 133 1.445 0.230 0.0529
k [x1p-x2p| 0.165 0.0593 wsota
Z:()(l.1 — X ,) 0.0148  vsota/d = s2
2 g ' ' 0.1218  s(pooled)
Spooled = 2k 01218 s(razlike)

[t| =[x 1p-x2p|/s(razlike) 1.355
|t] tabele (0.05,2) 4.303



Kriti¢no vrednost razlike med obema povpreé jima majhnih vzorcev dolo€¢imo na zelo podoben nacin kot
pri velikih vzorcih, le da izra€un kriti¢ne vrednosti t, primerjamo s Studentovo ali t-porazdelitvijo, ki
je za vsako velikost vzorca drugacna! Porazdelitev t se v limitnem primeru, ko je n neskoncen, izenaci
z normalno porazdelitvijo. V praksi je meja postavljena pri vzorcih, ki jih sestavlja 29 meritev.

X - x|

— Primer: Preveri ali sta povpred ji dveh danih vzorcev enaki
\/52 (l + i) ali ne. Prvi vzorec ima pet, drugi pa Stiri meritve, podane v
pooled
n

spodnji tabeli.

1 2
g _(n-1s'+(n-1)s; 3 147 1.68 0.0441
pocled n+n —2 4 1.71 1.52 0.0361
vsota 0.1395
n 1 L vsota/8 = s"2 0.0174
2 2
> Xy = (%) s 0.1321
2 J=1 i J=1
5 =
n -1
i xil Xi2 Xxil"2 xi2"2
Stevilo prostostnih stopenj je n,+ n, - 2 ! L.79 132 3.2041 L7424
2 156 1.33 24336 1.7689
3 147 124 2.1609 16376
. . 4 1.71 152 2.9241 2.3104
toier <t.... , = Hhipoteza sprejeta '
’ e g prel 5 152 2.3104




Primerjava razprsenosti ali primerjava dveh varianc, F-test

Omenjeno je Ze bilo, da velikokrat potrebujemo primerjave statisticnih vrednosti majhnih vzorcev
(povprec je, varianca, standardni odmik, frekvenéna porazdelitev itd.). Da lahko take primerjave
naredimo, moramo najprej preveriti hipotezo ali sta oba vzorca vzeta iz iste populacije ali ne. Test za to
se imenuje primerjava razprSenosti ali F-test (¢rka F je uporabljena v Cast statistiku Fisherju) .

st

F==%<F,..(an-1n-1) = vzorca pripadataisti populaciji

2

Ker damo v Stevec vedno ve( ji standardni odmik, je vrednost F vedno vec ja ali kveéejmu enaka ena. O
F-testu bomo govorili Se pri poglavju o analizi variance (ANOVA) in poglavju o kalibracijski premici.

Primerjava dveh porazdelitev, y?-test

Ce zelimo izvedeti, ali sta dve populaciji enaki, uporabljamo y? test. y? najveckrat uporabljamo, ko Zelimo
ugotoviti ali je vzorec, ki smo ga izbrali “rezentativen” glede na populacijo iz katere je vzet. Pomembno
je, da lahko s x? testom primerjamo ne samo porazdelitve vzorca z normalno, ampak tudi s katerokoli

drugo porazdelitvijo. Nicelna hipoteza pri y? testu je, da sta obe porazdelitvi, ki ju primerjamo, med
seboj enaki. V bistvu gre za primerjanje varianc.

Primerjave variance vzorca s standardnim odmikom s; z varianco o normalne populacije, se doloCi s
x? testom takole:

(n -1)s?
XZ _ M1 . 1

meritve

< yi...(a.n -1 = vzorec pripada populaciji &

S pomoc jo tabel za F in »? test lahko preverimo, da je 72(n; - L) = (n;-1)F(n;-1,00,00 )




Primerljivosti porazdelitev, y? - test

Pogosto moramo primerjati frekvenéni porazdelitvi veé je populacije in manjSega vzorca. Ce nas zanima,
ali je mali vzorec dovolj dobro izbran, da bi predstavljal veliko populacijo (ali je mali vzorec reprezenta-
tiven), uporabimo za preizkus x? test. Kot vedno, nicelna hipoteza H, pravi, da sta obe frekvencni
porazdelitvi enaki. Ker potrebujemo za pripravo frekvencnih porazdelitev precej podatkov ali meritev,
lahko delamo primerjave s porazdelitvami le pri vzorcih, ki imajo vsaj okrog 50 meritev (objektov).

Za testiranje primerljivosti dveh frekvencnih porazdelitev, moramo porazdelitvi obeh nizov meritev
najprej pripraviti. Frekvencna porazdelitev pove koliko meritev imamo v posameznih intervalih ali
velikostnih razredih. Razrede (intervale) dolo¢imo glede na populacijo, ki se ji Zelimo priblizati, oziroma
na populacijo iz katere Zelimo dobiti reprezentativni vzorec. V racunskem izrazu za test je prva
porazdelitev frekvenc pojavljanja meritev v vzorcu, o, druga porazdelitev ft, je teoreti¢nha (normalna,
enakomerna, itd). Teoreti¢na porezdelitev, ft, mora biti preracunana na isto Stevilo meritev, kot jih ima
vzorec. Najveckrat primerjamo vzorec z normalno porazdelitvijo - ni pa to nujno. Ni¢elno hipotezo
testiramo z izrazom X2, tabelari¢no vrednost, s katero primerjamo izracunano, pa ozna¢imo s y2:

K o _£1y2
X¢ = Z% < y*(a,ps) = vzorec je reprezentativen

/=1 / - -
To, in T4 sta frekvenci
opazovanega vzorca, in

teoreti¢ne populacije,

Primer- fo f fo-ft (fo-fty2 [(fo=R)"2)/ft

1 17 20 -3 9 0.45 s pa ie Stevilo
V tabeli je porazde- 2 29 20 > 2] 1.2 Broitgstnih stopenj
litev pik po 120 metih 3 13 20 4 M| 245 (Za primer v levi tabeli
kocke. Zanimanas ali 4 19 20 1 11005 ps = k-1). Ce
je kocka_ustrezna, ali 2 ?g 38 2 6j 8’;8 primerjamo vzorec z
ima vgrajeno napako. - normalno porazdelitvijo

je ps =k-3.
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Test za odkrivanje ubeznike (outlier test), Dixonov in Grubbsov test

Pri velini analiti¢nega dela ra¢unamo povpreé ja iz meritev pri katerih se pogosto pojavi vprasanje ali
je katera od meritev (najved ja ali najmanjsa) "ubeznik” oziroma outlier in bi jo bilo treba ponovno
preveriti, ali morda pri raunu povprec ja in standardnega odmika celo izpustiti. Poleg zelo
priljubljenega Dixonovega testa, je bil z 1SO 5725-2:1994(E) normo predlagan Grubbsov test
ubeznikov, ki je ravno tako enostaven, a nima nekaterih pomanjkljivosti Dixonovega testa (n.pr.

oblutljivosti na premike vrednosti znotraj enakega razpona).

Dixonov test, 1SO 5725-1986(E), se sedaj vecinoma uporablja le pri medlaboratorijskih testih.

Oba testa predpostavljata, da je vseh n vrednosti x; v vzorcu urejenih po velikosti: od najmanjSega X;,

do najvec jega X,

Dixon Grubbs
Qo0 , N=3.7 Q,; , n=8.12 Q,, , n=13..30 G, (single) G, (pair)
n
- e | | X, =X Z:()ci—)_c)2
X1 Xo Xn-1 X Xy Xo Xn-1 Xn Xy Xy X3 Xn-2 Xp1 X Gl —_—— 3
S Gz — :
|‘;|:|§| |_|‘:|9 L |<—|:|::| _ —\2
Xy X3 Xn-1 X Xy X3 Xp-1 Xn Xy X2 X3 Xp-2 Xn-1 Xp G _ xn —X Z (xf N x)
| = i=1
0 X X 0, = X, — X 0, = X3 — X, S n-2 ,
10 = 1= 2 = Z(x —X)
xn - xl xn—l - xl x1772 _xl - !
G — i=1
X —X X —X X —X 2
_ *n n—1 _ "n n—1 _ n n—2 —\ 2
O = Oy = 0,, = Z(xg —X)
xn _xl xr? - x2 xn _x3 i=1

Qj; in D; tabele so na voljo za vrednosti o= 0.05 in 0.01 ter za velikosti vzorcev od 3 do 30 najdete v knjigi: Massart,... (Part A), strani 111 in 113
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Dolocanje ubeznikov
Ugotovite, ali so v nizu vrednosti: 22.1, 22.4, 22.9, 23.0, 23.5, 23.7, 23.9, 26.5, ubezniki ali ne.

Me:itve 2§i1 Meritve X (K0f2 X2 (Xiru(22)y2
: 1 22.1 1.960 0.694
Grubbs g ;z-; 2 224 1210 0.284
¥ni 3ni : 3 229 0.360 103 0.001
G, (en ubeznik) G, (dva ubeznika) 2 3.0 ; o 020 e 000
n . 5 23.5 5 235 0000 0174  0.321
X, —X Z(«\}- -X) 6 23.7 6 237 0.040 0.047 0588
G, = G, == 7 23.9 7 239 0160  0.000
§ ~ ’ j( ¥, —F) 8 26.5 8 265 9.000 6.674
X —7X il - SS0 S5(12)  ss(n-)
G, =—"1— s powredje L0 23.5 12980 8768  1.893
s Z( X — %) povprecje brez prvih dveh 23.9 Tabela: G2(0.05,8) 0.110
— powpretje brez zadnjih dweh | 22.9 G2 = $5(1,2)SS0 0676 nista ubeznika
Gl = G2 = SS(n,n-1)SS0O 0.146 nista ubeZnika
Z(xf _ff Dixonov test za 8 meritev
P Tabela: Q11(0.05,8) 0.608
(x2-x1)/(xn-1-x1) 0.167
Dixon (xn-xn-1)/(xn-x2) 0.634
Ker imamo 8 meritev uporabimo: Grubsov test za enega ubeznika
Tabela: G1(0.05,8) 2.126
Q, = X mX Q, = Xn = Xna (x1-u0)/s0 1.028
X, 1 =X X, — X, (Xn-u0y's0 2.203

Za test ubeznikov moramo urediti vrednosti po velikosti od najmanjSega x;, do najvec jega X,.

Ce je Q;zmeritev > Qytabele je vzorec ubeznik Dixonov test
Ce je G2 meritev > G tabele - je vzorec ubeznik Grubbsov test
Ce je G,z meritev ¢ G tabele sty vzorca ubeznika Grubbsov test

Rezultat Dixonovega testa: najmanjsa vrednost ni, najvec ja pa je ubeznik.
Rezultat Grubsovega testa: prva vrednost ni, zadnja pa je ubeznik; niti zadnji dve meritvi niti prvi
dve nista ubeznika!

G; tabele so na voljo za vrednosti o= 0.05 in 0.01 ter za velikosti vzorcev od 3 do 30 najdete v knjigi: Massart,... (Part A), strani 111 in 113
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Ugotovite, ali so v nizu vrednosti: 22.1, 22.4, 22.9, 23.0, 23.5, 23.7, 26.0, 26.5, ubezniki ali ne.

Grubbs Dixon-ov test
G, (en ubeznik) G, (dva ubeznika) Q. = (26.5-26.0)/(26.5 - 22.4) = 0.122
X, —X 2 (x, = XY
G, = S G, =2 Grubbs-ov test
_ D (x =X
xn —X /=1
Gl = n-2
s (x, - ) G = SS, o/SS, = 1.89/18.52 = 0.1021
6, =5 —
D (x—x)
/=1
Dixon

Ker imamo 8 meritev uporabimo:

X, — X X, — X _
Q, =21 Q, = 22—

Xt — X Xy =Xz

Rezultat Dixonovega testa: niti hajmanjsa vrednost, niti najvec ja nista ubeznika.
Rezultat Grubsovega testa: zadnji dve meritvi sta ubeznika!



Kontrolne karte (control charts)

Kotrolne karte je Ze leta 1931 razvil Shewhart in so osnova kontrole kvalitete in statisti¢ne procesne
kontrole. Glavni cilj take kontrole je oceniti ali se proces nahaja v okviru statisti¢no dololenih meja, z
drugimi besedami ali se centralna to¢ka sistema in njegova disperzija bisveno spreminjata tekom
¢asovne skale. S tako kontrolo dejansko spremljamo spremembe sistemati¢nih in nakjucnih napak.

Za dosego omenjenega cilja si izberemo n objektov ali vzorcev iz produkcijske linije in jim izmerimo
kvaliteto oz. koliCino, ki bo indikator stabilnosti procesa proizvodnje. Izra¢unamo centralno tocko in
disperzijo in ju nariSemo vzdolZ ¢asovne skale. Najpogosteje uporabljamo povprecne kontrolne karte
‘mean charts'.

Zgornja meja ukrepanja Zgornja meja ukrepanja
3.09'S ornyamea trepaa - 5 es s
196S —2 Zgornja meja svarila  1.65 S Zgornja meja svarila
O O 0O O o)
C ° 0® 9 g ol » Cas CL © a© Oon o >
ottt it it ST T T T rPT I I T I T I IrrTT
196 S 0 O o o ° o © Cas
0 Spodnja meja svarila
-3.09S

Spodnja meja ukrepanja

Oddaljenost meje ukrepanja in meje svarila od povpreéne oziroma standardne vrednost CL, sta

pri enostranski in obojestranski kontroli razli¢ni. Obe sta prirejeni za 95 oziroma 99.8 % verjetnost.
Centralno linijo (CL) navadno dolo&imo kot povpreé je meritev vsaj 10 vzorcev, vendar je priporoéljivo
uporabiti 20 vzorcev. S? je lahko skupna (pooled) varianca varianc vseh vzorcev, lahko je to povprecna
varianca posameznih varianc vzorcev ali pa se izra¢una iz obmoc¢ ja vseh meritev z uporabo Hartley-
jeve konstante (Massart, Part A, str. 153).
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Povprecne kontrolne karte nam pomagajo pri odkrivanju naslednjih pojavov:

* pojav pristaranih (biased) vrednosti,
e cikli¢nih in periodi¢nih sprememb,

* pojav trendov (drift).

Pravila za ukrepanje:
» foCka pade izven meja ukrepanja,
* dve zaporedni tolki padeta izven meja svarila,

« sedem zaporednih tock je na isti strani CL ali 10 od 11 tock je na isti strani CL,
» sedem zaporednih toCk kaZe naras¢anje.

Dobro znan nabor pravil za ukrepanje je poznan pod imenom ‘Western Electric rules'.
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Pomembna je tudi hkratna kontrolna karte za
spremljanje dveh ali celo ve¢ spremenljivk istega
procesa ali postopka. 1zmerjene vrednosti dveh
spremenljivk x; in X, vnaSamo vsako v svojo
kontrolno karto, ki sta postavljeni pravokotno
druga na drugo. Hkrati delamo s pomoc jo obojnih
vrednosti x Se 2d-projekcijo (zgoraj levo) iz
katere lahko vidimo, kdaj padejo nekatera stanja
procesa ali postopka preko svarilne ali celo preko
akcijske meje, eprav je vsaka posamezna
spremenljivka Se znotraj lastnega intervala
zaupanja. S spremljanjem vsake kontrolne karte
posebej, takih anomalij ne bi mogli odkriti.




