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4 FOURIEROVE VRSTE

1. FOURIEROVE VRSTE

Klasični trigonometrijski sistem

Operatorju A : y 7→ −y′′ pravimo Fourierov diferencialni operator. Naj
bo f dana funkcija na intervalu [−l, l]. Radi bi rešili enačbo Ay = f, pri
čemer nas zanimajo rešitve, ki so periodične s periodo 2l. Najprej poǐsčemo
lastne funkcije operatorja A, ki so periodične in torej zadoščajo pogojema
y(−l) = y(l) in y′(−l) = y′(l). Take funkcije tvorijo kompleten ortogonalen
sistem v prostoru L2[−l, l] z običajnim skalarnim produktom, zato lahko vsako
L2 funkcijo f razvijemo v vrsto po lastnih funkcijah.

1.1 Naj bo l > 0 in

Vl = {y ∈ C(2)[−l, l]; y(−l) = y(l), y′(−l) = y′(l)}.

(a) Dokaži, da je Vl gost podprostor v L2[−l, l].

(b) Dokaži, da je operator A : Vl → L2[l, l], Ay = −y′′, simetričen in
pozitiven, ni pa injektiven.

(c) Določi njegove lastne vrednosti in lastne vektorje.

1.2 Naj bosta A in Vl kot pri preǰsnji nalogi, in Gf =
∫ l
−l G(x, t)f(t) dt, kjer

je

G(x, t) =
1
4l

(x− t)2 +
1
2
|x− t|.

(a) Dokaži, da za vsak f ∈ L2[−l, l] velja AGf = f − 1
2l

∫ l
−l f(t) dt in da za

vsak g ∈ Vl velja GAg = g − 1
2l

∫ l
−l g(t) dt.

(b) Dokaži, da imata operatorja A : Vl → L2[−l, l] in G : L2[−l, l] → Vl iste
lastne vektorje. Iz tega sklepaj, da lastni vektorji operatorja A : V →
L2[−l, l] tvorijo kompleten ortogonalen sistem.

Zaporedju

1, cos
πx

l
, sin

πx

l
, . . . , cos

kπx

l
, sin

kπx

l
, . . .
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pravimo klasični trigonometrijski sistem na [−l, l].

1.3 Dokaži, da je klasični trigonometrijski sistem ortogonalen v L2[−l, l] ni
pa normiran. Dokaži, da je sistem kompleten in zapǐsi Fourierovo vrsto in
Parsevalovo identiteto za ta sistem.

1.4 Razvij naslednje funkcije v klasične Fourierove vrste na [−π, π].

(a) f(x) = x,

(b) f(x) = x2,

(c) f(x) = (x3 − π2x)/12.

Zapǐsi tudi ustrezne Parsevalove identitete.

1.5 Izračunaj vsote vrst

∞∑

n=1

1
n2

,
∞∑

n=1

1
n4

,
∞∑

n=1

1
n6

.

1.6 Bernoullijevi polinomi ϕn(x) so definirani z naslednjo rekurzivno relacijo:

ϕ′n(x) = ϕn−1(x), ϕ0(x) = 1 in
∫ 1

0
ϕn(x) dx = 0, n > 0.

(a) Eksplicitno izračunaj prvih pet Bernoullijevih polinomov. (b) Razvij
polinome ϕn(x) v Fourierove vrste na intervalu [0, 1]. (c) Izrazi vsoto

∞∑

k=1

1
k2m

z Bernoullijevimi polinomi.

1.7 Naj bo 0 < a < 1. Razvij funkcije χ[−a,a](x), cos ax, sin ax, ch ax, sh ax v
klasične Fourierove vrste na [−π, π] in zapǐsi ustrezne Parsevalove identitete.

1.8 Naj bo n naravno število in f ∈ L2[−π, π]. Poǐsči minimum izraza
||f − Tn||, kjer Tn teče po vseh linearnih kombinacijah elementov
1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx. Pri katerem Tn je dosežen?

1.9 Razvij funkcijo f(x) = | sinx| v klasično Fourierovo vrsto na intervalu
[−π, π].
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1.10 Poǐsči periodično rešitev diferencialne enačbe

y′′(x) + y(x) = | sinx|.

Trigonometrijske vrste

Vsaki funkciji f ∈ L1[−π, π] priredimo števila

a0 =
1
2π

π∫

−π

f(t) dt, an =
1
π

π∫

−π

f(t) cos nt dt, bn =
1
π

π∫

−π

f(t) sin nt dt,

ki jim pravimo klasični Fourierovi koeficienti. Zaporedju funkcij

(snf)(x) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

pravimo klasična Fourierova vrsta funkcije f .
Iz definicije še ne sledi, da snf konvergira proti f v kakršnemkoli smislu.

Za konvergenco so potrebne dodatne predpostavke.

(a) Cesarova konvergenca. Če je f ∈ L1[−π, π], potem je
lim

N→∞
||f − 1

N+1

∑N
n=0 snf ||1 = 0.

(b) Kvadratična konvergenca. Če f ∈ L2[−π, π], potem je lim
n→∞ ||snf−f ||2 =

0.

(c) Konvegenca po točkah. Če f ∈ L1[−π, π] in če je f odvedljiva v točki
x ∈ (−π, π), (zadošča obstoj levega in desnega odvoda), potem je
lim

n→∞(snf)(x) = f(x).

(d) Enakomerna konvergenca. Če je funkcija f zvezna na [−π, π],
ima omejen totalni razmah in zadošča f(π) = f(−π), potem je
lim

n→∞ ||snf − f ||∞ = 0.

Za dokaze teh trditev glej [9].
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1.11 Primerjaj grafe naslednjih funkcij z grafi vsot njihovih klasičnih Fouri-
erovih vrst.

(a) f(x) = x,

(b) f(x) = x2,

(c) f(x) = (x3 − π2x)/12.

Primerjaj vrednosti funkcij in njihovih Fourierovih vrst za x = π
2 .

1.12

(a) Razvij funkcijo f(x) = cos a(π − |x|) v klasično Fourierovo vrsto na
intervalu [−π, π].

(b) Dokaži, da je

ctg πt− 1
πt

=
−2t

π

∞∑

k=1

1
k2 − t2

in da ta vrsta enakomerno konvergira na vsaki kompaktni podmnožici v
R, ki ne vsebuje celih števil.

(c) Dokaži
sinπt

πt
=

∞∏

k=1

(1− t2

k2
).

1.13 Izračunaj vsoti vrst

∞∑

n=1

(−1)n

n2 + 1
,

∞∑

n=1

1
n2 + 1

.

Katero funkcijo boš moral razviti?

1.14 Naj bo m poljubno naravno število. Izrazi klasične Fourierove koefici-
ente funkcij f(x) cosmx in f(x) sinmx s klasičnimi Fourierovimi koeficienti
funkcije f(x).

1.15 Razvij funkciji x sinx in x cosx v klasično Fourierovo vrsto na intervalu
[−π, π].
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1.16 Razvij funkciji

f(x) = log(2 cos
x

2
), g(x) = log |tg

(x

2
+

π

4

)
|,

v klasično Fourierovo vrsto na intervalu [−π, π].

1.17 Odvajanje Fourierove vrste. Naj bo funkcija f zvezna na [−π, π], zvezno
odvedljiva na (−π, π) in naj velja f(−π) = f(π) in f ′ ∈ L1[−π, π]. Izrazi
klasične Fourierove koeficiente funkcije f ′ s klasičnimi Fourierovimi koeficienti
funkcije f.

1.18 Naj bo funkcija f periodična s periodo 2π in naj bo k-krat zvezno
odvedljiva na R. Dokaži, da velja an, bn = O( 1

nk ), ko n →∞.

1.19 Enakomerna konvergenca. Naj bo funkcija f zvezna na [−π, π], zvezno
odvedljiva na (−π, π) in naj velja f(−π) = f(π) in f ′ ∈ L2[−π, π]. Dokaži,
da snf konvergira proti f enakomerno na [−π, π].

1.20 Integriranje Fourierove vrste. Naj bo f ∈ L1[−π, π] poljubna funkcija
in a0, . . . , an, bn, . . . njeni Fourierovi koeficienti. kjer je a0 = 1

2π

∫ π
−π f(x) dx.

Naj bo

F (x) =

x∫

0

(f(t)− a0) dt

in A0, . . . , An, Bn, . . . njeni Fourierovi koeficienti.

(a) Dokaži, da velja F (−π) = F (π).

(b) Dokaži, da velja An = − bn
n , Bn = an

n in A0 =
∑∞

n=1
bn
n < +∞.

(c) Dokaži, da Fourierovo vrsto za
x∫
0

f(t) dt− a0 dobimo tako, da formalno

integriramo vrsto za f − a0.

1.21 Dokaži, da trigonometrijska vrsta

∞∑

n=2

sinnx

log n

ni klasična Fourierova vrsta nobene L1 funkcije.
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Kompleksni trigonometrijski sistem

Zaporedju eimx, kjer m ∈ Z, pravimo kompleksni trigonometrijski sistem.

1.22 Dokaži, da je kompleksni trigonometrijski sistem ortogonalen v prostoru
L2([−π, π],C), ni pa normiran. Skalarni produkt v tem prostoru je

〈f, g〉 =
∫ π

−π
f(x)g(x) dx.

1.23 Izrazi kompleksne Fourierove koeficiente s klasičnimi in obratno.

1.24 Dokaži, da je kompleksni trigonometrijski sistem kompleten in zapǐsi
ustrezno Fourierovo vrsto in Parsevalovo identiteto.

1.25 Razvij funkcijo
1

2 + cosx

v klasično Fourierovo vrsto na intervalu [−π, π]. Pomagaj si s kompleksno
integracijo.

1.26 Naj bo a > b > 0. Razvij funkcijo

f(x) =
ab

a2 + b2 + (b2 − a2) cos x

v klasično Fourierovo vrsto na intervalu [−π, π].

1.27 Razvij funkcijo
f(x) = exp(exp(ix))

v kompleksno Fourierovo vrsto. Seštej vrsti
∞∑

n=1

cosnx

n!
,

∞∑

n=1

sinnx

n!
.

1.28 Poǐsči vsoti vrst
∞∑

n=2

cosnx

n(n− 1)
,

∞∑

n=2

sinnx

n(n− 1)
.

Nasvet: Pomagaj si s formulo
∞∑

n=2

zn

n(n− 1)
= z + (1− z) log(1− z).
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1.29 Funkcijo f ∈ L1[−π, π] periodično nadaljujemo na vso realno os. Naj
bo g(x) = f(mx), kjer je m naravno število. Izrazi kompleksne Fourierove
koeficiente funkcije g s kompleksnimi Fourierovimi koeficienti funkcije f .

1.30 Izoperimetrični problem. Pokaži, da ima med vsemi sklenjenimi gladkimi
krivuljami krog največjo ploščino.

Predpostavi, da ima krivulja obseg 2π in naj bo z(s) = x(s) + iy(s) njena
parametrizacija z naravnim parametrom. Razvij z(s) v kompleksno Fourierovo
vrsto po [−π, π]. Dokaži naslednje zaporedje enakosti in neenakosti:

p = =
1
2

2π∫

0

(xy′ − x′y) ds =
1
2
Im〈z′, z〉 = π

∑

n∈Z
n|cn|2 ≤

≤ π
∑

n∈Z
n2|cn|2 =

1
2
||z′||21 = π.

1.31 Konvolucija Fourierovih vrst. Funkciji f, g ∈ L1[−π, π] periodično
nadaljujemo na R. Izrazi kompleksne (klasične) Fourierove koeficiente funkcije

h(x) = 1
2π

π∫
−π

f(t)g(x− t) dt s kompleksnimi (klasičnimi) Fourierovimi koefici-

enti funkcij f in g. Dokaži tudi, da je ||h||1 ≤ ||f ||1||g||1.
1.32 Funkcijo f ∈ L2[−π, π] periodično nadaljujemo na R. Izrazi kompleksne

Fourierove koeficiente funkcije g(x) = 1
2π

π∫
−π

f(t)f(x + t) dt s kompleksnimi

Fourierovimi koeficienti funkcije f . Izrazi še klasične Fourierove koeficiente
funkcije g s klasičnimi Fourierovimi koeficienti funkcije f .

Zaporedju sin kπx
l , k = 1, 2, . . . pravimo sinusni sistem na [0, l], zaporedju

cos kπx
l , k = 0, 1, . . . pa kosinusni sistem na [0, l].

1.33 Razvij naslednje funkcije po sinusnem sistemu na [0, π].

(a) f(x) = 1,

(b) f(x) = cosx,

(c) f(x) = x(π − x).
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1.34 Definirajmo preslikavo

Φ : L2[0, l]⊕ L2[0, l] → L2[−l, l], Φ(f, g)(x) =
f(|x|) + sign(x)g(|x|)√

2
.

Dokaži, da je ta preslikava izomorfizem Hilbertovih prostorov in da preslika
zaporedje (1, 0), (cos πx

l , 0), (0, sin πx
l ), (cos 2πx

l , 0), (0, sin 2πx
l ), . . . v klasičen

trigonometrijski sistem na [−l, l] pomnožen s konstanto 1√
2
. Ali je izometrija?

1.35 Uteženi trigonometrijski sistem je zaporedje e0(x), e1(x), e2(x), . . .,

e2k−1(x) =
{

λ2 sin kx, −π ≤ x ≤ 0
λ1 sin kx, 0 < x ≤ π

, e2k(x) =
{

λ1 cos kx, −π ≤ x ≤ 0
λ2 cos kx, 0 < x ≤ π

,

kjer sta λ1, λ2 taki realni števili, da velja λ2
1 + λ2

2 6= 0. Dokaži, da je to
kompleten ortogonalen sistem v L2[−π, π] in izračunaj njegove norme.

Dvojni trigonometrijski sistemi

Pri funkcijah dveh spremenljivk potrebujemo razvoj v Fourierovo vrsto po
obeh spremenljivkah. Tako dobimo dvojne trigonometrijske sisteme.

1.36 Dokaži, da funkcije

1, . . . , cosmx cosny, cosmx sinny, sinmx cosny, sinmx sinny, . . .

tvorijo kompleten ortogonalen sistem v prostoru L2([−π, π]× [−π, π]). Dokaži,
da funkcije 1

2π2 eimx+iny,m, n ∈ Z tvorijo kompleten ortonormiran sistem.

1.37 Razvij funkcije f(x, y) = xy, g(x, y) = sign(x− y) in h(x, y) = |x− y| v
dvojni klasični trigonometrijski sistem na [−π, π]× [−π, π].

1.38 Dokaži, da je funkcija

f(x, y) =
∞∑

n=1

(−1)n

n2
sinnx sinny

dobro definirana in zvezna. Dokaži, da je

f(x, y) = −1
2
xy za |x|+ |y| ≤ π.

Pomagaj si s formulami

sin a sin b =
1
2
(cos(a− b)− cos(a + b)),
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3x2 − π2

12
=

∞∑

n=1

(−1)n cosnx

n2
, −π ≤ x ≤ π.

1.39 Dokaži, da je funkcija

f(x, y, z) =
∞∑

n=1

(−1)n

n3
sinnx sinny sinnz

dobro definirana in zvezna. Dokaži, da je

f(x, y, z) = −1
2
xyz za |x|+ |y|+ |z| ≤ π.

Pomagaj si s formulami

sin a sin b sin c =
1
4
(sin(a+b−c)+sin(b+c−a)+sin(c+a−b)−sin(a+b+c)),

x3 − π2x

12
=

∞∑

n=1

(−1)n sinnx

n3
za − π ≤ x ≤ π.
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA

Osnove L1 teorije

Za vsako funkcijo f ∈ L1(R) definiramo njeno Fourierovo transformiranko

F (f) (z) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−izt dt.

Označimo z C0(R) prostor zveznih funkcij f : R → C, ki gredo proti 0, ko
x → ±∞. Izkaže se, da je F(L1) prava podmnožica v C0(R). Preslikavi F
pravimo Fourierova transformacija.

Inverzna formula

f(t) = lim
r→∞

1√
2π

∫ r

−r
F (f) (z)eitz dz

velja v vsaki točki t, kjer je f zvezna in izpolnjuje Dinijev pogoj: obstaja tak
a > 0, da je integral

∫ a

0

∣∣∣∣
f(t + u)− f(t) + f(t− u)− f(t)

u

∣∣∣∣ du

končen; to je npr. res, če ima f levi in desni odvod v t. Če je F(f) ∈ L1,
potem velja inverzna formula skoraj povsod (izrek o inverzu).

Fourierova sinusna in kosinusna transformacija sta definirani z

Fc (f) (x) =

√
2
π

∫ ∞

0
f(t) cos(xt)dt, Fs (f) (x) =

√
2
π

∫ ∞

0
f(t) sin(xt)dt.

2.1 V slovenski matematični literaturi obravnavajo Fourierovo transformacijo
trije avtorji [9, 19, 24] ki jo definirajo na tri različne načine.

Fhla(f)(z) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−izt dt,

Fsuh(f)(z) =
∫ ∞

−∞
f(t)eizt dt,

Fzak(f)(z) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−2πizt dt.
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Naša definicija se razlikuje od gornjih treh in je posebno priljubljena pri fizikih.
Kako se pretvarja med različnimi definicijami? Zapǐsi inverzno formulo za

vsako od teh definicij. Dodaj še kako svojo definicijo.

2.2 Dokaži, da je Fourierova transformiranka sode funkcije vedno soda funk-
cija in da je Fourierova transformiranka lihe funkcije vedno liha funkcija.

2.3 Dokaži, da je Fourierova transformiranka realne funkcije realna natanko
tedaj, ko je soda.

2.4 Naj bo funkcija f zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva ter f,F(f) ∈ L1.
Dokaži:

(a) za vsak x ∈ R velja F2(f)(v) = f(−v),

(b) F4(f) = f,

(c) če je f tudi soda, potem je F(f) = F−1(f).

2.5 Naj bo c > 0. Z direktnim računom določi Fourierove transformiranke
funkcij

(a) f(t) = χ[−c,c](t), kjer je χ[−c,c] karakteristična funkcija intervala [−c, c],

(b) g(t) = e−c|t|.

2.6 Naj bo c > 0.

(a) Poǐsči Fourierovo transformiranko funkcije h(t) = 1
c2+t2

.

(b) Kakšna je s Fourierova transformiranka funkcije k(t) = sin cx
x ?

2.7 Poǐsči Fourierovo in inverzno Fourierovo transformiranko funkcij

f(t) = max(1− |t|, 0), g(t) = max(1− t2, 0).

2.8 Naj bo a > 0 konstanta in f ∈ L1 poljubna funkcija. Izrazi Fourierovi
transformiranki funkcij f(t) cos at in f(t) sin at s Fourierovo
transformiranko funkcije f(t).
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2.9 Naj bo a, b > 0. Izračunaj Fourierovi transformiranki funkcij

f(t) = e−a|t| cos bt, g(t) = e−a|t| sin bt.

2.10 Izračunaj Fourierovo transformiranko funkcije f(t) = e−|t| cos 2t sin 3t.

2.11 Izračunaj Fourierovo transformiranko funkcije

f(t) =
e−a|t| sin bt

t

kjer sta a, b > 0.

2.12 Naj bo c > 0. Izračunaj kosinusni transformiranki funkcij

f(t) = χ[0,c](t), g(t) = e−ct.

2.13 Naj bo a, b ≥ 0. Izračunaj kosinusno transformiranko funkcije

f(t) =
e−bt − e−at

t
.

2.14 Dokaži, da komutira diagram

L1(R) F
−→ C0(R)

Φ ↓↑ Ψ Φ ↓↑ Ψ
L1(R+)⊕ L1(R+) −→

Fc⊕iFs
C0(R+)⊕ C0(R+)

kjer sta preslikavi Φ in Ψ definirani z

Φ(f)(x) = (
1
2
(f(x) + f(−x)),

1
2
(f(x)− f(−x))),

Ψ(f, g)(x) = f(|x|) + sign(x)g(|x|)
in sta ena drugi inverzni.

2.15 Naj bo f ∈ L1(R,C) in F njena sinusna transformiranka. Dokaži, da
limita

lim
r→∞

∫ r

1

F (x)
x

dx

obstaja in je končna.
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2.16 Dokaži, da funkcija

F (x) =
{

x/e, 0 ≤ x ≤ e
1/ ln x e ≤ x < ∞

pripada C0(R+), vendar ni sinusna transformiranka nobene L1 funkcije.

2.17 Naj bo f ∈ L1(R,C) in F njena kosinusna transformiranka. Dokaži
naslednjo trditev. Če obstaja tak ε > 0, da velja

∫ ε
0 |f(t) ln t| dt < ∞, potem

limita
lim

r→∞

∫ r

1

F (x)
x

dx

obstaja in je končna.

2.18 Poǐsči tako funkcijo f ∈ L1(R+), da ne obstaja limita

lim
r→∞

∫ r

e

F (x)
x

dx,

kjer je F kosinusna transformiranka funkcije f .

Odvajanje in integriranje

Fourierove transformiranke lahko računamo s pomočjo odvajanja ali integriranja
slike ali originala.

2.19 Dokaži, da velja naslednja formula o odvajanju originala. Če je f zvezno
odvedljiva in f, f ′ ∈ L1, potem za vsak x ∈ R velja

F (
f ′

)
(x) = ix F (f) (x).

2.20 Dokaži, da velja formula o vǐsjih odvodih originala. Če je f dvakrat
zvezno odvedljiva in f, f ′, f ′′ ∈ L1, potem je za vsak x ∈ R

F (
f ′′

)
(x) = −x2F (f) (x).

2.21 Dokaži formulo o odvajanju slike. Naj bosta funkciji f in g(t) = tf(t),
t ∈ R, v L1. Potem je F(f) odvedljiva na R in za vsak x ∈ R velja

(Ff)′ (x) = −iF (g) (x).
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2.22 Dokaži formulo o vǐsjih odvodih slike: če so f(t), tf(t), t2f(t) v L1,
potem je Ff dvakrat odvedljiva na R in za vsak x ∈ R velja

(Ff)′′ (x) = −F (
t2f(t)

)
(x).

2.23 Naj bo funkcija f zvezno odvedljiva in naj f, f ′ ∈ L1. Dokaži, da velja

F (f) (x) = o(|x|−1), x → ±∞.

2.24 Dokaži, da za vsako dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo f , ki zadošča
f, f ′, f ′′ ∈ L1 in vsak x ∈ R velja Fourierova formula

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (f) (x)eitx dx.

2.25 Naj bo a > 0. Izračunaj Fourierovo transformiranko funkcije

f(t) = e−at2 .

2.26 Naj bosta a, b > 0. Izračunaj Fourierovi transformiranki funkcij

f(t) = e−at2 cos bt in g(t) = e−at2 sin bt

t
.

2.27 Naj bodo f, f ′ in f ′′ v L1(R). Dokaži, da velja

Fc(f ′′(t))(x) = −
√

2
π

f ′(0)− x2Fc(f(t))(x),

Fs(f ′′(t))(x) = x

√
2
π

f(0)− x2Fs(f(t))(x).

Konvolucija

Konvolucijo dveh funkcij f, g ∈ L1(R) definiramo z

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t) dt.

Norma konvolucije zadošča neenakosti

||f ∗ g||1 ≤ ||f ||1||g||1
in izreku o konvoluciji

F(f ∗ g) =
√

2πF(f)F(g).
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2.28 Kako se glasi izrek o konvoluciji za transformacije Fhla, Fsuh in Fzak?

2.29 Naj bosta a, b > 0. Izračunaj konvolucijo f ∗ g, kjer je

(a) f1(t) = χ[−a,a](t), g1(t) = χ[−b,b](t),

(b) f2(t) = e−a|t|, g2(t) = e−b|t|,

(c) f3(t) = sin at
t , g3(t) = sin bt

t ,

(d) f4(t) = 1
t2+a2 , g4(t) = 1

t2+b2
.

2.30 Naj bodo funkcije F, G in FG iz zaloge vrednosti F . Dokaži, da velja

F−1(FG) =
1√
2π
F−1(F ) ∗ F−1(G).

2.31 Naj bo 0 < a < b. Določi Fourierovo transformiranko in inverzno
Fourierovo transformiranko funkcije

f(t) =
sin at sin bt

t2
.

Pomagaj si z izrekom o konvoluciji.

2.32 Obravnavaj rešitve integralske enačbe v odvisnosti od parametra λ

f(x) = λ

∫ ∞

−∞
f(t)e−|x−t| dt + e−2|x|.

Kompleksna integracija

Inverzna formula za Fourierovo transformacijo

f(t) = lim
r→∞

1√
2π

∫ r

−r
F (f) (z)eitz dz

velja v vsaki točki t, kjer je f zvezna in ima omejen levi in desni odvod (Dinijev
izrek).

Jordanova lema. Naj bo a > 0, F : C→ C meromorfna in Rn zaporedje
nenegativnih števil z limito +∞.

(a) Naj bo C ′
n = {z; |z| = Rn , Im z > −a} in M ′

n = sup
z∈C′n

|F (z)|.

Če je λ > 0 in lim
n→∞M ′

n = 0 potem je lim
n→∞

∫
C′n

F (z)eiλz dz = 0.
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(b) Naj bo C ′′
n = {z; |z| = Rn , Im z < −a} in M ′′

n = sup
z∈C′′n

|F (z)|.

Če je λ < 0 in lim
n→∞M ′′

n = 0, potem je lim
n→∞

∫
C′′n

F (z)eiλz dz = 0.

Lema o delu residuuma. Naj bo F analitična v neki prebodeni okolici z0

in naj ima v z0 pol prve stopnje. Naj bo krivulja Cε rob krožnega izseka
{z; |z − z0| = ε, φ0 < arg(z − z0) < φ0 + α}, potem velja

lim
ε→0

∫

Cε

F (z) dz = iα Res(F, z0).

Inverzne transformiranke racionalnih funkcij. Naj bosta A in B kom-
pleksna polinoma, B brez realnih ničel in deg B ≥ deg A + 1. Potem je

lim
r→∞

1
2π

∫ r

−r

A(z)
B(z)

eitz dz =

=





i
∑

z∈S+

Res(A(z)
B(z)e

itz, z), t > 0,

−i
∑

z∈S−
Res(A(z)

B(z)e
itz, z), t < 0,

kjer je S+ = {z; B(z) = 0, Im z > 0} in S− = {z; B(z) = 0, Im z < 0}.
2.33 Dokaži gornjo formulo za inverzno transformacijo racionalnih funkcij, ki
nimajo realnih polov.

2.34 Naj bo a > 0. Določi Fourierovo in inverzno Fourierovo transformiranko
funkcije

f(t) =
1√

2π(t2 + a2)
.

2.35 Naj bo a > 0. Določi Fourierovi in inverzni Fourierovi transformiranki
funkcij

f(t) =
1√

2π(t2 + a2)2
, g(t) =

t√
2π(t2 + a2)2

.

2.36 Naj bo a > 0. Določi Fourierovi in inverzni Fourierovi transformiranki
funkcij

f(t) =
1√

2π(t2 + a2)3
, g(t) =

t√
2π(t2 + a2)3

.
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2.37 Določi Fourierove in inverzne Fourierove transformiranke funkcij

f(t) =
1√

2π(4a4 + t4)
, g(t) =

t√
2π(4a4 + t4)

,

h(t) =
t2√

2π(4a4 + t4)
, k(t) =

t3√
2π(4a4 + t4)

.

2.38 Izračunaj Fourierovi in inverzni Fourierovi transformiranki funkcij

f(t) =
1√

2π(t2 + t + 1)
, g(t) =

1√
2π(t2 + t + 1)2

.

2.39 Naj bo 0 < a < 1. Izračunaj Fourierovo in inverzno Fourierovo transfor-
miranko meromorfne funkcije

f(x) =
ch at√
2π ch t

.

2.40 Naj bo 0 < a < π. Izračunaj Fourierovo in inverzno Fourierovo
transformiranko funkcije

sh at√
2π(1 + t2) sh πt

.

2.41 Naj bo α, β > 0 in

f(t) =
1

Γ(α)βα
tα−1e−t/βχ[0,∞)(t).

Določi Fourierovo transformiranko F (f) (y).

2.42 Izračunaj kosinusni transformiranki funkcij

f(x) =
e−at

√
t

, g(x) =
1√
t
.

L2 teorija

Naj bo L1 = L1(R,C) in L2 = L2(R,C). V L2 teoriji najprej dokažemo
Parsevalovo identiteto

||F(f)||2 = ||f ||2
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za vsako funkcijo f ∈ L1∩L2. Odtod sledi, da je F omejena linearna preslikava
iz prostora L1 ∩L2 v prostor L2. Ker je L1 ∩L2 gost podprostor prostora L2,
lahko torej F razširimo po zveznosti do preslikave

F2 : L2 → L2,

F2|L1∩L2 = F .

Izkaže se, da je ta preslikava bijektivna (Plancherelov izrek) izometrija (Par-
sevalova identiteta velja za vsak f ∈ L2.)

2.43 Dokaži, da ni niti L1 ⊆ L2 niti L2 ⊆ L1.

2.44 Naj bo c > 0. Dokaži, da funkcija

f(t) =
sin ct

t

pripada L2, ne pripada pa L1. Dokaži, da F2f pripada L2, ne pripada pa
C0(R,C).

2.45 Naj bo c > 0. Izračunaj integral
∫ +∞

−∞

(
sin ct

t

)2

dt.

2.46 Dokaži identiteto
∫ +∞

−∞
F2 (f) (t)g(t) dt =

∫ +∞

−∞
f(t)F2 (g) (t) dt,

za poljubni funkciji f, g ∈ L2! Ali odtod sledi, da je operator F2 hermitski?

2.47 Dokaži identiteto
∫ +∞

−∞
(F2f)(t)(F2g)(t) dt =

∫ +∞

−∞
f(−t)g(t) dt,

za poljubni funkciji f, g ∈ L2.

2.48 Naj bosta a, c > 0. Izračunaj integral
∫ +∞

−∞

sin cx

x(a2 + x2)
dx.
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2.49 Dokaži, da velja

(F∗2f)(x) = (F2f)(−x) = (F−1
2 f)(x)

za vsak f ∈ L2. Izpelji odtod naslednje lastnosti:

(a) F∗2F2 = F2F∗2 = I,

(b) (F2
2f)(x) = f(−x) za vsak f ∈ L2,

(c) (F2)
4 = I.

2.50 Dokaži, da so funkcije

fn(x) = e−x2/2Hn(x)

lastni vektorji operatorja F2, kjer so Hn Hermitovi polinomi. Kakšne so
pripadajoče lastne vrednosti?

2.51 Dokaži, da velja ||f ∗ g||2 ≤ ||f ||1||g||2.
2.52 Dokaži, da velja F2(f ∗ g) =

√
2πF1(f)F2(g).

2.53 Naj bo funkcija f zvezno odvedljiva in naj f ∈ L1 in f ′ ∈ L1 ∩ L2.
Dokaži, da je Ff ∈ L1. Pomagaj si s Cauchy-Schwartzovo neenakostjo. To
pomeni, da inverzna formula za f velja v vsaki točki.

Preostale naloge se nanašajo na L2-verziji sinusne in kosinusne transformacije.

2.54 Dokaži, da za vsako funkcijo f ∈ L1(R+) ∩ L2(R+) velja

||Fcf ||2 = ||Fsf ||2 = ||f ||2.

Dokaži, da obstajata razširitvi

Fc,2,Fs,2 : L2(R+) → L2(R+)

preslikav Fc,Fs : L1(R+)∩L2(R+) → L2(R+). Dokaži, da za vsak f ∈ L2(R+)

||Fc,2f ||2 = ||Fs,2f ||2 = ||f ||2.
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2.55 Definirajmo preslikavo

Φ : L2(R+)⊕ L2(R+) → L2(R), Φ(f, g)(x) =
f(|x|) + sign(x)g(|x|)√

2
.

Dokaži, da je Φ izomorfizem Hilbertovih prostorov in izračunaj njegov inverz
Ψ.

2.56 Dokaži, da komutira diagram

L2(R) F2

−→ L2(R)
Φ ↓↑ Ψ Φ ↓↑ Ψ

L2(R+)⊕ L2(R+) −→
Fc,2⊕iFs,2

L2(R+)⊕ L2(R+)

kjer sta preslikavi Φ in Ψ definirani kot v preǰsnji nalogi.

2.57 Dokaži, da za vsak f ∈ L2(R+) velja

(Fc,2)
2 f = (Fs,2)

2 f = f !

Dokaži, da je F−1
c,2 = Fc,2 in F−1

s,2 = Fs,2.
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3. REšITVE NALOG

Fourierove vrste

1.1 (a) Neskončnokrat zvezno odvedljive funkcije s kompaktnim nosilcem v
(−l, l) so goste v L2[−l, l] in hkrati ležijo v Vl.

(b) Za poljubna y, z ∈ V velja 〈Ay, z〉 =
∫ l
−l(−y′′)zdx =

∫ l
−l y

′z′ dx.
Odtod sledi, da je 〈Ay, z〉 = 〈Az, y〉 in 〈Ay, y〉 ≥ 0. Operator A : Vl → L2[−l, l]
ni injektiven, ker ima v jedru konstantno funkcijo 1.

(c) Lastne vrednosti so λk = −(kπ/l)2, k ∈ N0. Lastni podprostor za
λ0 = 0 je enodimenzionalen in generiran s konstantno funkcijo 1. Če je k =
1, 2, . . . , potem je lastni podprostor za λk dvodimenzionalen in generiran s
cos(kπx/l) in sin(kπx/l).

1.2 Dovolj je trditev dokazati za C2 funkcije, ki imajo v krajǐsčih odvod in
funkcijsko vrednost enako 0.

Gf(x) =
∫ l

−l

1
4l

(x− t)2f(t) dt +
1
2

∫ x

−l
(x− t)f(t) dt−

−1
2

∫ l

x
(x− t)f(t) dt

AGf(x) =
∫ l

−l

−1
2l

f(t) dt− d

dx

(
1
2

∫ x

−l
f(t) dt− 1

2

∫ l

x
f(t) dt

)
=

=
∫ l

−l

−1
2l

f(t) dt +
1
2
f(x) +

1
2
f(x).

G(−f ′′)(x) = −
∫ l

−l

1
4l

(x− t)2f ′′(t) dt− 1
2

∫ x

−l
(x− t)f ′′(t) dt +

+
1
2

∫ l

x
(x− t)f ′′(t) dt =

= −
∫ l

−l

1
2l

(x− t)f ′(t) dt +
1
2

∫ x

−l
(−1)f ′(t) dt−

+
1
2

∫ l

x
(−1)f ′(t) dt =
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= −
∫ l

−l

1
2l

f(t) dt +
1
2
(−1)f ′(x) dt− 1

2
(−1)f(x).

1.3 Fourierova vrsta in Parsevalova identiteta se glasita

f = a0 +
∞∑

k=1

(ak cos(kπx/l) + bk sin(kπx/l)),

∫ l

−l
f(t)2 dt = 2la2

0 + l
∞∑

k=1

(a2
k + b2

k),

kjer je a0 = 1
2l

∫ l
−l f(t) dt, ak = 1

l

∫ l
−l f(t) cos kπx

l dt, bk = 1
l

∫ l
−l f(t) sin kπx

l dt.
Ostale trditve so posledice nalog 1.1 in 1.2.

1.4 Fourierove vrste in Parsevalove identitete so

(a) x = 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sinnx,

2π3

3
= π

∞∑

n=1

4
n2

,

(b) x2 =
π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cosnx,

2π5

5
=

2π5

9
+ 16π

∞∑

n=1

1
n4

,

(c)
x3 − π2x

12
=

∞∑

n=1

(−1)n

n3
sinnx,

π7

945
= π

∞∑

n=1

1
n6

.

1.5 Uporabimo nalogo 1.4 in dobimo rešitve (a) π2/6, (b) π4/90, (c) π6/945.

1.6 Prvih pet polinomov je

ϕ0(x) = 1,

ϕ1(x) = x− 1/2,

ϕ2(x) =
1
2!

(x2 − x + 1/6),

ϕ3(x) =
1
3!

(x3 − 3
2
x2 +

1
2
x),

ϕ4(x) =
1
4!

(x4 − 2x3 + x2 − 1
30

).

Razvoj ϕ1(x) v Fourierovo vrsto je

ϕ1(x) = − 1
π

∑ sin 2kπx

k
.
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Iz rekurzivne formule dobimo

ϕ2(x) =
1
π
· 1
2π

∑ cos 2kπx

k2
+ c.

Zaradi pogoja, da je vsaka funkcija ortogonalna na konstanto, mora biti c = 0.
Splošna formula je

ϕn(x) = (−1)
n
2
+1 2

(2π)n

∑ cos 2kπx

kn

za sode n in
ϕn(x) = (−1)

n+1
2

+1 2
(2π)n

∑ sin 2kπx

kn

za lihe n. Vsota je

∞∑

k=1

1
k2m

= (−1)m−1(2π)2m 1
2
ϕ2n(0).

1.7 Fourierove vrste so

χ[−a,a](x) =
a

π
+

2
π

∞∑

n=1

sinna

n
cosnx,

cos ax =
2a sin aπ

π

(
1

2a2
+

∞∑

n=1

(−1)n

a2 − n2
cosnx

)
,

sin ax =
sin aπ

π

∞∑

n=1

2n(−1)n

a2 − n2
cosnx,

ch ax =
2a sh aπ

π

(
1

2a2
+

∞∑

n=1

(−1)n

a2 + n2
cosnx

)
,

sh ax =
2 sh aπ

π

∞∑

n=1

(−1)n−1n

a2 + n2
sinnx.

Ko uredimo Parsevalove identitete, dobimo

∞∑

n=1

sin2 na

n2
=

a(π − a)
2

,

∞∑

k=1

1
(a2 − n2)2

=
1

4a4

(−2 + aπ ctg aπ + a2π2(1 + ctg2 aπ)
)
,
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∞∑

k=1

n2

(a2 − n2)2
=

π

4a

(
aπ(1 + ctg2 aπ)− ctg aπ

)
,

∞∑

n=1

1
(a2 + n2)2

=
1

4a4

(−2 + aπ cth aπ + a2π2(cth2 aπ − 1)
)
,

∞∑

n=1

n2

(a2 + n2)2
=

π

4a

(
cth aπ + πa(1− cth2 aπ)

)
.

1.8 Naj bodo ai, bj klasični Fourierovi koeficienti funkcije f . Minimum je enak
kvadratnemu korenu iz

∫ π

−π
|f(t)|2 dt−

(
2πa2

0 + π
n∑

k=1

(a2
k + b2

k)

)
.

Dosežen je pri f0 = a0 +
∑n

k=1(ak cos kx + bk sin kx).

1.9 Vrsta je
2
π
− 4

π

∞∑

k=1

1
4k2 − 1

cos 2kx.

1.10 Rešitev ǐsčemo z nastavkom y(x) = c0 +
∑∞

k=1 cn cosnx + dn sinnx. Ko
vstavimo v enačbo še vrsto za | sinx|, opazimo, da so koeficienti dn enaki 0,
koeficienti cn enaki 0 za lihe n. Za ostale dobimo enačbe c0 = 2

π in

(−4k2 + 1)ck = − 4
π(4k2 − 1)

.

Rešitev je

y(x) =
2
π

+
1
π

∞∑

k=1

(
2

4k2 − 1

)2

cos 2kx.

1.11 Za vsak x ∈ R definiramo g(x) = limn→∞(snf)(x).
(a) Velja g(x) = x za vsak x ∈ (−π, π) in g(π) = 0. Izven intervala

[π, π] dobimo g(x) s periodičnim nadaljevanjem. Grafa funkcij f(x) in g(x) se
ujemata samo na intervalu (−π, π). Velja π

2 = 2(1
1 − 1

3 + 1
5 − . . .).

(b) Velja g(x) = x2 za vsak x ∈ [−π, π]. Izven intervala [π, π] dobimo g(x)
s periodičnim nadaljevanjem. Grafa funkcij f(x) in g(x) se ujemata samo na
intervalu [−π, π]. Velja π2

4 = π2

3 +
∑∞

n=1
(−1)n

n2 .



28 REŠITVE NALOG

(c) Velja g(x) = f(x) za vsak x ∈ [−π, π]. Izven intervala [π, π] dobimo
g(x) s periodičnim nadaljevanjem. Grafa funkcij f(x) in g(x) se ujemata samo

na intervalu [−π, π]. Velja −π3

32 =
∞∑

n=1

(−1)n

(2n−1)3
.

1.12 Fourierova vrsta je 2a sin aπ
π

(
1

2a2 +
∑∞

n=1
1

a2−n2 cosnx
)

. Ker ima f levi
in desni odvod v 0, je po točki (c) iz uvoda vsota vrste za x = 0 enaka
f(0). Odtod sledi (b), če zamenjamo a z t. Funkcijska vrsta

∑∞
k=2

1
k2−t2

je enakomerno konvergentna na [−π, π], ker je majorizirana s konvergentno
številsko vrsto

∑∞
k=2

1
k2−1

. Točko (c) dobǐs, če integriraš identiteto iz (b) od
0 do t in antilogaritmiraš.

1.13 Razviti je potrebno funkcijo chx (naloga 1.7) in izračunati vrednosti v 0
in π. Vsoti sta

∞∑

n=1

(−1)n

n2 + 1
=

π

2 shπ
− 1

2
in

∞∑

n=1

1
n2 + 1

=
π cth π − 1

2
.

1.14 Naj an(g) pomeni Fourierov koeficient funkcije g pri cosnx in bn(g)
Fourierov koeficient g pri sinnx. Po definiciji Fourierovih koeficientov je

a0(f(x) cosmx) =
{

am(f)/2 m > 0
a0(f) m = 0

,

an(f(x) cos mx) =
{ 1

2(a|m−n|(f) + am+n(f)) m 6= n

a0(f) + 1
2a2n(f) m = n

,

bn(f(x) cosmx) =
{ 1

2(sign(n−m)b|m−n|(f) + bm+n(f)), m 6= n
1
2b2n(f) m = n

.

Podobno velja za f(x) sinmx.

1.15 Velja

x cosx = −1
2

sinx + 2
∞∑

n=2

(−1)nn

n2 − 1
sinnx,

x sinx = 1− 1
2

cosx− 2
∞∑

n=2

(−1)n

n2 − 1
cosnx.

Prva metoda: odvajaj vrsti za cos ax in sin ax po a in pošlji a → 1. Druga
metoda: pomnoži vrsto za x s cosx ali sin x in razcepi produkte. Tretja
metoda: uporabi preǰsnjo nalogo.
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1.16 Fourierovi koeficienti so a0(f) = 0, an(f) = (−1)n−1n−1, bn(f) = 0,
an(g) = 0, b2n(g) = 0 in b2n+1(g) = 2(−1)n(2n + 1)−1.

1.17 a0(f ′) = 0, an(f ′) = nbn(f), bn(f ′) = −nan(f).

1.18 Če 2k oziroma (2k − 1)-krat integriramo per partes, dobimo
∣∣∣∣
∫ π

−π
f(x) cos nx dx

∣∣∣∣ = n−2k

∣∣∣∣
∫ π

−π
f (2k)(x) cos nx dx

∣∣∣∣
≤ 2 πn−2k‖f (2k)‖∞,∣∣∣∣

∫ π

−π
f(x) cos nx dx

∣∣∣∣ = n−2k+1

∣∣∣∣
∫ π

−π
f (2k−1)(x) sin nx dx

∣∣∣∣ ≤

≤ 2 πn−2k+1‖f (2k−1)‖∞.

Podobno ocenimo člene bn.

1.19 Ker je f zvezna na [−π, π], zvezno odvedljiva na (−π, π) in f(−π) = f(π),
je sn(f ′) =

∑n
k=1(kbk cos kx− kak sin kx). Iz Cauchy-Schwartzove neenakosti

sledi
∞∑

k=1

(|ak|+ |bk|) ≤
∞∑

k=1

1
k2
·
∞∑

k=1

k2(a2
k + b2

k) =
π2

6
· ||f

′||2
π

< +∞.

Odtod sledi, da je vrsta sn(f) enakomerno in absolutno konvergentna. Ker so
njeni sumandi zvezne funkcije, konvergira sn(f) proti neki zvezni funkciji g.
Če dokažemo, da je f = g, je naloga končana. Ker je vrsta sn(f) enakomerno
konvergentna, jo lahko členoma integriramo, zato imata funkciji f in g iste
klasične Fourierove koeficiente. Ker je sn(f) = sn(g), iz izreka o kvadratični
konvergenci sledi, da sta f in g enaki v prostoru L2[−π, π]. Ker sta f in g
zvezni in enaki skoraj povsod, sta enaki povsod.

1.20 Funkcija F je zvezna. Za prvo točko izračunamo

F (π)− F (−π) =
∫ −π

−π
(f(x)− a0) dx = 0.

Z integracijo per partes takoj dobimo prvi dve zvezi za Fourierove koeficiente.
Ker je F monotona, ima omejen totalni razmah, zato njena Fourierova vrsta
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konvergira v sup normi, torej je F (0) = 0 = A0 −
∑

bn/n, kar da še zadnjo
enakost. Zadnja točka je trivialna posledica druge.

1.21 Iz naloge 1.20 sledi, da bi morala biti vsota vrste
∑

(n log n)−1 končna,
kar ne drži.

1.22 Skalarni produkt je

〈eimx, einx〉 =
∫ π

−π
ei(m−n)x dx = 2πδm,n.

1.23 Naj bo cm Fourierov koeficient pri eimx in am, bm običajni Fourierovi
koeficienti. Potem je cm + c−m = am,m ≥ 0, c0 = a0, i(cm − c−m) = bm.
Obratno, cm = (am − ibm)/2, c−m = (am + ibm)/2, m > 0.

1.25 Kompletnost sledi iz povezave z običajno Fourierovo vrsto. Naj bo f
enaka svojemu razvoju v običajno Fourierovo vrsto. Potem je

f(x) =
∞∑
−∞

cmeimx, cm =
1
2π

∫ π

−π
f(x)eimx dx.

Parsevalova enakost je

1
2π

∫ π

−π
|f(x)|2 dx =

∞∑
−∞

|cm|2.

1.25 Naloga je poseben primer naloge 1.26, kjer je rešitev izpeljana. Izraču-
namo a = 2−1/2, b = (3/2)1/2. Dobimo

f(x) =
2√
3
·

√
3

2(2 + cosx)
=

1√
3

∞∑

1

(
1−√3
1 +

√
3

)n

cosnx.

1.26 Integral prepǐsemo v obliko

1
2π
〈f(x), einx〉 =

1
2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx =

=
2ab

2πi

∫

S1

s−n

(b2 − a2)s2 + 2(a2 + b2)s + (b2 − a2)
ds =

=
2ab

2πi(b2 − a2)

∫

S1

s−n

s2 + 2(a2+b2)
b2−a2 s + 1

ds =
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=
2ab

2πi(b2 − a2)
2πi(Res(g(s), 0) + Res(g(s), s1)),

kjer je

g(s) =
s−n

s2 + 2(a2+b2)
b2−a2 s + 1

in
s1 =

a− b

a + b

ničla polinoma s2 + 2(a2+b2)
b2−a2 s + 1, ki leži znotraj S1. Druga ničla je s2 = s−1

1 .
Za izračun residuov uporabimo razcep na parcialne ulomke in dobimo

g(s) =
s−n

(s− s1)(s− s2)
=

s−n

s1 − s2

(
1

s− s1
− 1

s− s2

)
.

Za izračun ločimo primera n > 0 in n ≤ 0. Če je n > 0, sta residuum v 0 in v
s1 enaka

Res(g(s), 0) =
sn
1 − sn

2

s1 − s2
, Res(g(s), s1) =

s−n
1

s1 − s2
=

sn
2

s1 − s2
,

zato je vsota enaka

Res(g(s), 0) + Res(g(s), s1) =
sn
1

s1 − s2
.

Pri n ≤ 0 dobimo le residuum v s1 in ta je

Res(g(s), 0) =
sn
1

s1 − s2
.

Izračunajmo še

s1 − s2 =
4ab

b2 − a2

in vstavimo v formulo:

1
2π
〈f(x), einx〉 =

b2 − a2

4ab

2ab

(b2 − a2)

(
a− b

a + b

)n

.

Iskana vrsta je

f(x) =
1
2

∞∑
−∞

(
a− b

a + b

)n

einx.
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Rezultat, izražen z običajnimi koeficienti je

1
2

+
∞∑

n=1

(
a− b

a + b

)n

cosnx.

1.27 Če v vrsto za exp(z) vstavimo z = exp(ix), dobimo

f(x) =
∞∑

n=1

einx

n!
.

Ko vzamemo realni, oziroma imaginarni del, dobimo

∞∑

n=1

cosnx

n!
= ecos x cos(sinx),

∞∑

n=1

sinnx

n!
= ecos x sin(sinx).

1.28
∞∑

n=2

cosnx

n(n− 1)
= cosx +

1
2
(log(2− 2 cos x)− cosx log(2− 2 cos x)) +

x− π

2
sinx

∞∑

n=2

sinnx

n(n− 1)
= sinx +

π − x

2
(−1 + cosx)− 1

2
log(2− 2 cos x) sin x.

1.29 Če je funkcija f enaka vsoti svoje Fourierove vrste, potem zamenjamo x
z mx in dobimo Fourierovo vrsto za g. Če m deli n, je cn(g) = c n

m
(f), sicer

pa je cn(g) = 0. Če f ni enaka vsoti svoje vrste, je rezultat isti, račun pa
bistveno dalǰsi. Velja namreč:

〈g(x), einx〉 =
∫ 2π

0
f(mx)e−inxdx =

1
m

∫ 2mπ

0
f(x)e−i n

m
x dx =

=
1
m

m−1∑

l=0

∫ 2(l+1)π

2lπ
f(x)e−i n

m
x dx =

=
1
m

m−1∑

l=0

∫ 2π

0
f(x)e−i n

m
(x−2πl) dx =

=
1
m

∫ 2π

0
f(x)e−i n

m
x dx

m−1∑

l=0

e−2πl.
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Zadnja vsota je enaka 0, če m ne deli n in enaka m sicer.

1.30 Vse neenakosti so lahke, razen predzadnje. Velja namreč, da je

π
∑

n∈Z
n2|cn|2 =

1
2
||z′||22.

Ker pa je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom, je |z′(s)| = 1, torej
je pod integralom konstanta in zato je ||z′||21 = ||z′||22. Enakost velja natanko
tedaj, ko velja z(s) = c0 + c1e

is.

1.31 Za kompleksne Fourierove koeficiente dobimo cn(h) = cn(f)cn(g). Odtod
sledi a0(h) = a0(f)a0(g), an(h) = (an(f)an(g) − bn(f)bn(g))/2 in bn(h) =
(an(f)bn(g) + an(g)bn(f))/2. Iz zveze

a0(|h|) =
1
2π
〈|h|, 1〉 ≤ 1

2π

∫ π

−π
|h(t)| dt =

=
1

(2π)2

∫ π

−π
dt

∫ π

−π
|f(t)||g(x− t)| dx = a0(|f |)a0(|g|)

dobimo še ||h||1 ≤ ||f ||1||g||1.

1.32 Za kompleksne Fourierove koeficiente dobimo cn(g) = c−n(f)cn(f) =
c−n(g). Členi bn(g) so enaki 0, a0(g) = a0(f)2, an(g) = (an(f)2 + bn(f)2)/4.

1.33 Funkcije liho nadaljujemo na interval [−l, 0] in uporabimo običajne for-
mule za izračun Fourierovih koeficientov. Dobimo

1 =
∞∑

n=1

2
nπ

(1− (−1)n) sin nx,

cosx =
8
π

∞∑

n=1

n

4n2 − 1
sin 2nx,

x(π − x) =
8
π

∞∑

n=1

1
(2n + 1)3

sin(2n + 1)x.

1.34 Izračunamo

Φ(cos
2πx

l
, 0)(x) =

cos 2π|x|
l√

2
=

1√
2

cos
2πx

l
.
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Podobno za sinuse. Ker norme slik baznih vektorjev ostanejo enake, je pres-
likava izometrija.

1.35 Definirajmo preslikavo

Φ : L2[−π, π] → L2[−π, π]

Φ(f)(x) =





√
2

λ2
1+λ2

2
(λ1fs(x) + λ2fl(x)) , −π ≤ x < 0

√
2

λ2
1+λ2

2
(λ2fs(x) + λ1fl(x)) , 0 ≤ x ≤ π

,

kjer je fs sodi, fl pa lihi del funkcije f . Kraǰsi račun pokaže, da je Φ
izomorfizem Hilbertovih prostorov, ki klasični trigonometrijski sistem preslika
v uteženi trigonometrijski sistem pomnožen s konstanto 2

λ2
1+λ2

2
.

1.36 Produkt kompletnih sistemov je kompleten sistem na katrezičnem pro--
duktu.

1.37 Za funkcijo f(x, y) = xy lahko uporabimo kar razvoj x v vrsto in izraču-
namo produkt vrst. Dobimo

f(x, y) =
∞∑

n,m=1

(−1)m+n

mn
sinmx sinny.

Zaradi preprosteǰse pisave bomo ostali funkciji razvili v kompleksno Fourierovo
vrsto. Skalarni produkti so:

〈sign(x− y), eimx+iny〉 = 0, m, n 6= 0,

=
−4πi

m
, m + n = 0,

=
4πi(−1)m

m
, n = 0,

=
4πi(−1)n

n
, m = 0,

〈|x− y|, eimx+iny〉 =
4π(−1)m+n

mn
, m, n 6= 0,

= − 8π

m2
, m + n = 0,

=
4π(−1)m

m2
, n = 0,
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=
4π(−1)n

n2
, m = 0.

1.38 Vrsta je majorirana s konvergentno številsko vrsto, zato je absolutno in
enakomerno konvergentna in ima zvezno limito. S pomočjo formul dobimo

f(x, y) =
∞∑

n=1

(−1)n

n2
sinnx sinny =

=
1
2

∞∑

n=1

(−1)n

n2
(cos(n(x− y))− cos(n(x + y))) =

=
1
2

∞∑

n=1

(−1)n

n2
(cosnu− cosnv) ,

kjer smo uvedli novi spremenljivki u = x− y in v = x + y. Ker velja

3u2 − π2

12
=

∞∑

n=1

(−1)n cosnu

n2
, −π ≤ u ≤ π,

je
1
2

∞∑

n=1

(−1)n

n2
(cosnu− cosnv) =

u2 − v2

8
.

Ker je 4xy = v2−u2, enakost sledi za |x|+ |y| ≤ π. Za ostale točke z območja
[−π, π]2 je funkcija enaka periodičnemu nadaljevanju u2−v2

8 .

1.39 Vrsta je majorirana s konvergentno številsko vrsto, zato je absolutno in
enakomerno konvergentna in ima zvezno limito. S pomočjo formul dobimo

f(x, y, z) =
∞∑

n=1

(−1)n

n3
sinnx sinny sinnz =

=
1
4

∞∑

n=1

(−1)n

n3
(sin(n(x + y − z)) + sin(n(−x + y + z)) +

+ sin(n(x− y + z))− sin(n(x + y + z))) =

=
1
4

∞∑

n=1

(−1)n

n3
(sinnu + sin nv + sin nw − sin(n(u + v + w))) .
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kjer smo uvedli nove spremenljivke u = x+y−z, v = −x+y+z in w = x−y+z.
Ker velja

u3 − π2z

12
=

∞∑

n=1

(−1)n sinnu

n3
, −π ≤ u ≤ π,

je

1
4

∞∑

n=1

(−1)n

n3
(sinnu + sinnv + sinnw − sin(n(u + v + w))) =

=
1
48

(u3 + v3 + w3 − (u + v + w)3).

Ker je−24xyz = u3+v3+w3−(u+v+w)3, enakost sledi za |x|+|y|+|z| ≤ π. Za
ostale točke z območja [−π, π]3 je funkcija enaka periodičnemu nadaljevanju
(u3 + v3 + w3 − (u + v + w)3)/48.

Fourierova transformacija

2.1 Za izhodǐsče vzamemo naslednjo Fourierovo formulo, ki velja za dovolj lepe
funkcije:

f(t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eitz dz

∫ ∞

−∞
f(v)e−ivz dv.

S premeščanjem konstante in substitucijama z → −z in z → 2πz dobimo
inverzne formule

(F−1
hlaf

)
(z) = lim

r→∞
1
2π

∫ r

−r
f(t)e−izt dt,

(F−1
suhf

)
(z) = lim

r→∞
1
2π

∫ r

−r
f(t)eizt dt,

(F−1
zakf

)
(z) = lim

r→∞

∫ r

−r
f(t)e−2πizt dt.

Opazimo, da je Fzak izometrija.

2.2 Če je f soda, potem je
√

2πF (f) (−x) =
∫∞
−∞ f(t)eitx dt =

=
∫∞
−∞ f(−s)e−isx ds =

∫∞
−∞ f(s)e−isx ds =

√
2πF (f) (x), torej je tudi F(f)

soda. Pri drugem enačaju smo napravili substitucijo s = −t. Če je f liha,
potem pri tretjem enačaju pridelamo minus, torej je tudi F(f) liha.
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2.3 Obe trditvi sta ekvivalentni trditvi

F (f) (x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t) cos(tx) dt.

2.4 Ker velja Fourierova formula (glej rešitev naloge 2.1), dobimo zvezo iz
točke (a) tako, da v integralu štejemo minus k spremenljivki v :

F2(f)(v) =
1
2π

∫ ∞

−∞
ei(−v)z dz

∫ ∞

−∞
f(t)e−itz dt = f(−v).

Točki (b) in (c) sta direktni posledici točke (a).

2.5

F (f) (x) =

√
2
π
· sin cx

x
, F (g) (x) =

√
2
π
· c

c2 + x2
.

2.6 S pomočjo inverzne formule in preǰsnje naloge, dobimo

F (h) (x) =
√

π

2
· e−c|x|

c
.

Pri nalogi (b) je problem v tem, da funkcija k ne pripada L1, zato ni v
definicijskem območju Fourierove transformacije. Kasneje bomo spoznali, da
lahko Fourierovo transformacijo razširimo na L2 in da velja

F (k) (x) =
√

π

2
χ[−c,c](x).

2.7

F (f) (x) =
1√
2π

(
2
x

)2

sin2 x

2
, F (g) (x) =

4√
2π

· sinx− x cosx

x3
.

2.8
F (f(t) cos at) (x) =

F (f) (x− a) + F (f) (x + a)
2

,

F (f(t) sin at) (x) =
F (f) (x− a)−F (f) (x + a)

2i
.
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2.9

F (f) (x) =
a√
2π

(
1

a2 + (x + b)2
+

1
a2 + (x− b)2

)
,

F (g) (x) =
ia√
2π

(
1

a2 + (x + b)2
− 1

a2 + (x− b)2

)
.

2.10 Razcepimo cos 2t sin 3t = 1
2(sin 5t + sin t) in dvakrat uporabimo preǰsnjo

nalogo.

2.11 Opazimo, da je
sin bt

t
=

∫ b

0
cos ct dc

in z zamenjavo vrstnega reda integriranja dobimo

F (f) (x) =
∫ b

0
F

(
e−a|t| cos ct

)
(x) dc =

1√
2π

(
arctg

x + b

a
− arctg

x− b

a

)
.

2.12

Fc (f) (x) =

√
2
π
· sin cx

x
, Fc (g) (x) =

√
2
π
· c

c2 + x2
.

2.13 Z upoštevanjem

e−bt − e−at

t
=

∫ b

a
−e−ct dc

in zamenjavo vrstnega reda integriranja, dobimo

Fc(f(t))(x) = −
∫ b

a
Fc(e−ct)(x) dc

= −
√

2
π

∫ b

a

c

c2 + x2
dc

= − 1√
2π

[
log(c2 + x2)

]c=b

c=a

=
1√
2π

log
(

a2 + x2

b2 + x2

)
.

2.14 Trditev direktno sledi iz naslednjih dejstev: Fourierova transformiranka
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sode funkcije je enaka kosinusni transformiranki njene zožitve na [0,∞), Fo-
urierova transformiranka lihe funkcije je enaka sinusni transformiranki njene
zožitve na [0,∞), pomnožene z i in F (f(−t)) (x) = F (f(t)) (−x).

2.15 Naj bo g(x, t) = f(t)(sin tx)/x. Velja ocena
∫ r

1

(∫ ∞

0
|g(x, t)| dt

)
dx ≤ ln r ||f ||1.

Po Fubinijevem izreku je
∫ r

1

(∫ ∞

0
g(x, t) dt

)
dx =

∫ ∞

0

(∫ r

1
g(x, t) dx

)
dt.

Ko izračunamo levo in desno stran, dobimo
√

π

2

∫ r

1

F (x)
x

dx =
∫ ∞

0
f(t)h(r, t) dt.

kjer je h(r, t) =
∫ r
1

sin tx
x dx. Za vsak r ≥ 1 in t > 0 velja ocena

|h(r, t)| ≤ max
k

∣∣∣∣
∫ kπ

t

sinx

x
dx

∣∣∣∣ ≤ π,

kar vidimo tako, da funkciji h(r, t) pri fiksnem t določimo lokalne ekstreme in
upoštevamo, je pri r = 1 in r → ∞ enaka 0. Iz te ocene in Lebesgueovega
izreka o dominirani konvergenci sledi

lim
r→∞

∫ r

1

F (x)
x

dx =

√
2
π

∫ ∞

0
f(t) lim

r→∞h(t, r) dt

in obstoj integrala na desni.

2.16 Limita
lim

r→∞

∫ r

e

1
x ln x

dx = lim
r→∞ ln(ln r)

ni končna (glej nalogo 2.15).

2.17 Kot pri sinusni transformiranki za vsak r ≥ 1 dokažemo
√

π

2

∫ r

1

F (x)
x

dx =
∫ ∞

0
f(t)h(r, t) dt,
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kjer je h(r, t) =
∫ r
1

cos tx
x dx. Podobno kot pri sinusni transformaciji dokažemo,

da za vsak r ≥ 1 in t > 0 velja ocena

|h(r, t)| ≤ max
k

∣∣∣∣
∫ (k− 1

2
)π

t

cosx

x
dx

∣∣∣∣ ≤ ln
3π

2
− ln min(t,

π

2
).

Odtod in iz ε-predpostavke sledi

|f(t)h(r, t)| ≤ |f(t) ln t|χ[0,ε](t) + C(ε)f(t) ∈ L1(R+).

Po Lebesgueovem izreku o dominirani konvergenci je

lim
r→∞

∫ r

1

F (x)
x

dx =

√
2
π

∫ ∞

0
f(t) lim

r→∞h(t, r) dt

in integral na desni obstaja.

2.18 f(x) = 1
x ln2 x

.

2.19 Z integracijo per partes dobimo

√
2πF (

f ′
)
(x) =

∫ ∞

−∞
f ′(t)e−ixt dt =

[
f(t)e−itx

]t=∞
t=−∞ + ix

∫ ∞

−∞
f(t)e−ixt dt = i

√
2πxF (f) (x).

Zakaj je izintegrirani del enak nič?

2.20 Dvakrat uporabimo nalogo 2.19.

2.21 Po definiciji odvoda je

√
2πF (f) (x)′ =

√
2π lim

h→0

F (f) (x + h)−F (f) (x)
h

=

= lim
h→0

∫ ∞

−∞

e−ith − 1
h

f(t)e−ixt dt =

=
∫ ∞

−∞

(
lim
h→0

e−ith − 1
h

)
f(t)e−ixt dt =

=
∫ ∞

−∞
(−it)f(t)e−ixt dt = i

√
2πF (g) (x).
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Zakaj smemo zamenjati vrstni red integriranja in limitiranja?

2.22 Dvakrat uporabi nalogo 2.21.

2.23 Ker f ′ ∈ L1, je
lim

x→±∞F
(
f ′

)
(x) = 0,

torej je tudi
lim

x→±∞ ixF (f) (x) = 0.

2.24 Če dvakrat uporabimo preǰsnjo nalogo, dobimo F (f) (x) = o( 1
x2 ), ko

x → ±∞. Odtod sledi Ff ∈ L1. Iz Dinijevega izreka sedaj sledi, da za vsak
t ∈ R velja formula

f(t) =
1√
2π

lim
r→∞

∫ r

−r
F (f) (x)eitx dx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
F (f) (x)eitx dx.

2.25 Za Fourierovo transformiranko dobimo diferencialno enačbo

F (f) (x)′ = −iF (tf(t)) (x) = − x

2a
F (f) (x)

(integracija per partes) in začetni pogoj F (f) (0) = 1√
2π
·√π

a = 1√
2a

(substi-
tucija). Rešitev je

F
(
e−at2

)
(x) =

1√
2a

e−
x2

4a .

Nalogo lahko rešimo tudi s pomočjo kompleksne integracije. Naj bo

FR(x) =
1√
2π

∫ R

−R
e−at2e−itx dt.

Zapǐsimo eksponent integranda malo drugače:

−at2 + itx = −a

(
t +

ix

2a

)2

− x2

4a
.

Zgornji integral je enak

FR(x) = e−
x2

4a
1√
2π

∫ R

−R
e−a(t+ ix

2a)2

dt.
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Uvedimo substitucijo

u = t +
ix

2a

v zgornji integral:

∫ R

−R
e−a(t+ ix

2a)2

dt =
∫ R+ ix

2a

−R+ ix
2a

e−au2
du.

Zanima nas limita tega integrala, ko gre R → ∞. Če bi bile meje ±R, bi
integral zlahka izračunali, saj je

∫ ∞

−∞
e−au2

du =
√

π

a
.

Vemo, da je integral funkcije e−au2
po robu pravokotnika [−R, R]×[0, ix

2a ] enak
0. Če dokažemo, da gresta integrala po navpičnih stranicah pravokotnika proti
0, bo

lim
R→∞

∫ R+ ix
2a

−R+ ix
2a

e−au2
du =

∫ ∞

−∞
e−au2

du.

Oglejmo si integral na daljici med −R in −R + ix
2a . Velja ocena

|e−au2 | ≤ e−a(R2− y2

4a
)

za vsak y ∈ [0, x
2a ]. Zato je

lim
r→∞

∫ −R+ ix
2a

−R
e−au2

du = 0.

Podobno je na drugi navpični stranici. Zato je

lim
R→∞

FR(x) =
1√
2π

e−
x2

4a

√
π

a
=

1√
2a

e−
x2

4a .

2.26 Upoštevamo, da je cos bt = Re(eibt) in dobimo

F (f) (x) =
1

2
√

2a

(
e−(x+b)2/4a + e−(x−b)2/4a

)
=

1√
2a

e−(x2+b2)/4a ch
xb

2a
,

F (g) (x) =
∫ b

0
F (f) (x) db =

√
π

8

(
erf

(
b− x

2
√

a

)
+ erf

(
b− x

2
√

a

))
,
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kjer je erf(x) = 2√
π

∫ x
0 e−t2 dt.

2.27 Dvakrat per partes.

2.28
Fhla(f ∗ g) = Fhla(f) Fhla(g).

Fsuh(f ∗ g) = Fsuh(f) Fsuh(g).

Fzak(f ∗ g) = Fzak(f) Fzak(g).

2.29

(f1 ∗ g1)(x) = max(0, min(b + x, a) + min(b− x, a)),

(f2 ∗ g2)(x) =
2

a2 − b2

(
ae−b|x| − be−a|x|

)
,

(f3 ∗ g3)(x) =
π

x
sin(xmin(a, b)),

(f4 ∗ g4)(x) =
π(a + b)

ab(x2 + (a + b)2)
.

Prvi dve dobimo z direktnim računom, drugi dve pa z izrekom o konvoluciji.

2.30 Uporabimo inverzno transformacijo in izrek o konvoluciji.

2.31 Ker je f soda funkcija, se njena transformiranka in inverzna transformi-
ranka ujemata. Če v preǰsnjo nalogo vstavimo F (t) = sin at

t in G(t) = sin bt
t ,

dobimo F−1 (f) (x) = 1√
2π

(√
π
2 χ[−a,a]

) ∗ (√
π
2 χ[−b,b]

)
=

√
π
8 max(0,min(b +

x, a) + min(b− x, a)).

2.32 Če obe strani pomnožimo z e−ixy√
2π

, integriramo od −∞ do ∞ in da desni
upoštevamo izrek o konvoluciji, dobimo

F (f) (y) = λ
√

2π

(√
2
π

1
1 + y2

)
F (f) (y) +

1√
2π

· 1
4 + y2

.

Odtod izračunamo

F (f) (y) =
4(1 + y2)√

2π(4 + y2)(1 + y2 − 2λ)
.
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Če je λ ≥ 1
2 , enačba ni rešljiva. Če je λ = −3

2 , dobimo

f(x) = −1
8
e−2|t|(6|t| − 5).

V ostalih primerih dobimo

f(x) =
−3

a2 − 4
e−2|x| +

2(a2 − 1)
a(a2 − 4)

e−a|x|,

kjer je a =
√

1− 2λ.

2.33 Formula sledi iz inverzne formule, Jordanove leme in leme o delu residuuma.
Za t > 0 integriramo po robu polkrogov v zgornji polravnini z radijem r, tako
da na robu ni nobenega pola z neničelnim imaginarnim delom. Morebitne
realne ničle obkrožimo z majhnimi ε-polkrogci in uporabimo lemo o delu
residuuma.

2.34
F (f) (x) = F−1 (f) (x) =

1
2a

e−a|x|.

2.35

F (f) (x) = F−1 (f) (x) =
1

4a3
(1 + a|x|)e−a|x|,

F (g) (x) = F−1 (g) (x) = − i

4a
xe−a|x|.

2.36

F (f) (x) = F−1 (f) (x) =
1

16a5
(3 + 3a|x|+ a2x2)e−a|x|,

F (g) (x) = F−1 (g) (x) = − i

16a3
x(1 + a|x|)e−a|x|.

2.37 Ker so poli enostavni, lahko uporabimo dejstvo, da je

Res
(

f(t)
g(t)

, α

)
=

f(α)
g′(α)

,
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če je α enostavna ničla g in f holomorfna na okolici α.

F (f) (x) = F−1 (f) (x) =
1

8a3
(cos ax + signx sin ax)e−a|x|,

F (g) (x) = F−1 (g) (x) =
i

4a2
sin ax e−a|x|,

F (h) (x) = F−1 (h) (x) = − 1
4a

(cos ax + signx sin ax)e−a|x|,

F−1 (k) (x) =
i

2
signx cos ax e−a|x|, k 6∈ L1.

2.38 Ker funkciji nista sodi, se transformiranki razlikujeta od inverznih transformirank.

F (f) (x) =
1√
3
e−ix/2e−

√
3|x|/2,

F (g) (x) =
1

3
√

3
e−ix/2(2 +

√
3|x|)e−

√
3|x|/2,

F−1 (f) (x) = F (f) (−x) =
1√
3
eix/2e−

√
3|x|/2,

F−1 (g) (x) = F (g) (−x) =
1

3
√

3
eix/2(2 +

√
3|x|)e−

√
3|x|/2.

2.39 F (f) (x) = F−1 (f) (x) =
∑∞

k=0(−1)k cos(a(k + 1
2)π)e−π(k+ 1

2
)|x|.

2.40 Zaradi sodosti sta transformiranka in inverzna transformiranka enaki:

F (f) (x) =
1
4π

((2|x|+ 1) sin a− 2a cos a)e−|x| +
1
π

∞∑

k=2

(−1)k

k2 − 1
sin ak e−k|x|.

2.41 Najprej v integral

F (f) (x) =
1√

2πΓ(α)βα

∫ ∞

0
tα−1e−t/β+itx dt

uvedemo substitucijo t/β = u in potem še u(1 + iβx) = v. Integriramo po
poltraku P = R+(1 + iβx) :

F (f) (x) =
1√

2πΓ(α)(1 + iβx)−α

∫

P
vα−1e−v dv.
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Naj bo γ polarni kot, ki pripada 1 + iβx. Ta kot je na (−π/2, π/2) zato je
kosinus na tem intervalu navzdol omejen s c > 0. Integral po delu krožnice z
radijem R med kotoma 0 in ϕ zato lahko ocenimo z

∣∣∣∣
∫ γ

0
(Reiϕ)α−1e−Reiϕ

Reiϕ dϕ

∣∣∣∣ ≤ Rαe−Rc|γ|.

To gre proti 0 ko gre R v neskončnost, zato je
∫ ∞

0
vα−1e−v dv =

∫

P
vα−1e−v dv = Γ(α).

Rezultat je

F (f) (x) =
1√
2π

(1 + iβx)−α.

2.42 Transformiranka funkcije f je realni del integrala

I =
∫ ∞

0
t−1/2e−ateitx dx,

Za izračun transformiranke si pomagamo s kompleksno integracijo po robu
krožnega izseka (podobno, kot v nalogi 2.41) in dobimo

I =
1√

a− ix
.

Realni del je

Fc (f) (x) =

√
a +

√
a2 + x2

√
a2 + x2

.

Funkcija g ni ne v L1 ne v L2, zato nima transformiranke v običajnem
smislu. Ker pa je lokalno v L1 (vsaka točka ima okolico, na kateri je funkcija
v L1), ima transformiranko v smislu distribucij, ki je enaka

Fc (g) (x) = lim
a→ 0

√
a +

√
a2 + x2

√
a2 + x2

=
1√
x

.

2.43 Funkcija f(t) = 1
1+|t| je v L2 ne pa v L1. Funkcija g(t) = 1√

|t|(1+|t|) je v

L1, ne pa pa v L2.
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2.44 Da je funkcija v L2, je očitno, saj ima v 0 končno limito. Ploščino k-
tega hribčka lahko ocenimo navzdol z 2(π(k + 1))−1, torej funkcija ni v L1.
Transformiranka je

F2 (f) (x) =
√

π

2
χ[−c,c](x).

2.45 S pomočjo Parsevalove identitete dobimo I = πc.

2.46 Za dokaz identitete je potrebno le zamenjati vrstni red integracije. Operator
F2 ni hermitski. Integrala nista skalarna produkta, ker manjka konjugiranje.

2.47 Uporabimo preǰsnjo nalogo in upoštevamo, da je F2
2 (f)(x) = f(−x).

2.48 S pomočjo preǰsnje naloge dobimo I = π
a2 (1− e−ac).

2.49 Po definiciji je

〈F∗2f, g〉 = 〈f,F2g〉 =

=
∫ ∞

−∞
f(t)F (g(x)) (t) dt

=
∫ ∞

−∞
f(t)F2 (g(−x)) (t) dt.

Iz naloge 2.46 sledi
∫ ∞

−∞
f(t)F2 (g(−x)) (t) =

∫ ∞

−∞
F2 (f(x)) (t)g(−t) dt =

=
∫ ∞

−∞
F2 (f) (−t)g(t) dt

= 〈F2 (f) (−t), g〉.
Ker za funkcje, za katere so f, f ′ in f ′′ v L2, velja Fourierova inverzna formula,
je

f(x) =
∫ ∞

−∞
dt eitx

∫ ∞

−∞
e−ityf(y) dy

=
∫ ∞

−∞
dt e−itx

∫ ∞

−∞
e−ityf(−y) dy = F∗2f.

Zadnji dve enakosti sledita iz naloge 2.4.
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2.50 Po (fizikalni) definiciji je

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

,

torej je

fn(x) = (−1)nex2/2 dn

dxn
e−x2

.

Rodovna funkcija za Hermitove polinome, pomnožena z e−x2/2 je

e−x2/2+2xt−t2 =
∞∑

n=0

e−x2/2Hn(x)
tn

n!
,

njena Fourierova transformiranka pa

F
(
e−x2/2+2xt−t2

)
(y) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ixye−x2/2+2xt−t2 dx

= e−y2/2−2yit+t2

=
∞∑

n=0

e−y2/2Hn(y)
(−it)n

n!

=
∞∑

n=0

efn(y) (−it)n

n!
.

Fourierova transformiranka desne strani je

F
( ∞∑

n=0

e−x2/2Hn(x)
tn

n!

)
=

∞∑

n=0

F
(
e−x2/2Hn(x)

) tn

n!
.

Ker se členi pri potencah tn ujemajo, je

F(fn)(y) = F
(
e−x2/2Hn(x)

)
(y) = e−y2/2Hn(y)

(−i)n

n!
=

(−i)n

n!
fn(y).

2.51 Iz Cauchy-Schwartzove neenakosti in Jensenove neenakosti sledi
(∫ ∞

−∞
|f(x− t)||g(t)| dt

)2

≤
∫ ∞

−∞
|f(x− t)| dt

∫ ∞

−∞
|f(x− t)||g(t)|2 dt =

= ||f ||1
∫ ∞

−∞
|f(x− t)||g(t)|2 dt.
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Če integriramo obe strani od −∞ do ∞ in na desni zamenjamo vrstni red
integriranja po x in po t (Fubini), dobimo želeno oceno.

2.52 Če f ∈ L1 in g ∈ L1 ∩ L2, potem velja ||f ∗ g||1 ≤ ||f ||1||g||1 < ∞ in
||f ∗ g||2 ≤ ||f ||1||g2|| < ∞. Torej je f ∗ g ∈ L1. V tem primeru gornja formula
sledi iz izreka o konvoluciji. Formula sedaj sledi iz dejstva, da je L1∩L2 gosta
v L2 in da sta leva in desna stran zvezni v g (Plancherel).

2.53 Ker je F (f) (x) zvezna, je integral
∫ 1

−1
|F (f) (x)| dx

končen. Ker je

F (f) (x) =
F (f ′) (x)

ix
,

lahko ocenimo
(∫ ∞

1
|F (f) (x)| dx

)2

≤
∫ ∞

1

1
|x|

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
e−itxf ′(t) dt

∣∣∣∣ dx ≤

≤
∫ ∞

1

1
|x|2 dx

∫ ∞

1

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
e−itxf ′(t) dt

∣∣∣∣
2

dx ≤ |F (
f ′

)
(x)|22.

Na intervalu (−∞,−1] naredimo enako oceno.

2.54 Ker je kosinusna (sinusna) transformacija f enaka Fourierovi transformaciji
sodega (lihega) nadaljevanja f na (−∞, 0], je prva trditev očitna. Iz istega
razloga obstajata razširitvi na L2, za kateri velja Plancherelov izrek.

2.55 Inverzna preslikava je

Ψ(f)(x) =
1√
2
(f(x) + f(−x), f(x)− f(−x)).

Norma je

‖Ψ(f)(x)‖2
2 =

1
2

∫ ∞

0
2f(x)2 + 2f(−x)2 dx = ‖f‖2

2.

2.56. Ker je F (f(t)) (−x) = F (f(−t)) (x), je

Φ(F (f) (x)) =
(

1√
2

(F (f) (x) + F (f) (−x)) ,
1√
2

(F (f) (x)−F (f) (−x))
)
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in

Fc,2 ⊕ iFs,2(Ψ(f))(x) =
(

1√
2
Fc,2(f(t) + f(−t))(x),

i√
2
Fs,2(f(t)− f(−t))(x)

)

=
(

1√
2
F2(f(t) + f(−t))(x),

1√
2
F2(f(t)− f(−t))(x)

)
.

2.57 Ker je Fc,2(f)(x) = F2(f)(x) za sode funkcije, lahko privzamemo, da je
f soda na R. Ker velja zveza F2(h)(x) = h(−x) za poljubno funkcijo h, je za
sodo f

F2
c,2(f)(x) = F2

2 (f)(x) = f(−x) = f(x).

Podobno je za lihe funkcije. Drugi del je očitna posledica prve zveze.
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